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Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlecht Null, 
eine Revision und Erweiterung der Poincaré’schen Satze. 


Von 


Ernst Rirrsr in Cassel. 


Einleitung. 


Nachdem man durch das Studium der Kreisbogenpolygone und 
insbesondere durch das Beispiel der elliptischen Modulfunctionen auf die 
Existenz einer ganzen Classe allgemeinerer eindeutiger Functionen einer 
Variablen aufmerksam geworden war, die bei einer gewissen Gruppe 
linearer Substitutionen der Verinderlichen in sich selbst tibergehen, 
ist es das Verdienst des Hrn. Poincaré, die Theorie dieser Functionen 
in allgemeinster Weise in Angriff genommen und namentlich explicite 
Bildungsgesetze fiir dieselben in Gestalt convergenter unendlicher 
Reihen angegeben zu haben*). 

Wenn ich nun nach jenen epochemachenden scharfsinnigen Ver- 
dffentlichungen des genannten Autors mich doch unterfange, denselben 
Gegenstand novhmals aufzunehmen, so geschieht dies, weil ich hoffe, 
durch Hereinziehen gewisser neuer Gesichtspunkte und formeller An- 
sitze nicht nur die Entwicklungen und Resultate Poincaré’s in ein 


‘helleres Licht zu stellen, sondern auch die ganze Theorie zu vertiefen 


und zu erweitern. 

Hierbei handelt es sich zuniichst um eine Revision der wenig 
systematischen und den Zusammenhang der einzelnen Sitze untereinan- 
der nicht klar genug hervortreten lassenden Darstellung Poincaré’s von 
dem Standpunkte der geometrischen Functionentheorie aus. Fir diese 
meine functionentheoretische Betrachtungsweise waren insbesondere die 
Ideen massgebend, welche Hr. F. Klein in seiner Abhandlung: ,,Neue 
Beitrige zur Riemann’schen Functionentheorie“ (Math, Ann. 21, 1882) 
zur Grundlage der Theorie der automorphen Functionen macht. 

Ich trenne dabei, im Gegensatz zu Hrn. Poincaré, scharf das, 


*) Comptes rendus: 1881, I. p. 333, 395, 859, 957, 1198, 1274; II. p. 1484. 
1882. I. p. 163, 1038, 1166; II. p. 626. — Mathematische Annalen Bd. 19, 20 
(1881—82). — Acta mathematica, Bd.1 (2 Abh.), 3, 4, 5 (1882—84), 
Mathematische Annalen. XLI. ! 











2 Ernst Rirtrr. 
was aus den allgemeinen Principien folgt, von dem, was der beson- 
deren Darstellung dieser Functionent durch Reihen von automorphem 
Bildungsgesetze angehért. Denn in Wahrheit iiberschiitzen die fran- 
zdsischen Mathematiker das Verdienst der Darstellung durch die Poin- 
caré’schen 90-Reihen. Z. B. die Existenz der automorphen Functionen, 
glaubt Hr. Poincaré, kénne man nur durch seine explicite Darstellung 
beweisen, wie er dies unumwunden ausspricht sowohl am Schluss seiner 
Abhandlung: ,,Mémoire sur les fonctions fuchsiennes“ (Acta math. Bd. 1), 
wie in seiner Schrift: ,,Notice sur les travaux scientifiques de H. Poin- 
earé“, Paris 1887 (Seite 19, Zeile 14 v. u. bis 5 v. u.). An beiden 
Stellen ist er in Folge einer ungenauen Kenntniss der einschligigen 
Untersuchungen der Hrn. H. A. Schwarz und C. Neumann der 
Meinung, dass man die Existenz der automorphen Functionen nur im 
symmetrischen Falle aus den bewiesenen allgemeinen Existenzsitzen 
herleiten kénne, obwohl schon damals Hr, Klein in Bd, 21 der Mathe- 
matischen Annalen (Schluss des § 8) die wahre Sachlage auseinander- 
gesetzt hatte. Ich verwende daher einen grésseren Abschnitt im ersten 
Theile meiner Arbeit auf den Nachweis, dass das richtig verstandene 
Beweisverfahren von Schwarz und Neumann sich ohne Weiteres auf 
unsern Fall tibertragen lisst. — Ja Hr. Humbert*) geht sogar so weit, 
dass er vermittelst der Sitze iiber die automorphen Functionen, die 
doch erst Anwendungen oder andere Ausdrucksweisen fiir die Riemann’- 
schen Sitze tiber die algebraischen Fnnctionen sind, riickwirts wieder 
die algebraischen Siitze beweist; denn etwas anderes ist es nicht, 
wenn er vermittelst der automorphen Functionen die algebraischen Curven 
untersucht. Uebrigens beziehen sich diese Humbert’schen Arbeiten 
wesentlich auf héheres Geschlecht, und kommen also bei meiner vor- 
liufigen Beschrankung auf das Geschlecht 0 noch nicht in Betracht. 
Ausserdem ist es aber noch ein neues Princip, dessen Kinfiihrung 
die wahre Natur der Poincaré’schen ,,fonctions thétafuchsiennes“ bezw. 
, fonctions thétakleinéennes“ mit besonderer Klarheit erkennen list, ich 
meine die Anwendung homogener Variablen, wie sie von Hrn, F. Klein 
in diesen Theil der Functionentheorie eingefiihrt ist**). Dieselbe ge- 


*) Humbert: Application de la théorie des fonctions fuchsiennes a l'étude 
des courbes algébriques. (Journ. de Math. sér. 4, t.2. 1886). Einen uhnlichen 
Standpunkt nimmt Hr. Biermann ein (Berichte der Wiener Akademie XCII, 1885). 
Andererseits entwickelt Hr. Phragmén neuerdings von sich aus gerade diejenigen 
Ideen betr. die Existenzbeweise, von denen Hr. Klein 1. c. 1882 ausgegangen war 
(Acta mathematica, Bd, 14, 1890: Remarques sur la théorie de la représentation 
conforme p. 227—229). 

**) Siehe insbesondere die von Hrn. Fricke bearbeiteten Vorlesungen Hrn. 
Klein’s tiber elliptische Modulfunctionen, Bd. 1, Schlussbemerkungen (1890), wo 
tiberhaupt der Unterschied der Klein’schen und der Poincaré’schen Betrachtungs- 
weise dargelegt wird. 
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stattete mir, statt der Poincaré’schen Functionen eine allgemeinere 
Classe von Formen zu betrachten, von denen die Poincaré’schen 09- 
Functionen nur einem speciellen Falle entsprechen, namlich die un- 
eigentlich automorphen Formen, d. h. solche Formen, welche bei 
Anwendung einer Gruppe ganzer binarer Substitutionen der homogenen 
Variablen sich nur mit constanten Factoren multipliciren. Die Auf- 7 
stellung dieser Formen und die allgemeine Untersuchung ihrer Eigen- 
schaften ist wesentlich neu, und nimmt den zweiten Theil meiner 
Arbeit ein. | 
Im dritten Theile endlich schliesse ich mich etwas enger an die | 

5 Poincaré’schen Untersuchungen an, indem ich zeige, dass man auch 
diese allgemeineren (uneigentlich automorphen) Formen durch Reihen 
darstellen kann, welche Poincaré’s 9-Reihen entsprechen, und dass 
: von diesen Reihendarstellungen ganz analoge Siitze gelten, wie von den 

i urspriinglichen Reiken, natiirlich mutatis mutandis. Dieser letzte-Theil 
ist zugleich eine Revision der Poincaré’schen Reihenentwicklungen vom 
formentheoretischen Standpunkte aus, welche zeigen soll, wie viel ein- 
facher und tibersichtlicher sich alle Formeln und Sitze gestalten, wenn 
man nicht, wie Poincaré, einem Punkte, nimlich dem oo-fernen Punkte, 


1 hon 


BAST 


¥ eine tiberfliissige Sonderstellung zuweist; dieser letzte Theil hat daher 
, : nicht nur den Zweck der Verallgemeinerung der Poiucaré’schen Ent- 
ft wickelungen, sondern auch den Zweck, dieselben fiir directe formen- 
. theoretische Untersuchungen anwendbar zu machen. Denn in der That 
k bereitet es zunichst oft grosse Miihe, aus den Satzen des franzésischen 
; Mathematikers das Wesentliche von dem abzusondern, was auf Rech- 
4 nung des oo-fernen Punktes zu setzen ist. — Dabei habe ich mich 
4 natiirlich gar nicht im Einzelnen an den Gang Hrn. Poincaré’s binden 


kénnen, so dass die Congruenz mit ihm nur eine sachliche ist. 

Die Beschrinkung auf das Geschlecht 0 ist nur eine vorliufige, 
durch Riicksichten der Einfachheit und leichteren Verstindlichkeit 
‘ gebotene. Andererseits ist auch die Theorie der ,,fonctions zéta- 
fuchsiennes“ und ,,fonctions zétakleinéennes“ einer ganz entsprechenden 

formentheoretischen Behandlung fibhig, wie diejenigen der ©, und 
erméglicht auch bei ihnen manche sachlichen Erweiterungen und Ver- 
allgemeinerungen. 

‘ Da ich im Folgenden nicht nur allgemeine Ideen meines hoch- 
verehrten [ehrers, des Hrn. Prof. F. Klein, in ausgiebiger Weise 
verwerthe, sondern hiufig auch specielle Untersuchungen und Ergeb- 
nisse der von ihm in Gottingen von 1890—1891 gehaltenen Vorlesungen 
um des Zusammenhanges und des Verstiindnisses willen ansftihrlich 
+. i wiedergeben muss, so will ich, um nicht fortwaihrend dieselben Citate 

i einfiigen zu miissen, diese Quelle stets durch ein (K) andeuten. 


1* 











4 Ernst Rirrer. 


I. Theil. 
Functionentheoretische und gruppentheoretische Grundbegriffe. 


§ 1. 
Fundamentalbereich und Gruppe einer automorphen Function vom 
Geschlechte 0. 


Es sei in der Ebene einer complexen Variablen € ein gewisser 
schlichter, oder sich selbst theilweise tiberdeckender Bereich gegeben 
(Fig. 1), welcher durch einen aus 
2nStiicken bestehenden zusammen- 
hiangenden Curvenzug begrenzt ist. 
Dieser Bereich werde dadurch zu 
einer geschlossenen Mannigfaltig- 
keit im Sinne des Hrn. F. Klein 
(,,Neue Beitrige zur Riemann’schen 
Functionentheorie“. Math. Ann. 21) 
dass immer je zwei aufeinander- 
folgende Randstiicke vermége einer 
loxodromischen, elliptischen oder 
parabolischen linearen Substitu- 
tion*) zusammengeordnet _ sind, 
welche einen ihrer Fixpunkte in der von den beiden Randstiicken ge- 
bildeten Ecke besitzt, Diese m linearen Substitutionen sollen der Be- 








*) Im Falle einer hyperbolischen Substitution wiirde der Bereich an der 
betr, Stelle nur scheinbar, in Folge einer unzuliissigen Zerschneidung der Mannig- 
faltigkeit, geschlossen sein. (Vergl. 
Klein: Ueber den Begriff des func- 
tionentheoretischen Fundamentalbe- 
reiches. Math. Ann. Bd, 40, 1891), In 
Wahrheit kann man die scheinbare 
Ecke durch eine sog. erlaubte Abiinde- 
rung des Bereichs leicht in eine offene 
Stelle verwandeln, und sieht dann, 
dass der Bereich jenseits dieser offenen 
Stelle entweder noch weitere Ecken 
besitzen, oder sich durch dieselbe hin- 
durch unendlich oft einen,ringférmigen 
Bereich iiberdeckend winden muss. 
(Fig. 2). Der erste Fall ordnet sich 
sofort, wenn er nicht einem hdheren 
p entspricht, meinen Betrachtungen 
ein, den zweiten schliesse ich um der 
Einfachheit willen, da ich spater doch 
nur einfache Ueberdeckungen der Ebene in Riicksicht ziehe, von vornherein yon 
der Betrachtung aus, 
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dingung geniigen: S,S,...S,—=1. Jeder der Punkte o,a,...a, ist 
dann fiir sich ein Punkt der Mannigfaltigkeit, die mit 0 bezeichneten 
Punkte dagegen stellen nur einen einzigen Punkt derselben vor. Die 
Summe der Winkel an den Ecken 0 muss in Folge der angegebenen 
Relation zunichst nur ein Multiplum von 272 sein, sie ist —22, wenn 
man einen nicht singuliren Punkt der Mannigfaltigkeit zum Punkte 0 
gewihlt hat, was immer mdglich ist, und fiir das Folgende stets voraus- 
gesetzt werden mdge. 

Die so definirte Mannigfaltigkeit ist eine solche vom Geschlechte 0: 
man biege niimlich den Bereich im Sinne der analysis situs so zusam- 
men, dass immer je zwei entsprechende Kanten je mit den entsprechen- 
den Punkten in Zusammenhang treten. Dann erhalt man eine un- 
berandete geschlossene Fliiche im Raum, und zwar bei unserem Bereiche 
eine solche vom Geschlechte 0. Auf dieser entspricht dem urspriing- 
lichen Rande. des Bereichs der £-Ebene ein Querschnittsystem, welches 
aus » von dem Punkte 0 nach den Punkten 1, 2,...,  hinlaufenden 
Einschnitten besteht. Man sieht daraus zugleich, da man auf einer 
Mannigfaltigkeit vom Geschlechte 0 mit » singuliren Punkten immer 
ein solclies Querschnittsystem construiren kann, dass unser oben be- 
schriebener Bereich der §-Ebene der allgemeinste vom Geschlechte 0 mit 
linearer Kantenzusammenordnung ist. 

Unter einer automorphen Function des gegeben gedachten Funda- 
mentalbereichs verstehe man jetet eine analytische Function von £, welche 
auf demselben durchaus eindeutig ist wnd keine wesentlich singuliren 
Punkte besitet.*) Eine solche muss also insbesondere in entsprechenden 
Punkten des Randes gleiche Werthe besitzen, 

Um die analytische Fortsetzung einer solchen Function zu erforschen, 
wende ich die Substitution S;, welche je eine Kante in die entsprechende 
Kante iiberfiihren, dazu an, um den Fundamentalbereich selbst zu 
reproduciren. 

Kine automorphe Function des Bereiches nimmt dann in allen 
Nachbarbereichen, wie in allen andern durch wiederholte Anwendung 
der S; entstehenden Bereichen immer wieder in jedem Punkte den- 
selben Werth an, wie in dem entsprechenden Punkte des Ausgangs- 
bereiches (Princip der analytischen Fortsetzung, Math. Ann. 21 1, c.). 

Wir haben also Functionen von £, die sich bei gewissen linearen 
Substitutionen von £ reproduciren, —- daher der Name automorphe 
Functionen. 


*) Beziiglich der Bedeutung dieser Einschrinkung vergl. Klein-Fricke, 
Modulfunctionen I, p. 585 ff. Die so definirten Functionen kinnte man im Gegen- 
satz zu allgemeineren Functionen mit wesentlich singuliren Punkten im Funda- 
mentalbereiche algebraisch automorphe Functionen nennen; da ich mich aber hier 
nur mit solchen beschiiftigen werde, mége der Zusatz ,,algebraisch‘ wegbleiben. 





Ernst Rirrer. 


Diese automorphen Functionen kénnen zuniichst sowohl vieldeutig, 
wie eindeutig sein. Eben hierin liegt die gréssere Allgemeinheit, die 
Hrn. Klein’s Ansatz vor dem Poincaré’schen voraus hat; Hr. Poincaré 
muss sich bei seinem Ausgangspunkte durchaus auf eindeutige Func- 
tionen beschrinken, wie wir dies in der Folge auch thun, obwohl ein 
Theil unserer Betrachtungen, z. B. der Existenzbeweis, fiir die all- 
gemeineren Fille ungeandert giltig bleibt. 

Welche Bedingungen muss nun der Ausgangsbereich erfiillen, damit 
die sugehdrigen automorphen Functionen eindeutige Functionen ihres 
Argumentes £ seien? Offenbar ist hierfiir nothwendige und hinreichende 
Bedingung, dass die verschiedenen, im Allgemeinen unendlich vielen 
durch Vervielfaltigung aus dem Ausgangsbereiche entstehenden Bereiche 
die ¢-Ebene, oder auch nur einen Theil derselben, nur einfach tiber- 
decken, dass also jeder Bereich, der iiberhaupt iiber den Ausgangs- 
bereich hiniibergreift, Puakt fiir Punkt mit ihm zusammenfiallt (K). 
Zu dem Zwecke ist nothwendig, dass 


1) der Bereich selbst keinen Theil der Ebene mehrfach iiberdeckt , 

2) dass die Winkel bei a,,a,...a, entweder aliquote Theile von 
22, oder =O sind, 

3) dass die Substitutionen S,,S8,,..., S, sdimmtlich elliptisch oder 
parabolisch sind, von der Form: 
g —_ = f—a 
r-8 ° 


Diese Bedingungen sind aber wohlverstanden noch lange nicht hin- 
reichend, ausser im Falle n= 3. Allgemeinere Fundamentalbereiche 
der geforderten Art sind von Hrn. Poincaré als Fundamentalbereiche 
seiner ,,groupes fuchsiens’’ untersucht worden, und dariiber hinaus von 
Hrn. F. Klein durch seine Methode der Variation der Constanten und 
der Ineinanderschiebung erzeugt worden. Ich kann hier auf alle diese 
Fragen nicht naher eingehen, sondern nur diejenigen Kigenthiimlich- 
keiten solcher Gebietseintheilungen hervorheben, welche functionen- 
theoretisch besonders wichtig sind.’ 

In diesem Sinne gebe ich entgegen den jedenfalls nur vorliufigen 
Eintheilungen des Hrn. Poincaré eine solche Classification dieser Gebiets- 
eintheilungen, wie sie sich nach meiner Ansicht functionentheoretisch 
als nothwendig erweist. 

Da die Bereiche im allgemeinen in unendlicher Anzahl in der 
¢-Ebene — oder besser, auf der §-Kugel — nebeneinander liegen, so 
miissen sie sich in gewissen Punkten in unendlich grosser Anzahl 
haufen, wobei sie selbst unendlich klein werden. Je nach der An- 
ordnung dieser Punkte, welche ich Grenzpunkte nenne, kann man 
folgende Arten von Gebietseintheilungen unterscheiden : 


1 1 


Si) ‘ i » bezw. S;) me i= + yy. 
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1) Gebietseintheilungen ohne Grenzcurven: 
a) ohne Grenzpunkte , 
b) mit einem Grenzpunkte, 
c) mit zwei Grenzpunkten, 
d) mit unendlich vielen Grenzpunkten, 
2) Gebietseintheilungen mit Grenzcurven: 
a) Gebiet einfach zusammenhdngend, 
b) Gebiet von unendlich hohem Zus enhange 
Unter 1a) findet man nur die Gebietseintheilungen der reguliren 
Koérper: 





tS s. £ 2 he Ee ee ee 
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Fiir alle diese Fundamentalbereiche, und nur fiir diese ist die Zahl 
q=1—Dz (1-7) >o 
i=1 . 
Zum Falle 1b) fihren nur folgende Zusammenstellungen: 
eS Eee ae Pe Se SS ee Se OS fe 


1 
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Im Falle 1c) miissen die . die Werthe haben: 


l 
; eee 
: os? oo es 
In diesen letzten beiden Fallen 1b) und 1c) ist 


q—1—D' 5 (1-7 <9 
i=1 
und die zugehérigen automorphen Functionen lassen sich auf die ellip- 
tischen Functionen zuriickfiihren. 
Da die unter 1a), 1b), le) gehérigen Functionen schon lingst 
eingehend untersucht sind, so werde ich im Allgemeinen mein Haupt- 
augenmerk auf die iibrigen Faille richten, fiir welche durchweg 


~ 1 1 
em1- Si (1-1) <0 


i=1 
ist. 

In Betreff des Zusammenhangs des von den Bereichen iiberdeckten 
Gebietes ist zu bemerken, dass man isolirte Grenzpunkte immer als 
Oeffnungen in dem Gebiete anzusehen hat, so dass das Gebiet nur in 
den Fallen 1a), 1b), 2a) einfachen, im Falle 1c) zweifachen, und in 
den Fallen 1d) und 2b) unendlich hohen Zusammenhang aufweist. 

Besitzt das tiberdeckte Gebiet nur einfachen Zusammenhang, so 
sind die Relationen 
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S,8,...8, <1, Si 1 
die einzigen zwischen den Erzeugenden bestehenden Relationen. Zeigt 
aber das Gebiet hiheren Zusammenhang , so miissen noch weitere Rela- 
tionen bestehen, die alle nothwendig die Form haben: 


T[s., = 1.» 


Die ersten will ich primédre, die letztern aber, die nur bei héherem 
Zusammenhange sich finden, secund@re Relationen nennen. 

Von einander unabhiangige secundiare Relationen kénnen nur in 
endlicher Zahl bestehen, da jede von ihnen die Zahl der Constanten 
der Gruppe mindestens um 1 verkleinern muss. 


§ 2. 
Die eindeutigen Functionen des gegebenen Bereiches und der Nachweis 
ihrer Existenz (K). 

Es sei irgend ein Fundamentalbereich der oben beschriebenen Art 
gegeben. Als einfachste durch ihn veranlasste automorphe Function 
kann man eine solche auf ihm eindeutige Function ansehen, welche 
jeden ihrer Werthe auf demselben ein und nur einmal annimmt. Eine 
solche automorphe Function, vorausgesetzt, dass sie existirt, will ich 
mit 2 bezeichnen. 

Diese Function z wird dann das analytisch leisten, was ich oben 
nur im Sinne der analysis situs durch Zusammenbiegen der Rander 
des Fundamentalbereichs be- 
wirkt hatte: nimlich sie wird 
den Fundamentalbereich der- 
art auf eine z-Ebene ab- 
bilden, dass dem Rande des Be- 
reichs ein Kinschnittsystem, 
wie in Fig.3, und zusammen- 
gehérigen Punkten des Ran- 
des gerade gegeniiberliegende 
Punkte auf dem positiven und 
dem negativen Ufer des be- 
treffenden Einschnittes ent- 
sprechen. 

€ ist auf der so aufgeschnittenen z-Ebene eindeutig, und zwar 
sind alle seine Werthe durch die Punkte des gegebenen Fundamental- 
bereichs reprisentirt. Ueberschreitet man jedoch einen der Einschnitte, 
so gelangt € in einen der benachbarten Bereiche. Bei unbegrenzter 
analytischer Fortsetzung ist daher € eine vieldeutige Function von g, 


*) Vgl. Dyck: Gruppentheoretische Studien. Math. Ann. 20, p. 31 (1882). 
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und zwar entspricht irgend einem ¢ in jedem der Bereiche der £-Ebene 
je ein Punkt, und diese Punkte gehen alle aus irgend einem derselben 
durch Anwendung der Substitutionen der Gruppe hervor, Wenn ¢ 
eine Umkreisung etwa des Punktes e¢; in positivem Sinne ausfiihrt, so 
erleidet dasjenige §, welches im Ausgangsbereiche liegt, die Substi- 
tution S;, ein §, welches etwa in dem Bereiche 7 liegt, die Substitution 
T—8;T. Will man den Verlauf von (2) durch eine Riemann’sche 
Fliche iiber der z-Ebene versinnlichen, so hat man dieselbe so 2u 
construiren, dass sie nur in den Punkten e; verzweigt ist, und zwar so, 
dass in ¢; immer je J; Blatter cyklisch zusammenhangen. Bestehen keine 
secundiren Relationen, so sind dies die einzigen Blatterzusammen- 
hinge. In jedem Falle ist die Riemann’sche Fliche regulir verzweigt, 
da jeder Bereich der §-Ebene, und also auch jedes Blatt der Rie- 
mann’schen Fliche mit allen andern gleichberechtigt ist. 

Die Grenzpunkte des Polygonnetzes sind fir die Function 2(£) 
wesentlich singulare Stellen. Sind die Grenzpunkte zu Grenzcurven 
gehiiuft, so bilden diese letzteren natiirliche Grenzen fiir die Function 
2(£). Der Giiltigkeitsbereich der Function 2(€) ist nur der von dem 
Polygonnetz tiberdeckte Theil der €- Ebene. 

Da mit Hilfe dieser Function ¢ sich alle andern automorphen 
Functionen desselben Bereichs zusammensetzen lassen, wie wir noch 
naher ausfiihren werden, so kommt alles darauf au, die Existenz der 
Function z zu beweisen. In welcher Weise ich hierin die Leistungs- 
fahigkeit der deutschen Functionentheorie zu vertheidigen habe, das 
habe ich bereits in der Einleitung auseinandergesetzt. 

Ich will den Beweisgang nur fiir die hieri in Betracht kommenden 
Specialfiille im Umriss angeben, also fiir die automorphen Functionen vom 
Geschlechte 0; in allen allgemeineren Fallen ist ja das Verfahren das- 
selbe, nur pe man bei héherem p unmittelbar nicht eine automorphe 
Function selbst, d. h. eine algebraische Function der Mannigfaltigkeit, 
sondern vielmehr ein Integral 2. Gattung darstellt, und aus solchen Inte- 
gralen 2. Gattung erst die automorphen Functionen linear zusammensetzt. 

Ich trenne € und g je in den reellen und imaginiren Theil: 


€=—§&+ in, ear iy. 


x ist dann ein logarithmisches Potential in der (€, 4) Ebene, welches 
nur in einem Punkte des Fundamentalbereiches unstetig wird, wie 


x(=—— a 2. 


und welches den beiden Randbedingungen gentigt, dass in entsprechenden 
Punkten des Randes sowohl das Potential x selbst, wie das conjugirte 
Potential y je dieselben Werthe besitst. 

Um ein solches Potential zu finden, hat man nun einfach die Ent- 
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wicklungen, die Herr H. A.Schwarz und Herr C. Neumann®*) fir 
geschlossene Flichen gegeben haben, zu tibertragen. 

Ich construire zu jedem der Eckpunkte «; einen Kreis, der durch 
die Substitution S; in sich selbst verschoben wird, und also congruente — 
congruent nenne ich Punkte und ganze Figuren, die sich durch eine 
der Substitutionen der Gruppe in einander iiberfiihren lassen, entsprechend 
einem schon in der Theorie der elliptischen Functionen tiblichen Sprach- 
gebrauche — Randpunkte verbindet**). Diese Kreise wihle ich so klein, 
dass sich keine zwei derselben schneiden. Ferner construire ich um die 
Punkte ¢; (Punkte 0 der Fig. 4) einander congruente Kreise, die ich so 
klein wihle, dass sie keinen der Punkte a; enthalten, und dass sie sich 
gegenseitig nicht schneiden. Ist dadurch noch nicht der ganze Rand 
mit Kreisfliichen iiberdeckt , so construire ich noch tiber den unbedeckten 
Stiicken, welche natiirlich paarweise congruent sind, Paare congruenter 
Kreise, welche so klein gewahlt sind,’ dass sie weder einen der Punkte 
«; noch ¢; enthalten, noch einandey schneiden. 

Ich behaupte zuniichst: man kann ein Potential finden, welches 
sich innerhalb des schraffirten Gebietes der Fig. 4 stetig und eindeutig 

verhiilt, an der innern, stark aus- 
gezogenen Begrenzung beliebig 
vorgegebene endliche Werthe be- 
sitet und langs der dusseren Be- 
grenzung den ftir das Polygon vor- 
geschriebenen Grenzbedingungen 
geniigt. 

Ich will der Einfachheit 
halber voraussetzen, dass, wie 
in der Figur, die 2” um a@; 
und ¢ construirten Kreise ge- 
niigen, den Rand vollstindig 
zu tiberdecken, da im andern 
Falle der Beweis nur eine 
unwesentliche Modification er- 
leidet. 

Die an den Eckpunkten «, liegenden schraffirten Kreissectoren 
kann man conform auf Vollkreise abbilden, derart, dass sich die beiden 


*) Schwarz: Monatsberichte der Berliner Academie, 1870, p. 767—795, 
Ges, Werke p. 144—171.— C. Neumagpn: Vorlesungen iiber Riemann’s Theorie 
der Abel’schen Integrale. 2. Aufl. 1884. — Klein-Fricke: Vorlesungen iiber 
elliptische Modulfunctionen I, p, 492 ff. 


**) Im Falle eines elliptischen Eckpunktes schliesst ein solcher Kreis natiirlich 


den Eckpunkt ein (a in Fig. 4), durch einen parabolischen dagegen geht er hin- 
durch (a, in Fig. 4). ‘ 
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von «; auslaufenden Begrenzungen gerade mit entsprechenden Punkten 
zusammenschliessen, und dass das in’s Polygon fallende Kreisstiick 
A; Aj’ Aj” in die Peripherie des Vollkreises tibergeht. Diese Abbildung 
wird durch die Function 

“= (G—8)', 


~ VE= 8B; 
bezw., wenn «@;, eine parabolische Ecke ist, durch 
2in 1 
I 
geleistet. Infolgedessen kann man fiir jeden der Sectoren ein Potential 
construiren, welches lings des Kreisbogens A; = A; + A;’ + A; 
vorgegebene Werthe besitzt, und lings der beiden Radialcurven die 
beiden Grenzbedingungen des Polygons befriedigt. 

Die entsprechende Aufgabe kann man fiir die Gesammtheit der 
Sectoren an ¢,, &,...é, lésen, namlich ein Potential zu finden, das 
langs der in das Polygon fallenden Kreisbogenstiicke B; = B;+- B;’+ B;” 
vorgegebene Werthe annimmt, und lings der Begrenzung des Polygons 
den Randbedingungen desselben gentigt. Man tibertrage niamlich ein- 
fach durch die betreffende lineare Substitution jeden der an @,,&,...&, 
liegenden schraffirten Sectoren auf den congruenten Sector des um ¢, 
beschriebenen Vollkreises, bilde fiir diesen dasjenige Potential, welches 
lings der Begrenzung desselben diejenigen Werthe annimmt, die auf 
den entsprechenden Bogenstiicken B; im Innern des Polygons vor- 
geschrieben waren, und iibertrage das so gefundene Potential wieder 
riickwarts in die schraffirten Sectoren bei &, &,.-. én. 

Nunmehr habe ich die Mittel, um den ,,Grenziibergang durch 
alternirendes Verfahren“ von Hrn. H, A. Schwarz anzuwenden be- 
hufs Auffindung eines Potentials, das lings der Stiicke A,’ und B,” 
beliebig vorgegebene Werthe besitzt, und lings des Polygonrandes 
die vorgeschriebenen Randbedingungen befriedigt. 

Ich construire zuerst fiir jeden der Sectoren bei @; ein Potential, 
welches bei A,” die vorgegebenen Werthe a;, lings A;, A,” beliebige 
Werthe, wir wihlen die an den betreffenden Endpunkten von A,’ 
vorgeschriebenen , besitzt. 

Diese analytisch allerdings nicht zusammenhingenden Potentiale 
bezeichne ich mit dem gemeinsamen Namen 2, so dass x, in jedem 
der » Sectoren das eben fiir diesen construirte Potential bedeutet; 
% ist dann in jedem Sector ein Mittelwerth aus den Werthen des zu- 
gehoérigen aj. 

%  nimmt nun lings der Bogen B;, B;” gewisse Werthe 2, an. 
Ich construire darauf fiir die Gesammtheit der Sectoren bei den ¢ ein 
Potential ~,, das lings der Bj, B,;” die Werthe ,, lings B,;’ die 
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daselbst vorgeschriebenen Werthe 0; besitzt. Dasselbe ist tiberall ein 
Mittelwerth der }; und 2,’. 

Dann construire ich wieder in den Sectoren bei a; ein x, indem 
ich lings A,’ die Werthe a;, lings A;, A;” aber die Werthe 2,’ vorgebe, 
die x, daselbst besitzt, — darauf fiir die Sectoren bei ¢; ein 2, welches 
lings B;’ gleich };, lings B/, Bj” dagegen gleich ~,' wird, u. s. w. 

Man erhilt so eine Reihe von Potentialen 2, %,, %,..., die, 
wie man nach Schwarz leicht zeigt, in den Gebieten, welche mehreren 
Kreissectoren |gemein sind, gegen dieselbe Grenzfunction 2, in den 
iibrigen gegen deren analytische Fortsetzung convergiren. 

Diese Grenzfunction « ist ein Potential der zundchst verlangten 
Art. Zu bemerken ist, dass der Werth von x in irgend einem Punkte 
des schraffirten Gebietes mit Kinschluss des Polygonrandes ein Mittel- 
werth der auf der innern Contur vorgeschriebenen Werthe ist. — 

Nun behaupte ich ferner: Ich kann ein Potential finden, welches 
an irgend einer Stelle €,, des noch unschraffirten Gebietes wnstetiy wird 


° cos . ss - 4 
wie — = , sonst im ganzen Polygone regulir verlduft, und am Rande 


die vorgeschriebenen Grenzbedingungen erfiillt. 

Zu dem Zwecke beschreibe ich um den Punkt ¢ einen Bereich, 
der ganz innerhalb des Polygons liegt, den noch unschraffirten Theil 
desselben vollstiindig iiberdeckt, und fiir welchen man die Randwerth- 
aufgabe zu lésen im Stande ist. Einen solchen Bereich kann man 
sich z. B. immer aus einer endlichen Anzahl von Kreisen zusammen- 
setzen, da man ja fiir einen solchen die 
Randwerthaufgabe nach dem alternirenden 
Verfahren lésen kann. 

Es sei (Fig 5) Z die Begrenzung des 
Polygons, 7; die innere Begrenzung des 
friiher schraffirten (jetzt wagrecht schraf- 
firten) Gebietes, 7, die 7; ganz um- 
schliessende Begrenzung des um €, con- 
struirten Gebietes. S, sei der ausserhalb 
T, liegende, S, der innerhalb von T7, 
liegende, und S der von 7, und 7, be- 
grenzte S, und S, gemeinsame giirtel- 
formige Bereich. 

Ich wende nun die _,,giirtelférmige Verschmelzung“ der Herren 
Schwarz und Neumann an. 

Ich construire nimlich der Reihe nach folgende abwechselnd in 
S, und §, iiberall stetigen Potentiale mit den Randbedingungen: 
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Randbedingungen. 
Gebiet lings fr . __lings 7, _ a lings T, 

Zyl S,; | =e %—% | = + one 

eo ? t=, — cee 
Lo S, Ly =X, A Ly = t + —e i 

@,}) 8, a Is = Ly — = ? 
Xs : S, Ly =2y Ys = Yy XL, = 2%, + = © 

a,| 3S, ty—x,— —? 














Man sieht nun leicht nach der Beweismethode der genannten 
Forscher, dass die Reihe der Functionen 
Xo» Xo, Xs) Fh 
sich innerhalb des Gebietes S derselben analytischen Grenz - Potential- 


function x nihert, wie die Reihe: 


COs @ ty ' cos @ 
a+ » &y-+ te oleae “at hd 


und dass in den tbrigen Gebieten an Reihen der analytischen Fort- 
setzung dieses x zustreben. ™~ 

Diese Function x ist nun das gesuchte Potential. 

Aus « findet man auf bekannte Weise durch eine Quadratur das 
zugehérige y nimlich: 


y= f(-3 ay a8 + ; an). 


Nun bilde ich 
Damit ist die gesuchte Abbildungsfunction 2 thatsichlich her It. 

Die allgemeinste Function, welche den ¢- Bereich in de. verlangten 
Weise auf eine z’-Ebene abbildet, ist, unter a, b, c, d_beliebige 


Constanten verstanden : 
a anes ae+d. 
“ce + a’ 

Diese linearen Functionen von z sind offenbar ebensogut, wie ¢ 
selbst, automorphe Functionen von £; und zwar sind sie alle mit- 
einander gleichberechtigt, so dass man irgend eine beliebige Function 
aus der Schaar der ¢’ der weiteren Betrachtung zu Grunde legen kann, — 
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Ich gebe nun gleich Sitze iiber die allgemeinste automorphe Func- 
tion unseres Bereichs. 

Eine beliebige automorphe Function sei F(g). Als Function von 
z muss F'(€) eindeutig sein, und kann auch keine wesentlich singularen 
Punkte besitzen; die allgemeinste automorphe Function unseres Bereichs 
ist also nothwendig eine rationale Function von 2: 


F() = Rat (2). 


Umgekehrt ist, wie leicht zu sehen, jede rationale Function von z 
eine automorphe Function von &. 

Da 2 die ganze Ebene gerade einfach iiberstreicht, wenn ¢ den 
Fundamentalbereich durchliuft, so hat man den Satz: 

Jede automorphe Function nimmt jeden ihrer Werthe im Funda- 
mentalbereiche gleich oft an. 

Die Grenzpunkte der Gebietseintheilung sind fiir jede automorphe 
Function wesentlich singulire Stellen und die Grenzcurven natiirliche 
Grengzen. — 

Wir haben bislang wesentlich z als Function von § angesehen. 
Umgekehrt ist es auch wichtig, das Verhalten von € als Function von 
z naher zu beleuchten: 

€ ist eine mehrdeutige Function von z, und zwar sind alle Zweige 
gewisse lineare Functionen irgend eines Ausgangszweiges: 

o i af+a. 
yé-+é 

Bildet man also einen Differentialausdruck, der sich gegeniiber 
linearen Substitutionen invariant verhilt, so wird dieser eine eindeutige 
Function von z sein miissen. Kine solche Differentialinvariante ist der 
bekannte ,,Schwarz’sche Differentialparameter“: 


8h ae (08 (GE) — 2 fae ig (de) 
2 


dé d*§ 
_ de 3 “az 
~~ ee 
dz dz 


Wir sehen zu, wie sich dieser Ausdruck an den verschiedenen 
Stellen der z-Ebene verhilt. Man hat zu unterscheiden: 
1) Gewéhnliche Stellen z,, wo 


 — by = (24) (ay 4- a, (e—4) + a, (e— HJ? +--+) a ZO, 
2) Verzweigungsstellen e;, wo 
1 
as é q 
rp, = — 8)" (by + Oi(e—4) + yee)?" +--+) by 20, 
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3) die Stelle z= 90, wo 
1 1 1 
t-t.= z (cy +4 >a + --+) ¢ 20 
ist. Es zeigt sich, dass an den Stellen z sich [€], vollstindig regulir 


verhilt, dass es an der Stelle zoo von der 4" Ordnung verschwindet, 
und dass es endlich an den Verzweigungsstellen e; sich verhilt wie 


‘ 1 1 
a + (1-7) 


: (1 + b, (¢—4) + b,(2—4)? +> -): 


: Gan) 

n a Da [£], eine eindeutige Function von zg ist und nach dem eben gesagten 
3 keine wesentlich singuliren Stellen besitzt, so muss es eine rationale 

- & Function von g sein, und zwar von der Gestalt: 
1 1 

ie 6OU 2 ; i i(? 7) 

. ft. = == {G4 (2) +> _—— (¢ eeea)---(e-ea)h, 
| []e-9 ie 

2 68 —_ 

n & worin G,_4(2) eine ganze Function vom (nm — 4)'" Grade ist: 


Gn—a(2) = Ay + Aye + +++ + Anso™, 
——— und im Falle n = 3 wegfillt. 
Von den Verzweigungswerthen e; sind durch das §-Polygon und 
die Forderung der conformen Abbildung auf die z-Ebene nur die 


Doppelverhiiltnisse bestimmt, da man ¢ ja auch durch art 
kann. 

Von der Coefficienten des Polynoms G,_4(2) sind durch das 
f-Polygon, wenn man die e; noch beliebig lasst, die Invarianten be- 
stimmt, wenn man aber drei der e; festlegt, sind die Coefficienten selbst 
eindeutig gegeben, oder, anders ausgedriickt, es sind durch das 


ersetzen 
er 
ze 
er 


€-Polygon die simultanen Invarianten der beiden Polynome | | (e—@;) 


und G,_4(#) festgelegt. _— 

Umgekehrt ist ¢ durch diese Differentialgleichung nur bis auf eine 
beliebige lineare Substitution bestimmt. Alle Zweige £, die aus einem 
Ausgangszweige bei Umliufen des z entstehen, sind aber specielle 
lineare Functionen des Ausgangszweiges. 

Die Function € mit ihren analytischen Fortseteungen ist unter der 
allgemeinen Liésung der Gleichung nur enthalten. 

Das Fundamentalpolygon ist durch die Differentialgleichung nur 
erst bis auf eine lineare Transformation bestimmt, (wobei ich aiquivalente 
Fundamentalbereiche als identisch betrachte). 

Alle Gruppen, die man durch eine lineare Transformation von § 
in einander iiberfiihren kann, liefern dieselbe Differentialgleichung. 


en 
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§ 3. 
Spaltung von z und ¢€ in homogene Variable. (K) 
Aus all diesem ersehen wir, dass nicht allein ¢ mit jeder linearen 
cra gleichberechtigt ist, sondern auch € mit jedem linearen 


«f+ 6 


Ausdrucke = Se Das heisst geometrisch: es ist unwesentlich, sowohl, 


Function 





ob man die ¢-Ebene, wie, ob man die z-Ebene noch einer beliebigen 
linearen Substitution unterwirft. Dadurch kann man jeden Punkt der 
€-Ebene, wie der z-Ebene, zum co-Punkte machen. Der Punkt § = co 
oder z= co nimmt also gar keine Ausnahmestellung ein. 

In den Formeln tritt aber diese Gleichberechtigung des Punktes 
co mit den iibrigen Punkten nicht hervor, ahnlich, wie in der 
Cartesischen Coordinatengeometrie das oo-ferne in einer fiir projective 
Betrachtungen unzweckmissigen Weise ausgezeichnet wird. 

Diese Besonderheit des Coordinatensystems zu beseitigen , wird man 
ebenso wie in der analytischen projectiven Geometrie darauf ausgehen, 
sowohl die Variable €, als ¢, je in 2 Variable §,, € beaw. 2,, 2, zu 
spalten, auf deren Verhiiltniss allein es dann ankommt, und von denen 
keine mehr oo wird, und die man ausserdem, um unbestimmte Werthe 
ihres Verhiltnisses zu vermeiden, der Bedingung unterwirft, dass sie 
nicht gleichzeitig verschwinden sollen. Man setzt also: 


it ae % 
= & > t= > ° 
Man wird dann nicht mehr ,,Functionen“ von § bezw. z, sondern ,,Formen‘‘ 
von §,, & bezw. von 2,, 2, zu untersuchen haben, Speciell wird man ¢, 
und €, als Formen von 4,, 2, und 2,, 2, als Formen von §,, ¢ betrachten. 
Eine solche Spaltung des € in €,, € ist an sich natiirlich auf 
unendlich viele Arten méglich; aber man wird sie so vornehmen, dass 
£,, §& als Formen von 2,, 2, méglichst einfache Eigenschaften besitzen, 
z. B. dass €, , € bei geschlossenen Umliufen der ¢,, 2, statt gebrochener 
ganze binire lineare Substitutionen erleiden: 


f& = af + Bo, 

f, = vf, + 96, 
wo die a, B, y, 8 endliche Constanten sind, deren Determinante ad — By 
von Null verschieden ist. 

Kine solche Spaltung kann man in der That ausfiihren, und zwar 
thue ich dies in zwei Schritten: zuerst spalte ich € in zwei Variablen 
Z,, Z., welche Functionen von z sind, und bei Umlaufen des ¢ sich 
linear substituiren, und dann verwandle ich Z,, Z, durch Multipli- 
cation mit einer geeigneten Form von ¢,, 2, in zwei Formen §, &, 
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welche sich ebenfalls binir substituiren und ausserdem noch besonders 
zweckmissiges Verhalten zeigen. 
Die erste Spaltung ist in bekannter Weise leicht auszufiihren; 
man setze: 
g 1 Zz, 
ot. Mane. pattie 
dz dz 
Diese Z,, Z, erleiden in der That bei Umliiufen des z ganze bindre 
Substitutionen, und gwar solche von der Determinante 1, sog. ,,unimo- 
dulare Substitutionen“‘. 
Diese sich so substituirenden Z,, Z, sind gwei specielle Zweige 
einer ,,bindren Functionsschaar “*): 
Z=¢,2,+%2, 
deren stimmtliche Zweige der folgenden linearen Differentialgleichung 
geniigen: 
poe § (1 i) 
G.0+ > ni (€;—€1) (€;— 2) -**(€— ey) 
2 : t 
A! +2. 4 = = 0. 
[Ie-» 
t=1 
Aus Z,, Z, gewinnt man jetzt die allgemeinsten sich ebenfalls 
linear substituirenden Formen §,, €, deren Quotient € ist, indem man sie 
beide mit ein und derselben Form der Gestalt 


(6, 2) =] J (ees): Rat (2, #), 


e;” “i a 
(4 = rd » (8e) = 2,6’ — 8, ei) 
v 





multiplicirt. 

Wie muss ich diese Form © wihlen, damit €,, § méglichst zweck- 
missige Kigenschaften erhalten? 
* Man beachte folgendes bei der Einfiihrung homogener Variablen 
immer massgebende Princip: Da man das oo-Werden simmtlicher vor- 
kommenden Gréssen vermeiden will, so wird man vor allen Dingen 
festsetzen, dass keine der homogenen Variablen oo werde; ferner aber 
wird man, um unbestimmte Werthe des Verhiiltnisses derselben zu ver- 
meiden, simultanes Verschwinden der beiden Variablen ausschliessen. 
Solche Werthsysteme, in denen eine oder beide Variablen oo werden, 


*) Hierunter versteht Hr. Klein den Inbegriff aller linearen Combinationen 
¢,Z,-+-¢,Z, zweier solchen linear unabhiingigen Functionen Z,, Z,, deren simmtliche 
Zweige lineare homogene Combinationen @, Z: + GZ, zweier speciellen Zweige 
Z;, Z, sind. Als einen Zweig der Schaar bezeichnet er jeden einzeluen Zweig jeder 
in der Schaar enthaltenen Function Z = c,Z, + ¢,Z, mit bestimmten Werthen 
der ¢,, Cg. 
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oder beide verschwinden, wird man als ,,unerlaubte Werthsysteme“ be- 
zeichnen; sie entstehen aus erlaubten Werthsystemen durch Maultipli- 
cation oder Division mit einer unendlich kleinen Grdsse. 

Wir werden diesem Princip gemiiss versuchen, ® so zu bestimmen, 
dass ¢,, € nur erlaubte Werthsysteme durchliuft, wenn z,, 2, sich 
in erlaubten Werthsystemen bewegt. Es werden dann auch umgekehrt 
erlaubten Werthsystemen von £,, €, nur erlaubte Werthsysteme von 
%,, %, entsprechen — wobei man natiirlich von vornherein Ausnahmen 
von diesem Verhalten in den wesentlich singuliren Punkten der £-Ebene 
zulassen muss. 

Wir miissen zu dem Zwecke das Verhalten der Schaar c,Z, + ¢,Z, 
an den einzelnen Stellen der z-Ebene untersuchen. Man findet: 

An gewohnlichen Stellen 2, verschwindet ein und nur ein Zweig der 
Schaar, und zwar, wie 2—z,, und alle andern sind von 0 verschieden 
und endlich. 

An der Stelle 2 = co (die kein Verzweigungspunkt sein midge) ist 
ein einziger Zweig endlich und von O verschieden, alle andern werden 
Co wie &Z. 

An einer Stelle e; endlich giebt es swei Zweige, welche folgende 
Entwicklungen haben: 


1 


Z,— a;Z, = (2—e;)" (+) (a)+ a, (2—e:) + a,(2—¢)?+---) a,20, 


>|> 


Z, — Bi2Z, = (2 —e;)* . i (ay +a, (e— €:) + ay (@— @)?+ -- ) ay 20; 


Ly res 
es verschwindet also ein Zweig wie (e—e)* | i) , alle andern wie 
Ly es 
(e— e)” ( ia) ‘ 
Wir haben jetzt © so zu wahlen, dass von der Formenschaar 
(e,Z, + ¢,Z,)® an jeder Stelle ein einziger Zweig verschwindet, alle 


andern dagegen endlich und von 0 verschieden sind. Aus dieser Forderung 
ergiebt sich nun eindeutig: 


* =f] ay tho). a. 


oe eS 
§& = 2Z,-O—c- Ag [[¢# +( 7), 
dz 


1 -$('-%) 
& = Z,-O—0-— a Te gy. 
ds 


Die so gewonnenen £,, § geniigen in der That, wenn keine der 
Zahlen 1; unendlich gross ist, allen an die Spaltung gestellten An- 
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forderungen. Wenn dagegen etwa 1, =o ist, so werden bei ¢, alle 
linearen Combinationen von €,, § bis auf eine einzige, welche endlich 


bleibt, logarithmisch unendlich. Dann ist aber = £ ein wesentlich 


be 
singulirer Punkt, ein Punkt der natiirlichen Grenze, und in diesen 


zeigen die £,,€ auch sonst ein von dem oben geforderten abweichen- 
des Verhalten. Wir haben also das bemerkenswerthe Resultat: 

Es ist immer eine und nur eine Spaltung von € in solche sich bindr 
substituirende Variablen £,, € médglich, welche fiir alle nicht wesentlich 
singuléiren Stellen der -Ebene bei erlaubten Werthen der 2,, 2, nur 
erlaubte Werthe annehmen. 

Hiermit bin ich in enge Beziehung zu den Festsetzungen getreten, 
welche Hr. Klein betreffs der Einfiihrung homogener Variablen in 
die Theorie der linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ge- 
troffen hat*). 

Hr. Klein definirt insbesondere eine gewisse binire Formenschaar: 

‘T= c,TT, + ¢TT 
durch folgende Forderungen: 

1) An jeder von  gegebenen Stellen e,’, ¢,"; ¢,', €)";..-€n, én sollen 
zwei bestimmte (aber fiir die verschiedenen Stellen verschiedene) Zweige 
je folgendes Verhalten haben: 


ei’ TT, + ef TT, = (ze) PB (2,, 4), 
en TT, + 3) TT, = (z¢,)" iP" (4, &»), 
wo unter [8(z,, #,) eine an der betreffenden Stelle sich regular ver- 
haltende, weder verschwindende noch co wergende Form von 4,, % 
zu verstehen ist. 
2) An allen andern Stellen soll dagegen ein einziger Zweig sich 
verhalten, wie (#2) $'(2,, 2), alle andern, wie 8" (¢,, 2,). 
Man erhialt die allgemeinste derartige Formenschaar, indem man 
die durch die Differentialgleichung 


= +( ¢(1-Gi-*F) 
ii a+ 2) ~ “75% - (€;—1) (€;— 4) -*(€;—€n) 
ae +t-— ==——— =0 


[]e-% 


(Gn—a(#) = Ay + Aye +--+ + Anse) 


definirte Fanetionsschaar multiplicirt mit: 








*) Ueber Normirung der linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung. (Math. 


Ann, Bd, 38, pag. 144ff., 1891); vergl. auch die eben dort voraufgehende Note 
von Hrn. Pick. 


Q* 
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, 
Wp a 1 


i=n 


(4,,%)— [J ea) * +2. 


i=1 
Im Anschluss an die Bezeichnungsweise der Riemann’schen P-Function 
bezeichnet Hr. Klein dieselbe mit: 
Cy,” ay Cy” + + + Cy On 
| 
A,’ A,’ An 5 Ag, Ayy+ ++, Ana} By) By) 
“ar ae . 





und neunt die Gréssen 4;, 4;’ die Exponenten, A,, A,,..., An—« die 
accessorischen Parameter der Schaar. 
Der Grad der Formen der Schaar ist natiirlich 


_ + ay ——— cs 


Macht man den Grad q zu Null, so kommt man selbstverstiindlich 
zur gewohnlichen Theorie der linearen Differentialgleichungen. Lisst 
man aber g von Null verschieden, so kann man, reelle J; vorausgesetzt, 
unter den vorbezeichneten TT eines herausgreifen, welches darum als 
eine Normalform anzusehen ist, weil es allein dem fir die Einfihrung 
homogener Variablen aufgestellten Princip entspricht, dass erlaubten 


Werthsystemen der ¢,, ¢, nur erlaubte Werthsysteme entsprechen 
sollen. Es ist dies: 


C150" Cay Oy” +++ ny On 
1 1 1 
] ] i, L Tr 3 Aor Ais +++) Anas #19 #9]° 
0 0 0 


, 


Sein Grad in 4,, % ist 


q=1—D5(1—7), 
i=1 

also nach den Bemerkungen von Seite 7 in den weitaus meisten 

Fallen negativ. 

Und nun ist die Sache augenscheinlich die, dass wnsere oben 
definirten €,, & Zweige eines so normirten TT sind, — 

Bei Umlaufen von ¢ um die ¢; zeigen die so definirten £,, € nun 
folgendes Verhalten: 

Wenn 2,, 2, sich so bewegen, dass 2 einen geschlossenen positiven 
Umlauf um e; macht, und dass 2,, 2, ohne Umkreisung je ihres 0-Punktes 
zu thren Anfangswerthen zuriickkehren, so erleiden £,, & die den Sub- 
stitutionen auf Seite 6 entsprechenden bindren Substitutionen: 


Re Pe 
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Qin P 
(a)—e% (Sa) am—s, 
6 


(B= (66) = B= ar, 
bezw. wenn a; eine parabolische Ecke ist: 
(§' a) = (g a), 
(8° Br) = (Ear) - 2ix + (€f,), 
wo §,, B;’ ihrem absoluten Werthe nach so zu bestimmen sind, dass 
° ay By 
2in = yi cre 
ist. 

Hierbei machen £,, §, keine Umliufe um ihre 0-Punkte. Lisst 
man aber ¢,, 2, ausserdem noch « Umliufe jedes um seinen 0-Punkt 
ausfiihren, so werden auch €,, als Formen g'" Grades von 4,, 2, 
jedes w . g Umliiufe um seinen 0-Punkt machen, d. h. sie werden sich 
beide mit ¢?!*'“2 multipliciren. 


g 4. 


Spaltung der linearen Substitutionen von ¢ in ganze binire 
Substitutionen. (K) 


Hier ist der Ort, wo uns zuerst automorphe Formen entgegen- 
treten. 

Unter einer automorphen Form wird ganz im allgemeinen eine 
Form von §,,§ zu verstehen sein, welche sich-nur mit gewissen Con- 
stanten multiplicirt, wenn man auf §,, § eine bestimmte Gruppe ganzer 
bindrer linearer Substitutionen anwendet. (K) 

Statt Functionen zu untersuchen mit der Functionaleigenschaft : 


F(Grra,) — FO 


haben wir also Formen mit der Functionalgleichung: 


Fp(oxt, + Br, vet, + 9x8) = o.: Fr(f;, &)- 


Es erhebt sich naturgemiiss die Frage, wie man einer Gruppe 
gebrochener linearer Substitutionen von € eine Gruppe ganzer binirer 
Substitutionen von €,,€ zuordnen mag, und in welcher Beziehung 
die beiden Gruppen zu einander stehen. Ich will im Folgenden die 
erste Gruppe immer kurz als die ,,nichthomogene“, die zweite als die 
,ltomogene Gruppe benennen. 

Die Spaltung ist natiirlich an sich auf unbegrenzt viele Weisen 
méglich; denn jede Substitution 
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£ = e (aig, + Bos) 
£. = 0(76, +96) 
kann als Spaltung der Substitution: 


{’ = af+ 6 
yé+éa 


(@ beliebig) 


dienen. 

Auch ist eine Form, welche in Bezug auf irgend eine binare Gruppe 
automorph ist, ebenfalls automorph in Bezug auf jede Gruppe, deren 
Substitutionen sich nur durch die Werthe der @ von denen der ersten 
unterscheiden. 

Man wird aber verlangen, unter allen mdglichen Spaltungen die- 
jenigen auszuwihlen, welche die einfachsten Eigenschaften, insbesondere 
die einfachste Beziehung zur nichthomogenen Gruppe besitzt. 

Man kénnte insbesondere die Forderung stellen, dass die homogeue 
Gruppe isomorph*) zur nichthomogenen Gruppe sein sollte. Es wird 
sich spiiter zeigen, und es ist dies ein besonders wichtiger Satz (K), 
dass dies nicht in allen Fallen méglich ist. 

Dagegen ist es allgemein mdglich, eine Spaltung der Gruppe in 
eine zu ihr monodimorphe homogene Gruppe auszufiihren. Man stelle 
einfach die Forderung, dass alle Substitutionen der homogenen Gruppe 
die Determinante + 1 besitzen. Eine solche Gruppe heisse dann eine 
,unimodulare“ Gruppe. 

Man erhilt so zu jeder gebrochenen Substitution 

ga SEE («8 — B=) 
die zwei biniren Substitutionen: 
& = (#6, + 86), 


&, = + (7§,+96,), 
welche sich durch eine simultane Multiplication mit — 1 von einander 
unterscheiden. 








*) Ich wiil nach einem Vorschlage von Hrn. Prof. Klein statt der umstiind- 
lichen und nicht immer ausreichenden Bezeichnungen: ,.holoedrisch, bezw. hemie- 
drisch u. s. w. isomorph“ die Benennung ,,isomorph“ auf den Fall des holoedrischen 
Isomorphismus zweier Gruppen einschrinken, sonst aber von ,,Homomorphismus“ 
sprechen, und diese Bezeichnung im gegebenen Falle noch dahin specialisiren, dass 
ich z, B. sage, eine Gruppe G, sei zur Gruppe G, ,,ditetramorph“, wenn je 4 passend 
ausgewihlten Substitutionen von G, immer zwei Substitutionen von G, entsprechen, 
oder in Zeichen G,(4/2)G,. Dann ist natiirlich umgekehrt G,_,,tetradimorph* 
zu G,, oder in Zeichen G,(2/4)G,. Fir den Isomorphismus hat man dann das 
Zeichen (i|1). Ferner nenne ich eine Gruppe G, ,,monomorph*, ,,dimorph" u. s, w. 
zu G,, wenn einer endlichen oder auch unendlichen Anzahl von Substitutionen 
der G, eine, zwei, u. s. w. Substitutionen der G, entsprechen, in Zeichen: 
G,(1)_)G, bezw. G,(2]_) Gs. 
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Insbesondere entspricht der Identitat: 
c= 


einerseits die Identitat: 
oy — bi, o = bo» 


andererseits der simultane Zeichenwechsel: 


fi =—&,, & =— 6, 

zwei Operationen, die ich als solche mit +-1 bezw. —1 bezeichnen will. 

Die unimodulare Gruppe ist also monodimorph zur nichthomogenen 
Gruppe. 

Welches sind nun die Erzeugenden der unimodularen Gruppe, und 
welches die Relationen zwischen denselben ? 

Die Erzeugenden ‘der nichthomogenen Gruppe haben die Gestalt: 

2in 
(sa) He (8%) (§° By) ~~ ($6,) . 
S;) (8) e'. (EB) * bezw. 8;) (Fer) (Bete) + 2iz. 

Ich wiihle von den beiden médglichen unimodularen Spaltungen 

einer jeden die folgende aus: 


(t’a) =e" ¥ (Gai), 


('B)=e * (EB), 


« Die Relationen 








(S' a) = (Se), 


bezw. $,) (€' Bv) = Zin: (Ea;) + (€B;). 


Si) 


Sit = 1 
der elliptischen Erzeugenden verwandeln sich dann vermége der ver- 
abredeten Bezeichnung in: 


- 


S$ =—1. 
Was aber wird aus der Relation 


[[s:=5.5,---S.= 1? 
i=l 


[[s—<+1, 


i=1 


Geht sie iiber in 


oder in 


[[s-— 
i=1 


Um das zu entscheiden, stelle ich folgende Ueberlegung an: 


i=n 


Da die Relation | [ s, = 1 und die Einfiihrung der S$; unabhingig 


f== 1 
von der Voraussetzung ganzzahliger 1; ist, so kann man den Funda- 
mentalbereich unbeschadet der gesuchten Relation in ein geradliniges 
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Polygon mit elliptischer Kantenzuordnung deformiren, Die simmtlichen on 
Substitutionen haben dann als zweiten Fixpunkt den Punkt =co, © 4 
d. h. &, = 0. Die §; lauten dann: = 


(£’ «;) et ind, , (Ea), 2 Spa 
eas oii, , m zwe 
und die an den Ecken a; liegenden Polygonwinkel sind 24,2, wahrend & 
die, Summe der Winkel an den iibrigen Ecken 22 ist. Infolgedessen ist = 
P 4 A=—n— 2. 
i=1 in 5 
' — a 5 - Uel 
Nun lautet aber die zweite _ der Substitution [ S;: | die 
~ae m = son 
, — : fiir 
d. h. atti “bs : Gr 
fy = (—1)"- bp. 
Daraus folgt als allgemeine Entscheidung auf unsere Frage: 2 a 
— * s 
] ] i=(—1). * 
+ s 7%) | kre 
_ a) = 
Was bei der homogenen Spaltung aus den secundiren Relationen 3 “ 


wird, lasst sich nicht allgemein entscheiden, sondern ist in jedem Falle 
besonders zu untersuchen. Wir wollen die entstehenden Relationen 
durch die Formeln bezeichnen: 


my 


i 


S kr 

[Ts =(-. 2 
ky ez A 

Die Relationen der Erzeugenden §, lauten also, um die Formeln i 
zusammenzustellen : by Gi 
$i = - a da 
t=n Ko Tl 
j | $;=(—1)", | 
i=) ‘ W) 
, My Ir 
| ] S., =\— 1) . i: : T; 

hy 
el 
Man sieht, dass die in angegebener Weise ausgewahlten $; im = 


Allgemeinen.zur Erzeugung der gesammten unimodularen Gruppe ge- . g 
niigen. Ausgenommen ist nur der Fall, wo simmtliche Ecken parabolisch 

sind, und die Anzahl m der Ecken eine gerade Zahl ist, wenn zugleich 
die Zahlen m, in allen secundaren Relationen sich als gerade Zahlen 
ergeben. In diesem Falle mtisste man noch als weitere Erzeugende der 
homogenen Gruppe die Operation — 1 hinzufiigen, falls man es nicht 


Pires; ee ae 
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gerade als einen Vorzug ansehen will, dass man hier abweichend 
yon den iibrigen Fallen zu einer isomorphen Spaltung gelangt ist. 

In welchen sonstigen Fallen auf andere Weise eine isomorphe 
Spaltung durchgefiihrt werden kann, wird sich gelegentlich im 
zweiten Theile dieser Abhandlung ergeben. 


§ 5. 
Beispiel der Hauptkreisgruppen. 


Ich sagte im vorigen Paragraphen, bei der Frage, was beim 
Uebergang zu den §; aus den secundiren Relationen wiirde, dass man 
dies vicht allgemein entscheiden kénntz, sondern in jedem Falle be- 
sonders untersuchen misste. Dies schliesst aber nicht aus, dass man 
fiir gewisse Classen der Betrachtung besonders leicht zuginglicher 
Gruppen doch allgemeine Antworten geben kann. 

Eine solche Classe besonders itbersichtlicher Gruppen sind die 
Hauptkreisgruppen, d. h. diejenigen Gruppen, deren sammtliche Sub- 
stitutionen einen gewissen Kreis in sich selbst iiberfiihren. 

Diejenigen Hauptkreisgruppen, fiir welche der Hauptkreis Grenz- 
kreis ist, bieten keine Schwierigkeiten, da bei ihnen secundire Rela- 
tionen nicht existiren. 

Unter den Gruppen, welche nur isolirte Grenzpunkte auf dem 
Hauptkreise besitzen, sind zwei Arten zu unterscheiden, namlich: 

1) soleche, deren simmtliche Substitutionen das Innere des Haupt- 
kreises wieder in das Innere, das Aeussere in das Aeussere iiberfiihren. 

2) solehc, die auch Sobetitationen enthalten, welche Inneres und 
Aeusseres des Hauptkreises vertauschen. 

Unter den Poincaré’schen ,,groupes fuchsiens‘‘ sind ausser den 
Gruppen mit Grenzkreis nur Gruppen der ersten Art verstanden, so 
dass also die Hauptkreisgruppen, wie ich sie abgrenze, auch noch einen 
Theil der ,,groupes kleinéennes‘‘ umfassen. 

Diejenigen Substitutionen, welche das Innere des Hauptkreises 
wieder in das Innere iberfihren, nenne ich positive, diejenigen, die 
Inneres und Aeusseres vertauschen, negative Substitutionen, weil die 
Transformation des Hauptkreises in die Axe der reellen Zablen bei 
ersteren in Substitutionen mit reellen Coefficienten von positiver Deter- 
minante, die zweiten in ebensolche von negativer Determinante tiber- 
gehen. 

Wir unterscheiden also die beiden Fille: 

1) Gruppen mit nur positiven Substitutionen. 

Der Fundamentalbereich einer Hauptkreisgruppe mit nur positiven Sub- 
stitutionen, fiir welche der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, lasst sich immer 
so wihlen, dass er durch den Hauptkreis in zwei symmetrische Hialften zer- 
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fallt (am einfachsten in der durch Fig. 6 aangedeuteten Weise, entsprechend 
dem in Fig. 6b dargestellten symmetrischen Querschnittsystem der z-Ebene), 
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wobei die Erzeugenden, deren Anzahl eine gerade, etwa 2n, ist: 1 ’ 
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B, , By,» « «9 Bay Bay + - Be, Bp; 
paarweise einander entgegengesetzt gleich sind, so dass immer: 
S;S; = 1 
ist. Dieses sind zugleich die einzigen, secundaren Relationen. 
Lautet S;,: 


Si) pape oaeateall 


(«; und 8; symmetrisch zum Hauptkreis) 
so lautet S,: 


Si) Ls we Rae. 
Daraus folgt fiir S; und 8;: 
(f'e) =e * (bai), 
S;) _ta 
(¢'B)=—e *(€A), 
. +F 
| (¢ Bi) =e * (€Bi), 
S;) _ia 
| (f'a;) =e ' (fa), 
und hieraus als secunddre Relationen fiir die S$: 
§;-$;=+1. 

2) Gruppen mit negativen Substitutionen. 

Die Gruppen mit negativen Substitutionedniissen stets eine gerade 
Anzahl negativer Erzeugenden besitzen; es sind dies elliptische Sub- 
stitutionen von der Periode 2 mit Fixpunkten, welche auf dem Haupt- 
kreise liegen. Die Mannigfaltigkeit, welche durch den Fundamental- 
bereich vorgestellé wird, besitzt stets eine Symmetrielinie, auf welcher 
insbesondere alle den negativen Erzeugenden entsprechenden singuliren 
Punkte liegen, und zwar so nach Paaren angeordnet, dass die Punkte 
eines jeden Paares keine andern singulaéren Punkte zwischen sich 
enthalten. 

Hier will ich mich der Kiirze halber auf den einfachsten Fall 
beschranken , in dem alle singuliéren Punkte der Mannigfaltigkeit auf 
der Symmetrielinie liegen, also zwischen den Paaren der den negativen 
Erzeugenden entsprechenden singuliren Punkte eingeordnet. Dann 
lisst sich die Gruppe durch die Spiegelung an der Symmetrielinie 
yerweitern“*), und diese erweiterte Gruppe kann man durch die wieder- 





*) Klein: Vorlesungen tiber das Ikosaeder p. 23 (1884). Klein-Fricke: 
Vorlesungen tiber die Theorie der elliptischen Modulfunctionen I, p. 196 ff. (1890). 
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holte Spiegelung eines Kreisbogenpolygons an seinen Begrenzungen 
erzeugen. Dieses Kreisbogenpolygon hat eine Anzahl von Seiten auf 
dem Hauptkreise liegen, wie in Fig. 7, und seine tibrigen Begrenzungs- 
kreisbogen stehen, ev. verlangert gedacht, auf dem Hauptkreise senkrecht. 





Die Erzeugenden der nicht erweiterten Gruppe lassen sich jetzt 
etwa in folgender Weise anordnen: 
T;, 8, Ss, +--+, Sy, T,,; Dy 41) Sy42, +++) Spay Dy Trott, - 
— Syy4—15 Pyy15 Typ tis ++ +y Sua, Tr, 
wobei ich die positiven Erzeugenden mit S, die negativen mit 7’ be- 
zeichnet habe. 
Die secundiiren Relationen lauten dann: 
T; S, 8, . . » Ba ‘ = ts) 
(8,8, ... 8,1 7,,)? = 1, 
(S, eee S,—sT,,)° = a. , p 


u. Ss. W. 


T,? =m1J. 


Ty 18y42 +++ Sit, =1, 
RE a See 





Ii. 
T.2 = a, 
u. Ss. W. 2 
Tyo Sy,_1+2 -- - 817, =I, 
(Sy_+2 eee Sa—1 Ty)’ = 3. P. 


T= 1. 


Wises i: 
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Diese Relationen enthalten (ebenso auch im Falle 1)) die primire 
Relation 

8,S,...8,—=1 
schon in sich. 

Man sieht, dass die Erzeugenden eine Reihe geschlossener Systeme 
bilden, jedes mit nur 2 negativen Erzeugenden, und zwar g solcher 
Systeme: 

Ey hy os 0 Bs 
Jedes dieser Systeme erzeugt fiir sich eine Gruppe derselben Art, 
und die Gesammtgruppe entsteht durch Ineinanderschiebung dieser 
einzelnen Gruppen. — 

Aehnliche, wenn auch im Einzelnen complicirtere Verhiiltnisse 
herrschen auch im allgemeinsten Falle, nur Jasst sich dann die Gruppe, 
obwohl sie symmetrisch ist, nicht aus Spiegelungen allein erzeugen. — 

Fiir den Uebergang zu den §; bedenke man, dass die erste Rela- 
tion jedes Systems fiir das betreffende System primire Relation ist; 
die 1 auf der rechten Seite geht daher iiber in: 


(— 1)", (— i, veg l— il ta ¥ 
Die folgenden Relationen enthalten simmtlich auf der linken Seite 
das Quadrat einer Substitution der Gruppe: sie haben alle die Gestalt: 


S?—1; 
dann muss S die Form haben 
p= .. B 
8 yg—a 


Es sei nun irgend eine Spaltung von S: 


S) {fr =at + Bho, ; 
fo = 7b, + af. 


$2) = = — (—oe?—fy)&—=—D-§,, 
& = — (—a,—fy)&=—D-&, 
unter D die Determinante der Spaltung $ verstanden. 
In unserm Falle ist die Determinante = 1, also 
S$? = — 1. 
Die secundéren Relationen lauten also: 


T, S,S, eee Ts, —_ (—1)", 
ae... tta—%, 


Dann ist 


(S,...7,)?=—1, 
to <—1 
u. Ss. W. 
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Ty9_s+1 Sy .142 ee Ve am (— 1)", 
(Syst -. T,)? = —1, 


T.2 =—=—1.— 

Ebenso allgemein lasst sich der Fall erledigen, wo ausser den 
singuliren Punkten auf der Symmetrielinie noch weitere vorhanden 
sind, die paarweise symmetrisch zu derselben liegen; doch darf ich 
mich hier bei diesen Beispielen nicht zu lange aufhalten, wie ich denn 
auch die Ableitung meiner Siitze unterdriicken musste. 


Il. Theil. 


Allgemeine Siitze iiber die eindeutigen uneigentlich automorphen 
Formen. 


§ 6. 
Die Multiplicatorsysteme der eindeutigen automorphen Formen., 


Von allen automorphen Formen sind die wichtigsten und kommen 
hier allein in Betracht die wnverzweigten Formen. Ich nenne nimlich 
eine Form R' Grades an einer Stelle &,, & unverzweigt, wenn 


(&y)-*. Fr(&&) (8) S$ 0 
eine an der Stelle € = € unverzweigte Function von € ist. 

Diese iiberall unverzweigten automorphen Formen brauchen jedoch 
noch lange nicht eindeutige Formen von §,, € zu sein; insbesondere 
ist jede, wenn auch unvereweigte, Form von nicht ganzzahligem Grade 
nothwendig mehrdeutig (K), wie man sofort erkennt, wenn man §,, €, 
jedes einen Umlauf um seinen O-Punkt machen lisst; denn dann multi- 
plicirt sich die Form mit ¢‘*-%, , . 

Dies ist auch sehr leicht erklirlich; das Gebiet der Variablen £,, €, 
ist namlich selbst dann, wenn das Gebiet der Variablen € einfach zu- 
sammenhingend ist, von héherem Zusammenhang (K), Ich ordne nim- 
lich, um die Verhiltnisse recht klar zu itibersehen, jedem € in stetiger 
Aufeinanderfolge ein ganz bestimmtes erlaubtes Werthsystem §,’, ¢,’ 
zu, etwa durch die Formeln 


ae 
f= T+ TET” 


, 1 

TIT 
Dann ist die Mannigfaltigkeit der €,', €,’, da sie derjenigen der € ein- 
eindeutig und durchaus stetig zugeordnet ist, von gleichem Zusammen- 
hang, wie das Gebiet der €. Die allgemeinen Werthsysteme §¢,, €, 
sind dann: 
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f=, .t, 

£ =f). ©. 
Dabei kann t alle complexen Zahlenwerthe, mit Ausnahme von 0 und 
co annehmen, denn diese beiden, und nur diese, fiihren auf unerlaubte 
Werthsysteme von €,, §,. Wihrend also die Mannigfaltigkeit der §,’, ,’ 
denselben Zusammenhang, wie die der €, besitzt, hat die Mannig- 
faltigkeit der + stets zweifachen Zusammenhang. 

Eine unverzweigte Form F',(&,, §) zerspaltet sich in 

t® . Fr(&y’, &)- 

Die Function t* ist, wenn R keine ganze Zahl ist, bei 0 und co 
verzweigt, also, obwohl in dem Gebiet der erlaubten t unverzweigt, 
doch in denselben mehrdeutig, wihrend Fa(€,’, §,") vermége unserer 
Annahme der Unverzweigtheit nur dann mehrdeutig sein kann, wenn 
das Gebiet der Variablen € mehrfachen Zusammenhang besitzt. 

Automorphe Formen von gebrochenem Grade sind hiernach noth- 
wendig mehrdeutig. ‘ 

Eindeutige automorphe Formen kénnen also nur von ganzzahligem 
Grade existiren. Die wirkliche Existenz derselben werde ich im § 8 
durch die directe Aufstellung derselben nachweisen. 

An dieser Stelle untersuche ich, die Existenz eindeutiger auto- 
morpher Formen vorausgesetzt, wie die Constanten beschaffen sein 
miissen, mit denen die Formen sich bei Anwendung der einzelnen Sub- 
stitutionen der unimodularen Gruppe multipliciren. 

Die Multiplicationen, welche eine eindeutige automorphe Form 
erleidet, miissen eine zur Substitutionsgruppe monomorphe Gruppe 
bilden, d. h. es muss jeder Substitution der Gruppe ein und nur ein 
Multiplicator g entsprechen, wie man auch die betreffende Substitution 
aus den Erzeugenden zusammensetzen mag. Ein solches System von 
Multiplicatoren @ nenne ich ein ,,eindeutiges Multiplicatorensystem.“ 

Wir haben dabei einen Unterschied zwischen Multiplicatorsystemen 
fiir Formen von geradem Grade und solchen fiir Formen von ungeradem 
Grade zu machen. 

Nimlich Formen von ungeradem Grade miissen nothwendig, wenn 
man die Variablen einem simultanen Zeichenwechsel unterwirft, eine 
Multiplication mit — 1 erleiden, wihrend diejenigen von geradem 
Grade dabei ungeiindert bleiben werden. 

Die Multiplicatoren fiir ungerade Formen miissen daher genau den- 
selben Relationen geniigen, wie die Substitutionen S$; der unimodularen 
homogenen Gruppe, d. h. den Relationen: 
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dagegen die Multiplicatoren fiir gerade Formen denselben Relationen, 
wie die Gruppe der nichthomogenen S;, also: 
[Te=1, Qi! = ’ [ To, 1. 
i=1 ty 
In beiden Fallen miissen die zu den elliptischen Substitutionen ge- 
hérenden Multiplicatoren Einheitswurzeln sein, ebenso fiir alle Substitu- 
tionen, die sich aus elliptischen Substitutionen zusammensetzen lassen. 
Ich will nun zur Vermeidung unnéthiger Complicationen verlangen, 
dass die den parabolischen Erzeugenden entsprechenden @g;, ebenfalls 
Einheitswurzeln seien, und zwar im Falle einer Form von ungeradem 
Grade : 


iat 

anti ’ 

im Falle eines geradzahligen Grades: 
— — ZL . 

wo unter LZ das kleinste gemeinsame Vielfache aller endlichen J; ver- 
standen sein soll. Denn es zeigt sich, dass wenn es tiberhaupt ein 
Multiplicatorsystem giebt, es immer auch ein solches giebt, wie ich 
es eben festsetze, und dass ich mit meiner vereinfachenden Be- 
schrinkung genau ebensoviel erreiche, wie mit den allgemeinsten 
mdglichen Multiplicatoren. 


Ich bespreche nunmehr die einzelnen Fille: 





1) Multiplicatorsysteme fiir ungeraden Grad, 
Aus 9; = — 1 folgt fiir 9; die allgemeine Form: 
ina- ———— 
Qe an. 
dazu setze ich fiir die parabolischen Ecken: 
isa in oy 
Die hier eingefiihrten ganzen Zahlen u;, bezw. v; miissen folgenden 
Congruenzen geniigen: 


i=n 





1) a ae (bexw. *) =n (mod. 2), 
i=1 
Il) po —- (beew. +) =m, (mod. 2). 


v 
*y 


Ich will jetzt mein Hauptaugenmerk auf die primiire Relation I) 
richten, um zu untersuchen, unter welchen Umstiinden dieselbe eine 
Lésung in ganzen Zahlen yu; bezw. v; gestattet. 


ee ee es 
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n, 2 Ich unterscheide 3 verschiedene Fiile. 
1 1) Es seien ein oder mehrere 1; gleich ov. Dann kann ich fir 
die endlichen 1; die w; ganz beliebig wahlen, und kann dann noch, 





3 wenn nur eine parabolische Ecke vorhanden ist, auf eine einzige, sonst 
: auf unendlich viele Weisen (von denen aber wegen der Beschrinkung 
e- des L nur eine endliche Zahl wesentlich verschieden sind) die » der 
u- . Bedingung I) gemiss bestimmen, Die Congruenz I) ist also immer 
n. ; lésbar. 
n, 2) Es seien stimmtliche 1; endlich wnd ungerade. Dann geniigt 
Is das System 
t—! 
m Ui = 2 
sicher der Relation I). 

Doch braucht dies durchaus nicht das einzige Lésungssystem zu 
sein. Im Falle 1; =—3,5,7 ist allerdings w;—1,2,3 das einzige 
Lésungssystem; im Falle J; = 3,5, 9 dagegen hat man ausser u;= 1, 2,4 
noch die beiden Lésungen pw; = 0,2, 7 und pw; = 2, 2, 1. 

Um die Gesammtheit der Lésungen besser zu iiberblicken, setze 

r- ich I) in eine Diophantische Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 
in um. Ich schreibe zuerst statt I): 
ch i=n 
2 1 
se- >— Sa ‘ =0 (mod. 2), 
en i=1 , 
oder, indem ich 
u = >(i-1)+ % 
setze, wo wegen der Voraussetzung cecal (mod. 2) die » wieder 
ganze Zahlen sind, 
a = ganze Zahl. 
i=1 * 
Da jedes w;, also auch v; nur bis auf Vielfache von J; zu be- 
v stimmen ist, so kann man die rechte Seite dieser Gleichung geradezu 
ie = 0 setzen. 
en & Multiplicire ich nun noch mit dem kleinsten gemeinsamen Viel- 
: fachen L der 1,, so ergiebt sich fiir die v; die Diophantische Gleichung: 
3. 
Al i=l 
3 Fiir diese ist nur dann ees die einzige Lésung, wenn irgend (n—1) 
& beliebige der Zahlen —~ als gréssten gemeinsamen Theiler gerade die 
lL & i 


ne der Zahlen 1, besitzen; dies ist aber nur dann der Fall, wenn 
L=1,.1,...1, ist, d. h. wenn alle Zahlen 7; zu einander theiler- 
3 


ne 
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fremd sind. Im andern Falle giebt es stets noch weitere Lésungen 
der Congruenz. 

3) Es seien alle 1; endlich, und ein oder mehrere derselben gerade 
Zahlen. 

Man bedenke, dass, wenn es ein System von Zahlen u, giebt, 
welches die linke Seite der Congruenz [) iiberhaupt zu einer ganzen 
Zahl macht, dass dann, wenn diese ganze Zahl noch nicht = n (mod. 2) 
ist, immer auch mindestens ein System u; existirt, welches der Con- 
gruenz I) geniigt: man braucht ja nur irgend ein u;, welches einem 


geradzahligen J; entspricht, um +h zu vermehren, um ein solches 


System uw; zu gewinnen. Giebt es aber ein Loésungssystem, welches 
die linke Seite von I) zu einer ganzen Zahl macht, so giebt es auch 
ein anderes, welches dieselbe verschwinden lasst. Ich schreibe daher 


2 ~ 1 
w+ D7 =o 
1 i=1 |= 


oder, nach Multiplication mit L: 


in i=n 


_ 2L L 
+. 


Die Zahlen se haben, da ZL das kleinste gemeinsame Vielfache 


der 1, ist, als gréssten gemeinsamen Theiler 2. Die Congruenz I) ist 
also dann und nur dann lésbar, wenn 


i=n L 
-_ = 0 (mod. 2) 
i==] 

ist. 


Es sei nun 2% die héchste in den 2; vorkommende und also in 
ZI enthaltene Potenz von 2. Wenn dann eine gerade Anzahl der 
Zahlen J; durch 2¢ theilbar ist, so ist die Bedingung erfillt, im andern 
Falle nicht erfillt. Man hat also das Resultat: 


Multiplicatorsysteme fiir Formen von ungeradem Grade kinnen 
immer dann nicht existiren, wenn alle 1; endlich sind wnd eugleich 
eine ungerade Anzahl von ihnen durch die hichste in ihnen vorkommende 
Potenz von 2 theilbar sind. Im andern Falle sind, wenn keine secun- 
déren Relationen bestehen, solche Multiplicatorsysteme stets vorhanden, 
wenn dagegen secundire Relationen existiren, hingt die Entscheidung 
noch von diesen ab. 

Dieser Satz enthilt zugleich die Antwort auf eine schon oben 
beriihrte Frage; niimlich auf die Frage, wann eine Substitutions- 
gruppe vom Geschlechte Null in eine zu ihr isomorphe homogene 
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Gruppe gespalten werden kann? Diese Frage ist von Hrn. F. Klein 
in seinen ,,Vorlesungen tiber das Ikosaeder“ 8. 45—47, wo sie von 
fundamentaler Wichtigkeit ist, aufgeworfen und fiir den speciellen 
Fall der reguléren Kérper beantwortet worden. Ich werde hier eine 
weit allgemeinere Antwort geben kénnen, die natiirlich das Resultat 
von Hrn. Klein mit umfasst. 

Die Erzeugenden der gesuchten isomorphen homogenen Gruppe 
seien s;; diese kénnen sich von den §; nur durch eine simultane Multi- 
plication unterscheiden. Bezeichne ich eine simultane Multiplication 
mit einer Constanten 6; als Operation einfach mit 6;, so ist also 

8; = 6; S.. 

Damit nun die s; denselben Relationen, wie die nichthomogenen S; 
gentigen, miissen offenbar die 6; genau dieselben Relationen befriedigen : 
[Jo=—Cu, ot =—-1, [Jo,=(—1, 

i=1 ity 
wie die Multiplicatoren einer automorphen Form von ungeradem Grade. 
Daraus folgt: 


Jedes Multiplicatorensystem fiir Formen von ungeradem Grade 
liefert eine zur nichthomogenen Gruppe isomorphe homogene Gruppe. 

In denjenigen Fillen, wo ein solches Multiplicatorsystem nicht 
existirt, existirt auch keine isomorphe Spaltung der Gruppe. 


2) Multiplicatorsysteme fiir geraden Grad. 
Fiir Formen von geradem Grade habe ich wegen o;' = 1 zu setzen 
oe } 
dazu bestimme ich fiir die parabolischen Ecken: 
sient. 
O' =e “ 


Die Bedingungen, denen die ganzen Zahlen w;, v; zu gentigen 
haben, lauten jetzt: 


i=n 








1’) 2 . (baw. “r.) = ganze Zahl, 
Me Vy 
II’) a i, (baw. +") = ganze Zahl, 


wofiir ich auch die Diophantischen Gleichungen mit ganzzahligen 
Coefficienten schreiben kann: 


3* 
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a= tt; rd = 0 (mod. Z), 
i=l : 


L, 
yt, 7 = (mod. L,), 
% Hy ” 


worin unter LZ das kleinste gemeinsame Vielfache aller J;, unter L, 
dasjenige der betreffenden 1, verstanden ist. 

Natiirlich kann ich die uw; stets, da sie ja nur (mod. J) bestimmt 
za werden brauchen, so aussuchen, dass die linken Seiten der Con- 
gruenzen unmittelbar = 0 sind. 

Das System 

=O bzw. v7 = 0 
geniigt immer allen Bedingungen. Daher haben wir: 

Q: = 1 ist stets ein mégliches Multiplicatorsystem fiir Formen von 
geradem Grade. 

Eigentlich automorphe Formen von geradem Grade sind daher 
gruppentheoretisch stets moglich. 

@:= 1 braucht aber durchaus nicht das einzige Multiplicator- 
system zu sein. Es zeigt sich, wenn man von den secundiren Rela- 
tionen absieht: 


Nur dann ist 9;=1 das einzige Multiplicatorsystem, wenn alle 
Zahlen 1; endlich und zu einander theilerfremd sind. 

Was das Verhiltniss der Multiplicatorsysteme fiir gerade Formen 
zu der Spaltung einer Gruppe in binire Substitutionen angeht, so gilt 
der Satz: 

Jedes Multiplicatorsystem fiir gerade Formen liefert eine zur uni- 
modularen Gruppe isomorphe Spaltung, und umgekehrt. 


Zwischen den verschiedenen Multiplicatorsystemen fiir ungerade 
und gerade Formen bestehen gewisse einfache Beziehungen. 

Ich will unter dem Producte zweier Multiplicatorsysteme 9; und 
oe; das Multiplicatorsystem 9; = ;-@; verstehen. Dann gelten die 
Satze: 

Das Product mehrerer Multiplicatorsysteme ist wieder ein Multi- 
plicatorsystem, und zwar fiir wngerade oder fiir gerade Formen, je 
nachdem eine ungerade oder gerade Anzahl der susammensetzenden 
Multiplicatorsysteme solche fiir wngerade Formen sind. Dasselbe gilt 
fiir Quotienten. 

Insbesondere ist mit 9; auch 9;-' ein Multiplicatorsystem fiir un- 
gerade oder fiir gerade Formen. 


Ferner kann man den Satz aufstellen: 
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Giebt es Multiplicatorsysteme fiir ungerade Formen, etwa in der 
Anzahl t: 


M,, M,, ... M, 
so giebt es ebensoviel Multiplicatorsysteme fiir gerade Formen, welche 
sich alle z. B. in folgender Weise aus denjenigen fiir ungerade Formen 
zusammensetzen lassen: ‘ 
M,?, M,M,, ... M, Mz. 

Denn diese eben angegebenen sind in der That lauter verschiedene 
Multiplicatorsysteme fiir gerade Formen. Giibe es nun noch irgend 
ein weiteres Multiplicatorsystem fiir gerade Formen, etwa M, so wire 
M.M,— ein in der Reihe M,, M,,... M, nicht aufgezihltes 
Multiplicatorsystem fiir ungerade Formen. Also erschépfen die an- 
gegebenen Multiplicatorsysteme in der That alle existirenden Multi- 
plicatorsysteme fiir gerade Formen. 


§ 7. 
Beispiele isomorpher Spaltungen. 

Auf Seite 34—35 habe ich gelegentlich die Frage nach der iso- 
morphen Spaltung einer Gruppe in allgemeinster Weise wenigstens 
fiir die automorphen Gruppen mit einfach zusammenhiingendem Ge- 
biete mit beantwortet. 

Aus meinem Criterium ergiebt sich ohne Weiteres das von Hrn. 
Klein gefundene Resultat, dass nimlich von den endlichen Gruppen nur 

1) die Kreistheilungsgruppen : i= * ' =, 

1 1 


2) die Diedergruppen mit ungeradem »: r = +, o* wat 


eine isomorphe Spaltung erméglichen, dass dagegen alle andern end- 
lichen Gruppen: 
1 1 


1 
i —2% 


i» 2 £ & 
‘oe’ 3 §* 


ole 


1 
» 3? 


- oe. Ce 
2? 3? 4? 2 
eine isomorphe Spaltung nicht gestatten. 

Dagegen ist in den Fallen der Gruppen mit nur einem Grenz- 
punkte, nimlich: 
i ee Se ST Oe oe ee 
@? oo? 2? 2% wm? 2? 3° 6? 


— 


Oe Aa he ae te 
(pg seas we 


re] = 


te 


1 
2 


eine isomorphe Spaltung stets méglich. 
Im Falle zweier Grenzpunkte: 
oe ee 
— se = 
ist, wie ich hier ohne Beweis angebe, nur dann eine isomorphe 
Spaltung mdglich, wenn in der secundiiren Relation 
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(S,83)" = 1 
die Zahl m eine gerade Zahl ist. 


Als weiteres Beispiel will ich die Hauptkreisgruppen in Betracht 
ziehen. 


1) Wenn der Hauptkreis Grenzkreis ist, so existiren keine secun- 
daren Relationen, und das Kennzeichen von 8. 34 ist unmittelbar 
anwendbar. 


2) Wenn der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, und die Gruppe 
nur positive Substitutionen enthalt, so lauten die Relationen fiir die 
uw; mit Riicksicht auf die Formeln $,;$; = -+ 1: 

2m, Qu; +1 
at? 4 SF" 50 (med. 9), 


oder einfacher: 
u; + uy: ~ 1=0 (mod. 1). 


Man sieht, dass dieses Congruenzensystem, welches die primire 
Relation mit enthalt, stets Lésungen hat, und zwar in der Anzahl 
0%... be 

Eine Hauptkreisgruppe vom Geschlechte 0 ohne negative Erzeugenden, 
fiir welche der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist , ist stets isomorph spaltbar 
und besitet dementeprechend automorphe Formen von ungeradem Grade 
(indem ich den erst in § 8 zu beweisenden Existenzsatz einstweilen 
vorausnehme). 


3) In dem Falle derjenigen Hauptkreisgruppen mit negativen 
Substitutionen, bei denen alle singuliren Punkte auf der Symmetrie- 
linie der Mannigfaltigkeit liegen, folgen aus den Formeln von S. 29—30 
die Relationen: 


2 2 2 1 24,,+1 
ett > Sut! + ett foe 


Il 


v, (mod. 2), 


g(2uet1 . Smet 2M rt) 
2( th 4 Bett yoy “Pn ) = 1 (mod. 2), 


2m, +1\__ 
a ( 2et ae a 1 (mod, 2), 








2 1 ap, +1 
2 ( eS Ee 


¥,—1 


1 (mod. 2), 


I 


8a, tt 
2 


2. 


Il 


1 (mod, 2), 

u. S. W. 
Die letzte Relation ist identisch erfiillt. Ziehe ich von der zweiten an 
jede Relation von der vorhergehenden ab, so resultiren, nach Division 
mit 2 und Multiplication mit /,,/,,...1,,-1 schliesslich die Congruenzen: 
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2u. + 1 = 0 (mod. J,), 
2u, + 1 =0 (mod. J), 


2 tty,-1-+ 1 == 0 (mod. J,,-1). 


Diese Congruenzen sind dann und nur dann lésbar, und dann nur 
auf eine Weise, vermittelst 


4. erie col et 312 
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1 
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wenn alle /,,1,,...4,-1 ungerade Zahlen sind. 
Setzt man endlich diese Lésungen in die erste Relation ein, so 
geht dieselbe tiber in: 


ty + tr, + 1 =0 (mod. 2). 
Diese gestattet zwei Lésungen, namlich: 


=] d uw =1, Hy, = 0 
l un 
4 =0, w= 1. 


Genau dasselbe gilt fiir jedes andere der g Bedingungssysteme, 
in welche das ganze System der secundiren Relationen zerfiallt. 

Ich fiige noch dem hiermit gefundenen Satze ohne Beweis hinzu, 
dass dann, wenn auch noch singulare Punkte ausserhalb der Symmetrie- 
linie existiren, deren Indices auf das Resultat ohne Einfluss bleiben. 
Man hat also den Satz: 

Damit eine Gruppe der gedachten Art isomorph spaltbar sei, und 
automorphe Fernen von ungeradem Grade existiren, ist hinreichende 
und nothwendige Bedingung, dass sémmtliche ‘positiven Erzeugenden, 
welche auf der Symmetrielinie gelegenen singuldren Punkten entsprechen, 
eine ungeradzahlige Periode besitzen. Es giebt dann, wenn 2@ negative 
Erzeugende vorhanden sind, im Ganzen 2° verschiedene Spaltungen und 
Multiplicatorsysteme. 

Insbesondere ist die Gruppe stets isomorph spaltbar, wenn sie nur 
negative Erzeugende besitet. 


ewe Ss 





Ae 


> 
by 
Fi 
. 
# 
+ 
ay 
e 
t 


§ 8. 
Darstellung der automorphen Formen durch 4,, 2. 


ta7% ; 
TS SS 5, 


Bei Untersuchung der automorphen Functionen ergab sich als 
einfachste automorphe Function die Function 2(€), und eine jede andere 
a automorphe Function von ¢ war eine rationale Function dieses ¢. 

1 Kann man in dhnlicher Weise die automorphen Formen von §;, €,, 
1 &§ die wir suchen, durch die Variablen 2,, ¢, darstellen und dadurch ihre 
; a Existenz in einfachster Weise sicherstellen? 
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Wie verhalten sich zuniichst z,, 2, als Formen von ¢,, €, bei An- 
wendung der unimodularen Substitutionen: 


+% 
$) (f'a;) = om 
(B)=e * (ep)? 


Es zeigte sich auf Seite 20, dass einem geschlossenen Umlauf der 
in 
2, % um ¢,e;" die Substitution §; - e entspricht. Nun geht aber 
aus dieser Substitution die Substitution §; hervor, indem man §,, &, 
noch beide mit e 4 multiplicirt. Dabei miissen sich aber ¢,, 2, als 
im 1 a 

“to ¢ ee 
Formen 2 Grades von ¢,, € mit e ai ‘ multipliciren, wobei 
die ganze Zahl o von der Anzahl der Umkreisungen abhiingt, die ¢, 
und & gleichzeitig jedes um seinen 0-Punkt ausftihren. Das Ergebnis 

ist also folgendes: 


Bei Anwendung der wnimodularen Erzeugenden $; unter gleich- 
zeitigem 6-maligem Umlauf von §, und § je um seinen 0- Punkt er- 
fahren z,, 2 beide dieselbe Multiplication mit 

a iz 1 9% o 
Pile ae | 

2, und z, sind swar mehrdeutige, aber unverzweigte automorphe 

Formen von £,, & mit gleichen Multiplicatorsystemen. (K) 


Aus der Definition von £,, § als Tl-Formen von ¢,, 2, geht in 
der That hervor, dass nicht allein z,, 2,, sondern sogar schon die 
Formen: 

1 


Z; = (2 €;) 4 


an den einzig méglichen Verzweigungspunkten «; unverzweigt sind. 


Denn, mégen an irgend einer Stelle z,, 7, der z-Ebene fiir zwei 
Zweige der Schaar €,, €, die Entwicklungen existiren: 


1 


(68) =2,9(@ —2)! (ay + a, (@—2) + a,(e2—a)? +--+) a 20, 
(ey) = 24! (b5 + b, (e—a) + b,(e—2P +-- ‘) bo 2 


so folgen hieraus die Entwicklungen: 
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21 


Ga 
(en) 


($8) | 


(€&) 
2\ (En) 


(ex) - (&m) Stic odae d,(e — a)? 4 
und schliesslich: 
7 (88) \! (€&) 
(sa) (€) Ge) {4, + A, (5 
gt (88) (8) (£&) \2¢ 
a) ten * Bot BCE) + BGG) tf: 


Dies heisst aber nach der Definition in § 6 nichts anderes, als: 


























2 


($6) 




















1 
(cx)' ist an der Stelle &,, & unverzweigt. Da nun fiir jede nicht 
singulire Stelle 7 1, fiir eine Stelle =e; dagegen 1=—= 1; ist, so 
sieht man, dass einmal jedé beliebige lineare Form (2%) iiberall un- 
verzweigt ist, und dass insbesondere von einer der besonderen linearen 
Formen (¢¢;) schon die 7,‘° Wurzel unverzweigt ist. 

Ich will diese letzteren Formen die ,,Grundformen“ nennen. 

Die Grundformen 


1 

Z; = (ze) "i 
sind die einfachsten wnverzweigten automorphen Formen. Dieselben 
sind dadurch charakterisirt, dass jede von ihnen nur in einer Ecke des 
Fundamentalbereichs der -Ebene, — den ich mir so gewahlt denke, 
wie auf Seite 4, — wnd in allen dieser Ecke congruenten Punkten jc 
von der 1. Ordnung verschwinden. 

Zwischen irvgend 3 der n Grundformen besteht eine identische 
Relation: 

(€x€a) Zi? + (e,6;)) Ze'* + (€:€x) Zi* = 0. 

Fiir den Fall 1; co bedarf der Begriff der Grundform einer 
leichten Modification. Man hat dort als einfachste unverzweigte Form: 
Zi = log (¢;’). 

Diese Form ist aber nicht mehr automorph im gewdhnlichen Sinne, 
da sie sich bei Anwendung von S; nicht multiplicativ, sondern additiv 
verhalt. Wohl aber ist eine unverzweigte automorphe Form jede be- 
liebige Potenz 
(2¢,)* 

auch mit irrationalem, wenn nur reellem, Exponenten ¢;.. 

Diese ,,Grundformen“ sind fiir den Fall der endlichen Gruppen zu- 
erst von Hrn. H. A, Schwarz*), fiir den Fall der unendlichen Gruppen 





*) Ueber diejenigen Fille, in welchen die Gaussische hypergeometrische 
Reihe eine algebraische Function ihres vierten Argumentes darstellt. (Cr. Journ. 
Bd. 75, 1872), 
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im speciellen Falle n—3 von Hrn. Halphen®*) aufgestellt worden. Die 
Verallgemeinerung auf beliebige » giebt Hr. Poincaré **), und die ho- 
mogene Schreibweise, welche ihre Eigenschaften und ihre innere Be- 
deutung am klarsten hervortreten lisst, hat Hr. Prof. Klein, was die 
transcendenten Fille angeht, u. A. in seiner Vorlesung vom Winter 1890/91 
zur Geltung gebracht, wahrend er von derselben in den algebraischen 
Fallen von vorneherein Gebrauch gemacht hat (vergl. Ueber binire 
Formen mit linearen Transformationen in sich, Math. Ann. 9, 1875) ***). 

Um nun einen allgemeinen Ausdruck jeder automorphen Form 
durch z,, 2, zu finden, beweise ich zuerst den Satz: 


Eine unverzweigte automorphe Form, welche innerhalb des Funda- 
mentalbereichs weder 0 noch co wird, ist nothwendig vom Grade 0 und 
eine Constante. 


Giebt es eine unverzweigte automorphe Form ohne 0- oder s0- 
Stellen von irgend einem von 0 verschiedenen Grade, so giebt es 
solche sicher auch von jedem beliebigen Grade. Denn man kann eine 
solche durch geeignete Potenzirung der gegebenen erhalten, wobei keine 
Verzweigungspunkte auftreten kénnen, da ja die gegebene Form keine 
besitzt und weder 0 noch co wird. Insbesondere miisste es dann eine 


soleche automorphe Form ohne 0- oder oo-Stellen vom Grade -+ 


geben, etwa m , (&,€). Dann wire aber 
q 
&°9 4 (61, &) 
qg 
eine im Allgemeinen uneigentlich automorphe Function von £, jeden- 
falls also eine algebraische Function einer eigentlich automorphen 
Function, etwa von 2(f). Da diese Function nirgends co werden soll, 
muss sie nothwendig eine Constante sein, und zwar, da sie an der 
Stelle z, — 0 verschwindet, identisch 0, 

Es bleiben also nur noch automorphe Formen vom Grade 0 ibrig, 
und diese miissen sich, wenn sie nirgends co werden, als automorphe 
Functionen nothwendig auf eine Constante reduciren. — 

Wird nun eine beliebige unverzweigte automorphe Form F'2(§, , &,) 
in jeder Ecke des Fundamentalbereichs je ¢;-fach (wo wegen der 
Unverzweigtheit «; eine ganze Zahl sein muss) zu 0 (resp. (— &)-fach 
za co), und sonst an den Stellen &,’, &°; &”, 8"; ...; &,lel, E,lel je 
einfach 0, an den Stellen ,’, m3 9", No"; + - -3 %'', M2 je einfach oo, 


*) Sur les fonctions, qui proviennent de la série de Gauss. (Comptes rendus 
92, 1881). 
**) Mémoire sur les fonctions fuchsiennes p. 237. (Acta math. Bd. 1). 
“**) Vergl. auch Klein-Fricke, Elliptische Modulfunctionen I, p. 125 ff. 
[Formentheoretischer Vergleich der Ikosaeder- und der Modulgleichung.] 
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(wobei auch mehrere dieser Stellen zu mehrfachen 0- bezw. co- Stellen 
zusammenriicken diirfen) so wird die Form 


, ‘ ri : (sa’) (ea)... (sa'@l) * 
(8, &) (IIe ei)": (ey’) (2y”) ... (zy!) ) 





eine automorphe Form ohne 0- und oo-Stellen und ohne Verzweigungen 
sein, also nach dem obigen Satze eine Constante, Also: 

Die allgemeinste unvereweigte automorphe Form hat in 4,, 2, den 
Ausdruck: 


i=” 


Fr(&, &) = Te 


z | DV 

% . Rats (#,, 20), R-q=8+ D+ 
i=1 i=1 

Hier bedeutet Rats (¢,, 2.) eine rationale Form d'" Grades von 2,, 2. 

Wenn der Fundamentalbereich parabolische Ecken a, enthilt, so 
ist diesen entsprechend ¢,' statt + zu setzen, und unter ¢, eine be- 
liebige reelle Zahl zu verstehen, — 

Das Verhalten von F'p(§,,§,) bei den linearen Substitutionen unserer 
Gruppe findet man leicht aus dem Verhalten von ¢,, 2, resp. (2¢)). 

Einer Substitution $; der {,, & verbunden mit ¢-maligem Umlauf 
von €, und & wm thre 0- Punkte entspricht als Multiplicator von F: 

Qin za 
oi =e G 24; ) 

Ist der Grad R eine ganze Zahl, so ist der Multiplicator von der 
Anzahl der Umkreisungen von £, und § um ihre 0-Punkte unab- 
hangig. — "i 

Der allgemeine Ausdruck der unverzweigteh automorphen Formen 
ist jetzt zu specialisiren fiir die eindeutigen Formen. 

Das Multiplicatorsystem einer solchen denke ich mir den Be- 


stimmungen des § 6 gemiiss gegeben. Es sei 
4j 

im: ij 

ss eae ? 

bezw. fiir die parabolischen Erzeugenden: 
ov = ef™i : 


Hieraus kann man leicht die Constanten “i bezw. é bestimmen. 


1,’ 
Es wird sich zeigen, dass dies bei jedem gegebenen Multiplicatorsystem 
modglich ist, und zwar wesentlich nur auf eine Weise. 
Man hat nur zu setzen: 
&: 


i R A; f, 
7, = 3, + a, + ganze Zahl, 
= s Ay + ganze Zahl. 











44 Ernst Ritter. 


Da ich aber der Rats (z,, 2.) auch beliebige Factoren (¢¢;) anfiigen kann, 


so kann ich die + gern in folgende Grenzen einschliessen: 
é 








ul 
0< Tr <i, 3 
7 FY is 
O< & <1 wenn R>0O ist, ¥ 
* 
O< & <1 wenn R< 0 ist. ; wl 
Bezeichnet E[«] die grésste in a enthaltene ganze Zahl, derart, dass A 
a—1l< Efaj<ea 3 
ist, so wird nach meiner Festsetzung: : d 
= a ~ E[-5"), fi 
1 SS A; R+ 4; 
— FR +> aft +58 [—s, = d 
‘ os S 
Im Falle J; — oo hat man in dieser Formel statt bf und - = 


Bas 


R+4,. : 
zu setzen ¢; bezw. A; , und fir E [=a] den Grenzwerth fiir sehr $ 


ay Ay 
grosse J;,, d.h. im Allgemeinen B|*|, dagegen, wenn —- eine 


ganze Zahl, und zugleich R < 0 ist, = —1. 

Diese Festsetzungen wird man spiter als functionentheoretisch 
besonders bequem erkennen. 

Nach den vorstehenden Formeln kann man zu jedem vorgegebenen 
Multiplicatorsystem zugehdrige automorphe Formen construiren. 

Die angegebenen Formeln fiihren uns zu einer fiir spitere func- 2 
tionentheoretische Entwicklungen fundamentalen Beziehung zwischen % } 
automorphen Formen, zwischen deren Grad und Multiplicatorsystem 
die einfachen reciproken Beziehungen bestehen: 


R+R'+2=0, oo —1. 
Setze ich namlich: 





R’ = — R— 2, 4 
Aj = 24, — ii, # 


al R’ + a; R +t A 5 

2S] ~ af a 40-9) 

R+i1 ™ . . A 

Da nun der Nenner von r héchstens =]; ist, so ist die 
rechte Seite dieser Gleichung ; 


so wird: 
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unter E’ [a] diejenige ganze Zahl verstanden, fiir welche 
a<E'laj<a+l 
ist. Es ist aber allgemein 


E'(— «| = — E{e], 


und also: - i 
F + a; Al + 4; 
2[23¢]-- 2224} 

Setzt man diese Identitat, die wegen meiner Festsetzungen iiber 
die Grenzen der ¢; auch fiir 1; = co bestehen bleibt, in die Formeln 
fir 0’ und + ein, so ergiebt sich: 

Stehen Grad und Multiplicatoren zweier automorphen Formen in 
den Beziehungen: 

: R+Rh+2=0, oo =—1, 
so ast: ; 

&; &; = l 1 
Se hee? 
d6+0°'+2=0. 


Ferner gebe ich zum Schlusse dieses Abschnittes noch einige Sitze 
iiber die allgemeinen Grenzen, in denen sich 0 bewegt, und zwar fiir 
negative q, auf welchen Fall ich ja mein Hauptaugenmerk richte. 


Ist R positiv, so ist stets 


é<—1; 
ist R< — 2, so ist stets 
@>—1, 
und ist R = — 2, so ist fiir alle uneigentlich automorphen Formen 
e>— i, 
fiir alle eigentlich automorphen Formen aber: 
== — 2, 


Es ist naimlich: 
. > &; 


yo st : 
°S 4S! © 


Rq>s>Rhq— D (1-7) =(R+2)q—2 


nun ist aber 


also 
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Da nun g negativ sein soll, so muss fiir positive R in der That 
d negativ, also <— 1 sein; ist R-+ 2 negativ, so muss d > — 2, 
also >— 1 sein. Im Falle R+2—0 tritt das Gleichheitszeichen 
rechts offenbar dann und nur dann in Kraft, wenn simmtliche 


bi 1 
"" ' 
und 
, Fe) 1 
sind. Dann sind aber, wenigstens fiir R— — 2, alle 
= 1. 


Damit sind alle meine Angaben bewiesen. 


§ 9. 
Sitze iiber 0- und co-Stellen. 


Zur Untersuchung des Verhaltens einer automorphen Form in 
der Umgebung einer Stelle muss man dieselbe in der Umgebung der- 
selben nach Potenzen entwickeln. Ich stelle daher einige Sitze iiber 
Potenzentwicklungen beliebiger Formen voran: 

Kine Form R'" Grades von §€,, € kann man an einer Stelle &,, &., 
welche weder Verzweigungsstelle, noch eine wesentlich singulire Stelle 
der Form ist, folgendermassen entwickeln : 


Frr(f,, &) = ae (er - (65). 


&,, & nenne ich den Mittelpunkt, y,, 4. den Grengpunkt der Ent- 
wicklung, und ich sage, die Form sei nach Potenzen von § nach 
m entwickelt. — Bei der Entwicklung einer Function von € nach 
Potenzen in der Umgebung einer Stelle € entspricht § dem Mittel- 
punkte &,, &, der Punkt € = oo dem Grenzpunkte »,, 7, der Potenz- 
entwicklung einer Form. 

Fiir die Umsetzung der Entwicklung einer Form von § nach y 
in eine solche von : -— n’ dient die Formel: 


(n'n) \-4 
cm Sa. (Raya Coa) 


Hieraus geht siaias rer in jeder Entwicklung der erste Coefficient 
Gm, sowie der Coefficient ag4, von der Wahl des Grenzpunktes 7,, 7, 
unabhingig ist. 

Man kann daher insbesondere den ersten Coefficienten a,, als 
Coefficienten der betreffenden Stelle bezeichnen, ohne sich dabei auf 
eine bestimmte Entwicklung stiitzen zu miissen. — 
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Nun kehre ich zu den automorphen Formen zuriick, 
Eine automorphe Form vom Grade R und der Functionalgleichung: 


&,”) — yb + Bubs, 
Fr(§,' ), é,! ) = Ox * Fr(§,, b), (esi a Vxbs + 9x ) 
habe an einer Stelle €,, €,, welche keine Bereichecke sei, die Ent- 


wicklung: ‘ois 


(1) Fr(bs, 62) = >) a (ERY « ey. 
4=m 


Dann besitzt Fx(£,,§) an irgend einer mit §,, &, congruenten Stelle 
£,@), &,) die Entwicklung 


A=+o ~ 
Fr(§y, &) = > QxM ° ( (én) _" ‘ (E84. 


= (6 9) 








Also: 
Wenn eine Stelle &,, § eine 0- oder co - Stelle von bestimmter Ordnung 
m mit dem Coefficienten a» ist, so ist jede 2u &,, & congruente Stelle eine 
O- bezw. co-Stelle von derselben Ordnung mit dem Coefficienten 0, - dm. 
In einer elliptischen Ecke o; muss F’r(§,, §), wenn dasselbe 
aj 
bei Anwendung von §; den Factor 9; =e * erhalten soll » eine 
Entwicklung folgender Gestalt besitzen : 


* R—e; daw a. i 
(2) Fr(&, &) = (ea (€a;)" - ax a ° a (a: Bi) y 
ee 4=m ‘ 


Man erinnere sich jetzt, dass man nach Riemann (Theorie der 
Abel’schen Functionen, Nr. 2) eine Function inseinem Punkte der be- 
treffenden Mannigfaltigkeit (Riemann’sche Flache , Fundamentalbereich) 
unendlich klein von der uw" Ordnung nennt, wenn ihr Logarithmus 


bei einem positiven auf der Mannigfaltigkeit geschlossenen Umlauf um 
den Punkt um pu - 2x7 wiichst. 


Nach diesem Princip darf man eine 0- oder oo-Stelle in einer 
KEcke mit dem Winkel == nur mit dem /;*" Theile ihrer Ordnung in 
der -Ebene zu dem Fundamentalbereiche zihlen. 


Es muss demnach unsere automorphe Form in einer Ecke a; im 
Fundamentalbereiche (¥ +. m)-fach verschwinden beew., wenn m ne- 
gativ ist, (—# _— m)-fach co werden. 

In einer parabolischen Ecke «@; laute die zugehérige Substitution: 


$,.) se = (fa), 
"UG Bir) = 2im +» (Say) + ($6,). 
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Man nennt eine Ecke dann eine 0- oder co-Stelle der Form A 
Fa(f,, &), wenn bei Annaherung an die Ecke vom Innern des Be- Er m 
reiches her die Form verschwindet oder oo wird. 

Bei einer solchen Anniherung an die Ecke wird der reelle Theil 








" b ( 
von Z=— (66) negativ oo gross. 2 
(Ea;-) P| 
Z -Ebene. 4 0 
f O 
( 
b 
Fig. 8b. v 
Fig. 8a. 
Namlich der Eckpunkt muss, wie alle Ecken des Bereichs, links von 1 
der Bahncurve*) der zugehérigen Substitution ( 
, CH. , & 

S; ) (Ce;-) @) Qin + (Ea;-) ] 
liegen. Dieses Verhiltniss muss ungeindert bleiben, wenn man den | ‘ 
€-Bereich durch die Substitution : 

(£8;) 
Z= 
(Sa,-) ' 
transformirt. Dabei streckt sich die Bahncurve der Fig. 8a in den ) 
verticalen Pfeil der Fig. 8b, und der Eckpunkt riickt in’s Unendliche, F 
und zwar, da er links von der Bahncurve bleibt, so, dass der reelle 
Theil von Z in demselben negativ oo wird. 
In Folge dessen verschwindet S § 
. 3 ] 
(264") 
i= ee) ] 
bei Anniaherung an die Ecke. . 1 
Man sagt dann, ebenfalls der Riemann’schen Festsetzung gemiss, 
eine Form werde in der parabolischen Ecke w-fach 0, wenn sie sich ] 
verhalt wie ¢“. es, ' 


Wenn nun eine automorphe Form in einer Ecke hiéchstens 
von endlicher Ordnung verschwinden oder co werden und sich bei 





RIERA A 


*) Wegen des Ausdrucks ,,Bahncurve vergleiche man Klein-Fricke, 
Modulfunctionen I, p. 165 ff. s 
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Anwendung von §, auf ¢,,¢ mit 9; = e“**’ multipliciren soll, so 
muss sie eine Entwicklung haben: 


68%") 4 4=+e Cae) a 
(3) Fr(b, &) = (Ea)* (<) ; > Qa: (¢ =) ‘ 


A4=m 


In einer parabolischen Ecke kann eine automorphe Form von jeder 
Ordnung (m+ &°) verschwinden, beew. von der (— m — &;')" Ordnung 
co werden, unter ¢; einen beliebigen echten Bruch verstanden. 

Aus der Definition der €,,  folgt, dass die Entwicklungen von 

(6 8:") 
(8&), aay) ef) je mit der ersten Potenz von (22), (ze), (ge;") 


beginnen, und dass die Entwicklung von (fa) mit der O'" Potenz 
von (ge) anfangt. 

Hieraus folgt, dass einer Entwicklung (1) ein Factor (ex)", einer 

he 

Entwicklung (2) ein Factor (¢e;) . , einer Entwicklung (3) ein Factor 
(ze) *™ des Ausdrucks durch #,, 2, entspricht. 

Im einzelnen dieser 3 Faille enthilt die Form Rats (4,, 2) also den 
Factor (@x)™ beaw. (2e;)", (26°). 

Zahlt man die 0- und oo-Stellen in €,, €, nur mit dem in den 


einzelnen Fundamentalbereich fallenden Antheil, in ¢,, 2, dagegen voll- 
stiindig, so hat man den einfachen Satz: 


Den 0- und oo- Stellen von Fr(§,, &) im Fundamentalbereiche ent- 
sprechen 0- oder co- Stellen derselben Ordnung im Ausdruck durch 2,, 2. 


Der Ueberschuss der Anzahl der 0-Stellen iiber die Anzahl der 
co-Stellen im Fundamentalbereiche ist = R - q. 


Es ist hier der Platz, dass ich kurz das Verhiltniss meiner all- 
gemeinen automorphen Formen zu den ,,fonctions théta‘‘ des Hrn. 
Poincaré beleuchte. 

Die Poincaré’schen Functionen entsprechen nur einem speciellen 
Falle meiner automorphen Formen, nimlich den eigentlich automorphen 
Formen von geradzahligem Grade. 

Da aber Hr. Poincaré keine ,,Formen‘‘ benutzt, so gehen seine O- 
Functionen erst durch Multiplication mit §,—* aus diesen Formen her- 
vor. Ks ist: 


O(f) = €-* *Fr(§,, &). 


Daher auch die weniger einfache Functionalgleichung bei Hrn. Poincaré. 

Den letzten von mir angegebenen Satz iiber die Anzahl der 0- 

und co-Stellen in einem Bereiche, der sich bei mir ohne Weiteres 
Mathematische Annalen, XLI. 4 
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aus dem Ausdruck durch z,, 2, ablesen lisst, leitet Poincaré durch 
Integration (nach €) um den Fundamentalbereich herum ab. 

Bei mir gilt der Satz ganz allgemein, fiir jeden Fundamental- 
bereich, bei Poincaré dagegen muss fiir den oc-fernen Punkt, wenn 
derselbe im Bereiche liegt, eine besondere Ausnahme gemacht werden, 
eine Folge der unhomogenen Schreibweise. 

Wiahrend ich jede Form direct als eine gewisse algebraische Form 
von 2,, 2, darstellen kann, kann Poincaré seine O-Functionen nur 


mit Hilfe eines Differentialquotienten st dusch zg ausdriicken. In- 


folgedessen lisst sich auch das Verschwinden und co-Werden aus 
seinem Ausdruck nicht so unmittelbar ablesen, wie bei mir. 

Man sieht, dass alle diese Vereinfachungen eine Folge des Ge- 
brauchs der homogenen Variablen sind. Aus demselben Princip fliesst 
aber nicht nur die Vereinfachung, sondern auch die ganze Verall- 
gemeinerung, welche in der Hereinziehung der uneigentlich automorphen 
Formen, sowie der Formen von ungeradzahligem Grade besteht. — 

Ich will an dieser Stelle noch, wegen der Wichtigkeit fiir spiitere 
Betrachtungen, angeben, wie sich der erste Coefficient der Entwicklung 
einer Form nach Potenzen von (¢7) aus dem entsprechenden der Ent- 
wicklung nach (£&) berechnet, wenigstens fiir den Fall, dass &, & 
keine Polygonecke ist. 

Aus der Definition der £,, €, folgt, dass der erste Coefficient der 
Entwicklung von (€&) nach (zz) lautet 


“wa | 
2 | [ice ( i. 
Daraus folgt der Satz: 


Lautet der erste Coefficient der Entwicklung einer Form nach (2) 
Gm, So lautet der erste Coefficient der Entwicklung nach (§&): 


Om = Am * (7 ] (a a (:- “)) 2 


Formen mit vorgegebenen Unendlichkeitsstellen. 


Kennt man die oc-Stellen einer automorphen Form und ihre 
Multiplicitiiten, so kennt man den Nenner der Form Raty (¢,, ¢,) in 
dem Ausdruck durch 2z,, 2). 

Es habe Fa(€,, &) in einem Polygone ¢ vorgegebene oo- Stellen 
(von denen gegebenenfalls mehrere zu einer co-Stelle héherer Ordnung 
zusammenfallen kénnen). Dann ist 


Goi, (4 ’ 2) 
Rata(si, #2) = Fue). Ga) 


Die ganze Form Gy 4,.(¢,, 2.) hat noch 6+ ¢-+ 1 willkiirliche Con- 
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stanten. Infolgedessen gelten die Siitze (wobei ich der Kiirze halber 
co-Stellen von der Ordnung w immer als uw einfache co-Stellen zihle): 

Alle eindeutigen automorphen Formen vom Grade R und gleichem 
Multiplicatorsystem mit « vorgegebenen co-Stellen lassen sich durch 
(8 + «+ 1) unter ihnen linear mit constanten Coefficienten zusammen. 
setzen. 

Automorphe Formen von positivem Grade R miissen, da 0 fiir 
dieselben negativ ist, sicher co- Stellen besitzen, mindestens in der Zahl 
(— 8). 

Formen ohne co-Stellen — ich will solche als »holotypische Formen‘ 
benennen (K) — sind nur médglich fiir negative R, und zwar in der 
Anzahl (8 + 1), jedenfalls unméglich, wenn 0 < — 1 ist. 

Im Falle, dass der Grad R negativ ist, und zwar < 2, existiren fiir 
jedes Multiplicatorsystem Formen mit nur einer vorgegebenen oo - Stelle, 
und gwar in der Anzahl (0 + 2). 

Ist der Grad R= — 2, so existiren beliebige wneigentlich auto- 
morphe Formen mit nur einer vorgegebenen co- Stelle; dagegen miissen 
eigentlich automorphe Formen vom Grade (— 2) stets mindestens 2 
oo- Stellen besitzen. 

Man kann aber auch ausser der Anzahl und Multiplicitiit der oc- 
Stellen siimmtliche Coefficienten der oo werdenden Glieder in den be- 
treffenden Entwicklungen vorgeben. Dann ist die Willkiir in den 
Coefficienten von Gy4,(2,, 2.) noch weiter beschriinkt, Man findet: 

Es giebt 6+-1 linear unabhingige automorphe Formen, die in 
gegebener Weise oo werden. 

Ist 8+ 1 negativ, so miissen zwischen den Coefficienten der oo- 
Stellen noch — (0 +1) Relationen erfiillé sein damit eine solche auto- 
morphe Form iiberhaupt méglich ist. 

Ist (0 + 1) <0, so ist eine automorphe Form durch die Art ihres 
co- Werdens eindeutig bestimmt. 

Ich fiige noch einen wichtigen fiir alle eigentlich automorphen 
Formen vom Grade (— 2) giiltigen Satz bei: 

Zunichst erinnere ich an den auf S. 46 ausgesprochenen Satz, dass 
in der Entwicklung einer Form vom R'" Grade: 

A=@ 
Ra 
Pr (61> &) ~ a (oy: ey 

der Coefficient az4: von der Wahl des Grenzpunktes y unabhiingig ist. 
Bei der Entwicklung einer beliebigen Form (— 2)'" Grades in der 
Umgebung einer co-Stelle ist also der Coefficient a_, von der Wahl 
des Grenzpunktes unabhingig und stimmt tiberein mit dem Residuum 
dieser co-Stelle fiir die Function £,?F_2(€,, &,). 


4* 
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Ich nenne daher im Falle einer Form vom Grade — 2 den Coeffi- 
cienten a_, das Residwum der betreffenden oo- Stelle. 

Speciell bei den automorphen Formen will ich unter dem Residuum 
eines Systems congruenter co- Stellen das Residuum einer einzelnen oo- 
Stelle des Systems verstehen, wenn die Stellen des Systems keine 
Bereichecken sind, dagegen den /,‘* Theil davon, wenn die co Stellen 
2a 
I; 

Der allgemeine Ausdruck einer eigentlich automorphen Form 
(— 2)" Grades durch 2z,, 2, lautet: 


singulire Ecken mit dem Winkel sind 





Fs(6,&) =] J ee) Rat_o(s,, #). 


i=1 

Es gilt nun der bemerkenswerthe Satz: 

Ist &,), &,) ein System congruenter oo- Stellen von F_2(&,, &) mit 
dem Residuum a_,, so ist 2, %_ eine oo-Stelle gleicher Ordnung von 
Rat_s(2,, 2.) mit dem Residuuwm a_, = a_,- c~. 

Sind nimlich die &,), &.) nur einfache co-Stellen, so folgt nach 
8.50 aus dem Residuum a@_; fiir den Coefficienten a‘, einer Ent- 
wicklung der ganzen rechten Seite an der Stelle x,, 2, der Werth: 


i=n 3 
’ i; 
aly=ay-c*-f J (we) _P 
i=1 


Daraus folgt als Residuum von Ret_2(z,, 2.) an derselben Stelle: 
a1 = a@_1-c~*, 
Es ist nun, wenn eine co-Stelle héherer Ordnung vorliegt, nur 
noch zu beweisen, dass die Entwicklungsglieder 


(tn) 4 
ay) -(&' a22—1 


von F_(§,,§) auf das Residuum von Rat_s(z,, 2) ohne KHinfluss 
sind, d. h. dass 


Enyce» Pea) Ca) aed 


i=1 


in der Umgebung von 2,, %, entwickelt kein einfach oo werdendes 
Glied aufweist. In der That kann man, wie man aus der Definition 
der £,, €& herleitet, fiir diesen Ausdruck setzen: 
(én) YH 
e* (any, (coe) | 
A+1 \ (ey) 


[oo BT 








io eats eae ae 


a 
~~ 
5 
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und da hierin ((é) a. }+* eine nach aufsteigenden Potenzen von 


(22) ($3) fortschreitende Potenzreihe ist, so kann die Ableitung der- 


selben nach (¢) ay kein Glied (2a) ay : Oe das Ganze also kein 


Glied (22) (ea) enthalten, womit der ausgesprochene Satz auch 


yy fiir oo-Stellen héherer Ordnung bewiesen ist. 

Auch wenn die &,®), ,) Bereichecken sind, bleibt der Satz be- 
stehen, wie ich hier nicht naher ausfiihre. 

Nun besteht fiir die rationalen Formen (— 2)'" Grades bekanntlich 
der Satz, dass die Summe der Residuen aller co-Stellen gleich Null 
ist, Daraus folgt mit Hiilfe des vorangegangenen Satzes fiir die auto- 
morphen Formen der wichtige Satz: 


Die Summe der Residuen aller verschiedenen Systeme congruenter 
oo- Stellen einer eigentlich automorphen Form vom Grade (— 2) ist 
gleich Null. 


Man sieht jetzt auch den tieferen Grund daft ein, dass die 

eigentlich automorphen Formen vom Grade (— 2) mindestens 2 
oo-Stellen haben miissen. — 
Py Der Residuensatz ist tibrigens von der Beschrinkung auf p = 0 
frei, und gilt also, wie bekannt, z. B. auch fiir die doppelperiodischen 
Functionen von £, die man ja nach Multiplication mit £,—* stets als 
automorphe Formen (— 2)'" Grades ansehen kann. 





Da ee i 


Ree ere ee ers e 


§ 10. ; 
Ueber die zu dem Fundamentalbereiche gehérigen Integrale. 


Die eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2 haben noch 
eine ganz besondere functionentheoretische Bedeutung durch den engen 
Zusammenhang, in dem sie mit den Integralen der eindeutigen Func- 
tionen des Fundamentalbereichs stehen. 

Bildet man nimlich, unter F_»9(f,, §) eine eigentlich automorphe 
Form (—2)'*" Grades von §,, § verstanden, das Integral: 





‘R C1, 0e 

a F_o(&, &) (§, a8), (§, d&) = &, df, — & d6,, 

so ist dieses eine Form 0'" Grades von §, €, d. h. eine Function 
is von €, die ich J(£) nennen will. 


Man sieht leicht, dass den oo-Stellen von F_2(€,, €,), deren Resi- 
duum gleich 0 ist, algebraische oo-Stellen von J() von einer um 1 
niedrigeren Ordnung entsprechen, dass dagegen, wenn das Residuum 


a2 0 ist, in der Entwicklung von J(g) an der betreffenden Stelle 
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ausserdem noch ein logarithmisch unendlich werdendes Glied mit dem ge 
Coefficienten — a_, auftritt. Fr 
Die analytische Natur der Functionen J(£) erkennt man am besten, 3 Pp 
indem man sie durch ¢,, 2, ausdriickt. Es folgt nimlich aus der Formel: ee - 
1 
~~? %i=n 5. ae. ra su 
& =: (35) ; [ [ee o( i) *& “a al 
. ‘ — 5 vw 
die Differentialformel: G i 
i=n aa (: 1 ) a 
(,d0)=—¢ [] Ge ui}. (gs, da). 
i=1 
Also ist mit Riicksicht auf den allgemeinen Ausdruck der Form 
F_2(§,, &) durch ¢,, 2: 
f,% 215% 
J (€) = {Fat £)-(€, @&) =e - Rat_z (4,,; 2) « (2, dz). 
Man sieht also: 
Das Integral J(§) ist das allgemeinste Abel’sche Integral der durch 
den Fundamentalbereich vorgestellten Mannigfaltigkeit. k 
Ich werde die Abel’schen Integrale des Fundamentalbereichs einer : a 
automorphen Function allgemein als ,,automorphe Integrale“ benennen. z r 
Im vorliegenden Falle p =O sind dieselben folgendermassen zu ¢ 
charakterisiren : 
Wenn die Residuen aller oo- Stellen von F_2(§,,§) gleich Null sind, I 
so sind die automorphen Integrale J (§) eindeutige automorphe Functionen. I 


Wenn F_2(§,, §) co-Stellen mit nicht verschwindenden Residuen 
besitet, die alle im Innern der Bereiche liegen, so sind die J(§) loga- 
rithmisch verzweigte automorphe Functionen, d. h. die Gesammtheit der 
Werthe von J(&) an irgend einer Stelle stimmt mit der Gesammtheit 
der Werthe an jeder congruenten Stelle tiberein. 

Wenn F_2(€,, €) co-Stellen mit nicht verschwindenden Residuen 
in singuldren Bereichecken besitet, so sind die J(€) ,,homomorphe Func- 
tionen“ von €, d.h. sie erleiden bei Anwendung einer Substitution S 
auf € selbst lineare Substitutionen, und zwar in unsern Fallen Additionen 
gewisser Constanten. 





Besonders bemerkenswerth ist der Fall, wenn nur in parabolischen Bc 
Ecken logarithmische Verzweigungspunkte von J(€) liegen; dann ist Re 
niimlich J(€) eine eindeutige homomorphe Function von §. . 


Ich fiige noch einige Bemerkungen iiber die automorphen Inte- 
grale bei héherem p hinzu. 


Dort sind die automorphen Integrale — die man iibrigens in der- 
selben Weise, wie bei yO aus den automorphen Formen (—- 2)'*" Grades 








Bere? 


Socata 
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gewinnen kann — im Allgemeinen auch dann additiv homomorphe 
Functionen von £, wenn sie unverzweigt sind, abweichend vom Falle 


p = 0. 


Insbesondere ist die Function z, die wir durch das Schwarz- 
Neumann’ sche Verfahren gewinnen, fiir p>0O immer ein sich additiv 
substituirendes automorphes Integral. Die automorphen Integrale gehen 
also nach unserm Klein’ schen Ansate den automorphen Functionen 
voran, was bei p=( nur wegen der Identitit der unverzweigten 
Integrale mit den Functionen nicht in Erscheinung tritt. 


Ul. Theil. 


Darstellung der automorphen Formen durch £,, &. . 


$ 11. 
Vorbemerkungen. 


In diesem dritten Theile meiner Arbeit will ich die automorphen 
Formen, deren Eigenschaften ich bisher nur aus ihrem Begriffe und 
allgemeinen functionentheoretischen Principien abgeleitet habe, auch 
nach der Seite ihrer expliciten Darstellbarkeit durch die Variablen 
,, & untersuchen. 

Hier ist es nun, wo ich wesentlich die Ideen des Hrn. Poincaré 
benutze, indem ich die von ihm aufgestellten Reihen einer gewissen 
leichten Erweiterung unterwerfe, durch welche sie geschickt werden, 
auch meine uneigentlich automorphen Formen arzustellen. 

Schon Seite 49 habe ich auseinandergesetzt, inwiefern meine 
automorphen Formen Hrn. Poincaré’s ,,fonctions thétafuchsiennes“ und 
yfonctions thétakleinéennes“ entsprechen. Fiir diese seine ,,0-Func- 
tionen“ hat nun Hr. Poincaré gewisse Darstellungen durch unendliche 
Reihen gegeben, oder vielmehr, er hat die @-Functionen durch die 
unendlichen Reihen definirt. 

Diese Reihen hat er ebenso wie die dadurch dargestellten Func- 
tionen mit dem Namen der Herren Fuchs und Klein in Verbindung 
gebracht: er nennt sie ,,séries thétafuchsiennes“ bezw. ,,séries théta- 
kleinéennes‘‘, je nachdem die zu Grunde gelegte Gruppe eine Haupt- 
kreisgruppe mit nur positiven Substitutionen ist oder nicht. Auf das 
Unzutreffende dieser persénlichen Benennungen hat insbesondere Hr. 
Klein mehrfach hingewiesen, zuerst in der Zusatznote zu Hrn. Poincarés 
Bericht tiber seine Ergebnisse auf diesem Gebiete in Math. Ann. XIX, 
8. 564 (1881). Was speciell die in Rede stehenden Reihen betrifft, so 
ist deren Erfindung das allereigenste Verdienst von Hrn. Poincaré selbst, 
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und ich will daher diese Reihen, mit Einschluss der von mir einzu- 
fiihrenden Verallgemeinerung fortan als ,, Poincaré’sche Reihen“ be- 
zeichnen, Dabei habe ich zugleich den Vortheil gewonnen, die er- 
wahnte functionentheoretisch durchaus unwesentliche Trennung der 
Gruppen in zwei Classen in der Benennung beseitigt zu haben. 


§ 12. 
Ueber die Convergenz der Poincaré’schen Reihen. 


Will man unter Zugrundelegung einer Gruppe mit einer endlichen 
Anzahl von Substitutionen eine eindeutige automorphe Form von be- 
stimmtem Grade construiren, so braucht man nur alle Substitutionen 
der Gruppe auf eine beliebige rationale Form des betr. Grades an- 
zuwenden und die Summe zu bilden: 


Fri(§, » o) = er - pr(E,, €'*). 


Dann ist diese Form, sofern sie nicht identisch verschwindet, eine ein- 
deutige automorphe Form mit dem Multiplicatorsysteme 9,. 

Will man dasselbe Verfahren bei unendlichen Gruppen anwenden, 
so muss man noch dafiir sorgen, dass die so gebildete Summe absolut, 
d. h. unabhingig von der Reihenfolge, convergirt. 

Dies ist nach dem Convergenzsatze von Hrn. Poincaré*), der sich 
unmittelbar auf die hier zu bildenden uneigentlich automorphen Reihen 
iibertragen lisst, in der That dann immer der Fall, wenn 
R<—4 


Voraussetzung ist dabei, dass keine der oo-Stellen der Form 
pr(f,, €) mit eimem der Grenzpunkte der Gruppe zusammenfiallt, 

Wenn diese Bedingung erfiillt ist, so convergirt die Summe fiir 
jedes Werthsystem ¢,, ¢,, dessen Quotient € in das von den Fundamental- 
bereichen tiberdeckte Gebiet fallt, sie wird, wenn ¢ in einen derjenigen 
Punkte riickt, die den co-Stellen von ga(€,; €,) congruent sind, durch 
co-Werden einzelner Glieder, unbeschadet der Convergenz der Summe 
der iibrigen Glieder, unendlich, und sie hért iiberhaupt auf zu con- 
vergiren, wenn ¢ in einen Grenzpunkt riickt. 

Ich brauche den Beweis an dieser Stelle nicht wiederzugeben; er 
beruht darauf, dass die Summe der Flicheninhalte aller den unendlich 
fernen Punkt nicht enthaltenden Fundamentalbereiche der £-Ebene 
endlich ist. 

Mit R = — 4 ist aber sicher nicht in allen Fallen die dusserste 
Grenze der Convergenz erreicht; vielmehr hat man beispielsweise fiir 
die Gruppen mit Hauptkreis den Satz: 


ist. 


*) Mémoire sur les fonctions fuchsiennes, (Acta math. I). 











a.24 *= 2am 42a = — ee OWS 
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Im Hauptkreisfalle convergiren, sofern der Hauptkreis Grenskreis 
ist, die automorphen Reihen dann und nur dann, wenn 
R< —2, 
liegen dagegen auf dem Hauptkreise nur isolirte Grenzpunkte, so con- 
vergiren die Reihen fiir R<-2. 


Der Beweis des ersten Theils meiner Behauptung ist in dem 
zweiten Poincaré’schen Convergenzbeweis fiir R —= — 4, der sich auf 
nichteuklidische Geometrie stiitzt, mit enthalten, aber da Formen vom 
Grade — 3 bei Poincaré nicht vorkommen, von diesem nicht weiter 
hervorgehoben worden. Den zweiten Theil meines Satzes aber hat 
Hr. Poincaré bei Abfassung seiner Abhandlungen sicher nicht gekannt, 
wie aus den Auseinandersetzungen in seiner Abhandlung: ,,Sur les 
groupes des équations linéaires“, § 19 hervorgeht. Um so bemerkens- 
werther ist mein Resultat, als Hr. Poincaré an jener Stelle sagt: ,,Lors- 
quon l’aura fait (namlich die Convergenz der betr. Hauptkreisreihen 
vom Grade — 2 bewiesen haben wird) cette démonstration dispensera 
dans tous les cas de l’application de la méthode de continuité.‘ 

Ich will hier den Beweis nicht ausfiihrlich angeben, sondern nur 
bemerken, dass er auf dem Nachweise beruht, dass die Summe der 
Umfange aller Fundamentalbereiche endlich ist; und dies weist man 
dadurch nach, dass man zeigt, dass die Summe aller in den Polygonen 
liegenden Theile des Hauptkreises eine angebbare endliche Grosse ist, 
namlich die einfache oder doppelte Linge des Hauptkreises selbst. 

Sicher aber ist dies nur ein Beispiel unter vielen andern, in denen 
die Convergenz weiter reicht, als bis R —— 4. Ein anderes Beispiel 
bilden die Gruppen, auf welche sich die Arbeiten von Weber und von 
Schottky beziehen*), und bei welchen ebenfalls die Reihen fiir R—-—2 
convergiren. Zwar kommen diese Beispiele, da sie einem hdheren p 
entsprechen, fiir uns nicht in Betracht, doch ist bei diesen Convergenz- 
fragen das Geschlecht p tiberhaupt unwesentlich. 

Ferner convergiren im Falle eines einzigen Grenzpunktes, wenn 
man von der Gruppe der Wiederholungen einer einzigen parabolischen 
Substitution, sowie von der Gruppe > >) + absieht, die Reihen 
dann und im Allgemeinen nur dann, wenn . 

R<—2 
ist, im Falle zweier Grenzpunkte aber, wenn 


ist. R<0 


*) Weber: Ein Beitrag zu Poincaré’s Theorie der Fuchs’schen Functionen. 
Gott. Nachr. 1886. Schottky: Ueber eine specielle Function, welche bei einer 
bestimmten linearen Transformation ihres Argumentes ungeiindert bleibt, Crelle’s 
Journ, 101 (1887), 
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Allgemein die Grenze der Convergenz festzustellen, ist mir noch 
nicht gelungen. Dagegen kann man einen negativen Satz allgemein 
aussprechen : 

Sind die Grenzpunkte der Gruppe ‘léings irgénd welcher Curvenstiicke 
gehiuft, so kinnen die automorphen Reihen vom Grade — 2 sicher 
nicht convergiren. 

Es ist dann niimlich die Stmme der Umfinge aller Fundamental- 
bereiche co gross, wie man folgendermassen leicht einsieht. 

Es sei der Umfang des Ausgangsbereiches P,; ich umgebe den- 
selben mit einem Kranze weiterer Bereiche, derart, dass an der Um- 
grenzung des so erweiterten Gebietes die Umgrenzung P, nicht mehr 
theilnimmt. Den Umfang dieses erweiterten Gebietes nenne ich P, ; 
dieses umgebe ich wieder mit einem Kranze weiterer Polygone, und 
nenne den Umfang P,, u. s. w. 

Bei unbegrenzter Erweiterung kann P, nicht coklein werden, da 
ja immer noch endliche Curvenstiicke, nimlich die Grenzcurven, in 
dem unbedeckten Gebiete liegen. Daher kann die Reihe: 


Po+P,+P.+-:: 


nicht convergiren, und also noch viel weniger die Summe aller Polygon- 
umfange, von der ja diese Reihe nur ein Theil ist. 


§ 13. 
Die Poincaré’schen Reihen als automorphe Formen. 


Eine Reihe, wie ich sie auf S. 56 aufgestellt habe, mit dem 
Bildungsgesetz: 


Fr (6s &) = >) ex? - pal, 3%) 
x 
nenne ich eine ,,Poincaré’sche Reihe“. Dieselbe stellt eine eindeutige 
automorphe Form R'" Grades mit dem Multiplicatorsysteme o, dar. 
Diese ,,Poincaré’schen Reihen“ sind, wie ich schon in § 11 betonte, 
eine Verallgemeinerung von Hrn. Poincaré’s ,,séries thetafuchsiennes“, 
welche folgendermassen gebildet sind: 


9 (€) =>) Rat (g*)) (Vx f+ d,)-™. 


Multiplicire ich eine solche Reihe mit ¢,-°", so wird aus ihr die 
Reihe: . 


6-7" 0 (5) ome > (€,) 2n , Rat (g*)). 
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Dies ist aber eine Reihe des oben angegebenen Bildungsgesetzes, nur 
mit der Beschrinkung auf das Multiplicatorsystem oe, —=1 und auf 
geradzahlige R. 

Die Form Fr(é,, §,) kann nur an denjenigen Stellen oo werden, 
welche mit den innerhalb des Polygonnetzes fallenden co-Stellen der 
Form or(§,, §) congruent sind. Doch kénnen sich mehrere einander 
congruente co-Stellen von gp (§,, €) bei der Summation ganz oder 
theilweise aufheben. 

Die Coefficienten des co-Werdens von Fr(§,, §) an einer Stelle 
£,, & bestimmt man daraufhin, wie folgt: 

Es sei unter &,, & etwa ein Punkt des Ausgangsbereiches ver- 
standen. Wenn dann pp(§,, €) an den v einander congruenten Stellen: 


) (#,) 2) - ‘ (%,) ») 
i? ’ g, oy .” ’ a; S E, ” ? .” 


unendlich wird, so wird an der Stelle &, & offenbar nur das 
#,"°, x,"°, . . ., #*° Glied der Summe unendlich. Man bilde also aus 
pr(€,, &) die ebenfalls rationale Form: 


Yn (brs be) = ex -PalEt™, &) + on palGr™, &) +. 
ben eal’, 6), 


und entwickle diese Form in der Umgebung der Stelle &,, &, so dass 
man etwa erhiilt: 


($4) pre —m (én) ‘adie ‘ —m+ ews 
a m (& n) (€&) + a -m-+1 (G ) (g é) ' + 


eb a GBP Gt ++ 


Die Coefficienten a_,, bis a_; sind dann zugleich die Coefficienten 
der co werdenden Glieder der Entwicklung von Fp (§,, €) von & 
nach 9. — 

An einer Polygonecke e; zeigt die Summe natiirlich genau dasselbe 
Verhalten, wie nach den friiheren Angaben jede automorphe Form mit dem 
Multiplicatorsysteme o,. Es heben sich eben diejenigen Glieder der Ent- 

£B;) \ 8-4 t+ 44 ytha 
‘ath * (§ a) ii 
sind, bei der Summation gegenseitig auf, wie man auch leicht veri- 
ficiren kann. 

Eine oo-Stelle kann in einer Ecke «@; natiirlich nur dann liegen, 
wenn eine der co-Stellen von pa(§,, §) mit @; congruent ist. 

Die Coefficienten des oo-Werdens bestimmt man in genau derselben 
Weise, wie oben bei einer gewdhnlichen oo-Stelle. 

Mit einer parabolischen Ecke darf, da diese ein Grenzpunkt der 
Gruppe ist, keine oo-Stelle der Form gp(§,,§,) congruent sein. Andern- 
falls wiirde die Reihe nicht convergiren kénnen. 





wicklung, welche nicht von der Form a;- 














60 Ernst Rirrer. 


Daher wird eine convergente Reihe, wenn man §,, € mit endlichen 
absoluten Werthen in die Ecke hineinriicken lisst, nichtoo werden kénnen. 

Dabei nahern sich z,, 2, mit ihrem Quotienten dem Werthe e;, 
werden aber selbst co gross. Will man fordern, dass bei Anniherung an 
die parabolische Ecke 2, , 2, endlich bleiben, so muss man §,, €, logarith- 
misch oo gross werden lassen. Dann niihert sich aber der Werth der 
automorphen Reihe der 0, da ihr Grad ein negativer ist. 

Daraus geht hervor, dass der allgemeine Ausdruck der Reihe 
durch z,, 2, fiir (¢ey) = 0 (bei endlichen z,, ¢,) verschwinden muss. 
Ich habe also in der That zweckmissig verfiigt, als ich in § 8 bei 
negativem FR die Festsetzung traf: 


0<e<l. 


Denn in Folge dessen habe ich den einfachen Satz: 
Damit eine Form: 


*% 


Frr(§; » &) =| [¢ i) ‘ Rats (2, 4) 


durch eine Poincaré’sche Reihe darstellbar sei, darf keine oo-Stelle der 
Rats(2,, 2.) mit einem der etwaigen logarithmischen Verzweigungspunkte 
e; zusammenfallen. 

Das ist natiirlich zunichst nur eine nothwendige Bedingung; dass 
sie auch ausreichend ist, wird sich erst spiiter ergeben. 


§ 14. 
Ausdruck der Reihen durch 2,, 4,. 


Nachdem man so iiberhaupt eindeutige automorphe Formen von 
,, & dargestellt hat, ist natiirlich die Hauptfrage, welche Formen 
man tiberhaupt dargestellt hat, d. h. welchen Ausdruck in 2,, 2, die 
dargestellte Form besitet? 

Wir kennen von der Form: 

1) Grad, Gruppe und Multiplicatorsystem , 

2) die Art des Unendlichwerdens. 

Es werde jetzt angenommen, man kénne zu jedem € das zugehérige z 
bestimmen, z. B. durch die conforme Abbildung des § 2. 

Zuweilen will ich auch voraussetzen, dass man zu jedem Werthe- 
paar €,, ¢ das zugehérige Werthepaar z,, 2, bestimmen kann. Dies 
ist zwar nicht eindeutig durch §,, € festgelegt, doch unterscheiden 
sich die verschiedenen Werthepaare nur durch Factoren, die bei den 
hier darzustellenden Formen, da sie in &,, § eindeutig sind, wieder 
in Wegfall kommen, so dass es fiir meine Zwecke gleichgiiltig ist, 
welches der verschiedenen einem Werthepaare ¢,, §, entsprechenden 
Werthsysteme z,, 2, man wihlt. 








x 
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Und endlich gehe ich hin und wieder mit meinen Voraussetzungen 
noch weiter, indem ich annehme, man kenne auch eine beliebige Zahl 
der Coefficienten der Reihenentwicklung von £,, € nach z,, 2, in der 
Umgebung eines beliebigen -Punktes. 

In Folge der Kenntniss von 1) haben wir fiir den Ausdruck 


TT (2 e) Rats (2,, 2%) 


einer unserer Reihen die Zahlen + und d, in Folge der Kenntniss der 

co-Stellen und ihrer Multiplicitiit den Nenner der Form Raty(¢,, z,). 
Es mégen sich nach dem vorigen Paragraphen innerhalb eines 

Fundamentalbereiches ¢ oo-Stellen ergeben haben: 


g,, a g,”, a3 ih gle, giel, 


wobei eine v-fache co-Stelle im Innern v-mal, eine (ul;—<;,)-fache in 
einer Ecke a; w-mal zu ziahlen ist. Den Quotienten &’, &”,--.-, &/*! 
moégen die Quotienten 2’, x”,.--, a*! entsprechen. 

Dann ist der allgemeinste Ausdruck fiir die vorliegende auto- 
morphe Reihe: 


i G Goto Zs» 2) 
Fr(§,, &) =] ] (ee ‘ (ea’) (wae”) --» (nael*l) ‘ 

Die ganze Form gg4,.(2,, 2) enthilt noch & + ¢-+ 1 linear vor- 
kommende Constanten , die bei der ersten Annahme, dass man nur zu 
jedem ¢ das zugehérige ¢ kenne, voéllig unbestimmt bleiben. 

Kennt man dagegen die Entwicklung von £,, €, nach ¢,, 2, an 
jeder Stelle, so kann man aus den bekannten Coefficienten des oo- 
Werdens der Reihe diejenigen des co-Werdens in ¢,, 2, berechnen. 
Dann bleiben nur noch d + 1 Coefficienten in g54.(¢,, 2.) willkiirlich. 
Wir stellen folgende Siatze zusammen: 


Es giebt co+' verschiedene automorphe Formen von gegebenem 
Grade wnd Multiplicatorsysteme, die in gegebener Weise co werden. 

Die Mannigfaltigkeit der Poincaré’schen Reihen, die in derselben 
Weise co werden, ist aber eine sehr viel gréssere.' 

Es miissen daher wnendlich viele mit verschiedenen Formen pr(F, , §) 
gebildete Reihen identische Formen liefern und unendlich viele holotypische 
Reihen identisch verschwinden. 


Ist insbesondere 0 = — 1, so liefern alle Formen r(§,, §), die 
zu gleichen oo-Stellen Anlass geben, identische Formen Fx(€,, §), und 
alle holotypischen Reihen verschwinden identisch. 

Um direct zu entscheiden, ob irgend zwei Reihen identisch sind, 
miisste man sie in der Umgebung irgend eines Punktes &,, nach Potenzen 
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von (ee entwickeln, und ihre Coefficienten vergleichen. Diese Coef- 


ficienten sind aber selbst, mit Ausnahme derjenigen der co werdenden 
Glieder, unendliche Summen. 

Statt an einer Stelle die d+ ¢-+ 1 ersten Coefficienten zu ver- 
gleichen, kann man bequemer die « Coefficienten der ao-Stellen und 
ausserdem noch 6-+ 1 sonstige durch Summation zu berechnende 
Coefficienten vergleichen. In jedem Falle sind aber mindestens (0-1) 
unendliche Reihen auszuwerthen. 

Auf dieselbe Weise hat man zu entscheiden, ob eine Reihe ohne 
oo-Punkte identisch verschwindet. 

Ob man aber durch geeignete Wahl der Form a(§,, €) jede 
unter der allgemeinen Gestalt enthaltene automorphe Form erhalten 
kann, insbesondre, ob nicht etwa alle holotypischen Reihen identisch 
verschwinden, kénnen wir ohne Ausfiihrung der Summation fiir jetzt 
nicht entscheiden; doch werde ich spiater im Anschluss an Poincaré in 
der Darstellung der Formen von positivem Grade durch ihre oo-Stellen 
Mittel finden, zu beweisen, dass man in der That jede mégliche Form 
der hier in Betracht kommenden negativen Grade durch eine Poin- 
earé’sche Reihe darstellen kann, sofern nur keine oo-Stelle der 
Rats (2,, 2.) auf einen logarithmischen Verzweigungspunkt e; fiillt. 


§ 15. 
Eigentlich automorphe Reihen vom Grade R = — 2. 


Wenn unsere Poincaré’schen Reihen convergiren, so detiniren die- 
jenigen mit nur einem co-Punkte eine automorphe Form mit nur einer 
co-Stelle. Diese Reihen kénnen daher nur dann convergiren, wenn 
d>— | ist. 

Fir R > — 3 ist diese Bedingung in der That immer erfiillt, 

Fir R—=— 2 kann dagegen @ auch gleich — 2 sein, nimlich 
fiir alle eigentlich automorphen Formen, und nur fiir diese. 

Wenn man daher eigentlich automorphe Reihen vom Grade — 2 
construiren kann, die formell uur einen co- Punkt aufweisen, so kinnen 
die Poincaré’schen Reihen vom Grade — 2 nicht convergiren. 

Es folgt daher auch hieraus, was friiher schon geometrisch be- 
wiesen wurde, dass fiir Gruppen mit Grenzcurven Reihen vom Grade 
— 2 nie convergiren kénnen; denn, wenn Grenzcurven existiren, kann 
man stets eigentlich automorphe Reihen mit formell nur einem co- 
Punkte bilden. 

Es liasst sich aber auch zeigen, dass man, wenn das Polygonnetz 
der Gruppe die yanze Ebene iiberdeckt, eigentlich automorphe Reihen 
vom Grade -—- 2, die formell nur einen co-Punkt besdssen, nicht con- 
struiren kann. 
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Zum Beweise erinnere ich zuniichst an den § 9 gegebenen Begriff 
des Residuums einer oo-Stelle einer Form (— 2)" Grades. Es gilt, 
wie fiir Functionen, der Satz: 

Die Summe der Residuen einer rationalen Form vom Grade — 2 
ist = 0. 

Nun findet man leicht den Satz: 


Das Residuum einer eigentlich automorphen Reihe vom Grade — 2: 
F_a(6,, &) =>) 9-26, &”) 


an einer cc-Stelle &,, & ist formell (d. h. abgesehen von der Con- 
vergenz) gleich der Summe der Residuen von p_2(§,, &) an seinen mit 
E,, & congruenten co-Stellen. 

Es sei etwa: 


(& ’ £2) 
9-a(61) f) = —__¥lln )____, 
sd (g gis) mn ( g glee) mea el (ce *) e 
Dann ist nach den friiher gegebenen Regeln das Residuum der Reihe 
an der Stelle &, & gleich dem Residuum der Summe: 


= hier... 

aed (gl) ge) Joma ( gfta) glo) ma. « « (g(*r) gle )) 8 
an der Stelle &,,&. Das Residuum des v'*" Gliedes dieser Summe an 
der Stelle &,, & ist dasselbe, wie das Residuum desselben Gliedes, als 
Form von g(*r), ¢(*r) betrachtet, an der Stelle E(*») , e(*»), dieses stimmt 
aber iiberein mit dem Residuum der Form_-~2(§;, €.) an der Stelle 
ef"r), elt). 

Es ist daher in der That das Residuum von F_»(§,, €) formell 
gleich der Summe der Residuen von y_2(&,, €,). 

Nun folgt aus diesem Satze: 

Wenn das Polygonnetz die ganze Ebene bedeckt, so ist die Summe 
der Residuen aller incongruenten co-Stellen von F_2(€,, €&) gleich der 
Summe der Residuen aller oo-Stellen von p_o(§,, €&), also =O. 

Dieser Satz fiir die Poincaré’schen Reihen stimmt tiberein mit dem 
auf §. 53 bewiesenen Residuensatz fiir die eigentlich automorphen 
Formen (—2)'*" Grades; nur ist der dort gegebene Beweis allgemeiner, 
weil er nicht die Darstellbarkeit der Form durch eine Poincaré’sche 
Reihe voraussetzt. 

Aus diesem Residuensatz fiir die Reihen folgt unmittelbar, was 
zu beweisen war, dass man fiir Gruppen ohne Grenzcurven eigentlich 
automorphe Reihen vom Grade — 2, die formell nur einen co-Punkt 
besitzen, nicht construiren kann. 
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§ 16. 
Unendliche Reihen und Producte fir die automorphen Integrale. 


In § 10 habe ich auf den Zusammenhang aufmerksam gemacht, 
der zwischen den eigentlich automorphen Formen (— 2)'*® Grades und 
zwischen den automorphen Integralen besteht: die leteteren sind die 
Integralfunctionen der ersteren. 

Es fragt sich, ob man durch gliedweise Integration der Poincaré’- 
schen Reihen (—2)'** Grades wieder convergente Reihen erhalten kann, 
welche dann natiirlich automorphe Integrale vorstellen miissen? Ich 
werde in diesem Paragraphen zeigen, dass dies in der That immer mig- 
lich ist, wenn die Poincaré’schen Reihen (—2)'*" Grades convergiren. 

Diese neuen Reihen kénnen natiirlich nicht genau das Bildungsgesetz 
der Poincaré’schen Reihen haben; denn Poincaré’sche Reihen vom 0!" 
Grade kénnen sicher nicht convergiren. Sie unterscheiden sich von einer 
Poincaré’schen Reihe O'" Grades dadurch, dass zu jedem Gliede eine 
von £-unabhingige, aber mit x wechselnde Constante hinzutritt, welche 
erst die Convergenz erzeugt. Ich will diese jetzt aufzustellenden Reihen 
wegen ihrer engen Beziehung zu den Poincaré’schen Reihen als 
,,Loincaré’sche Integralreihen“ bezeichnen, obwohl Hr. Poincaré selbst 
diese Reihen in ihrer Allgemeinheit ebensowenig behandelt hat, als 
die Poincaré’schen Reihen vom (—2)'*" Grade*). 

Wohl aber kommen solche Reihen fiir eine specielle Art von 
Gruppen, von einem etwas anderen Ausgangspunkte her gewonnen, 
in der schon oben genannten Arbeit von Hrn. Schottky vor, nimlich 
aus Productdarstellungen abgeleitet, wahrend ich hier umgekehrt von 
ihnen aus zu den Producten gelange. 

Es liege eine convergente eigentlich automorphe Poincaré’sche 
Reihe vom (—2)'" Grade vor: 


F_s (6, &) =>) p-a(., &). 
Ich behaupte nun: ‘ 


In demselben Masse, wie die vorgelegte Reihe, convergirt auch die 
Reihe der Integrale: 


*) Nur ganz gelegentlich (Sur les groupes des équations linéaires, § 18—19) 
kommt der reelle Theil einer ganz speciellen Integralreihe vor, und an gleicher 
Stelle wird die Méglichkeit erértert, wann im Hauptkreisfalle auch Poincaré’sche 
Reihen (—2)'" Grades convergiren kénnen; dabei kommt aber Herr Poincaré 
nicht etwa zu meinem einfachen Satze, dass sie immer dann convergiren, wenn 
der Hauptkreis nicht Grenzkreis ist, sondern er giebt ein complicirtes thatsiichlich 
im einzelnen Falle kaum ausfiihrbares Verfahren zur Entscheidung tiber diese 
Frage an. 
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i, oe 
a f p—a(,, 62) (E, 48), 


bed 1»Z 


und muss daher nothwendigerweise die Integralfunction darstellen. 
Ich zerlege, um den Beweis zu erbringen, zuniichst die Form 
—2(§,, &) in Partialbriiche 


9-2(b,&:) =>) > aca OSS, aS —1 
- &« 


(En —_ | 
| wo unter 7, 4, eine Stelle verstanden ist, an welcher p_9(§,, §,) nicht ! 
co wird, wo A nur eine endliche Zahl negativer ganzer Zahlen durch- 


lauft, und fiir § der Reihe nach alle oo-Stellen von g_:(&,, §) zu 
; setzen sind.*) 


er eet 




















: Ich fasse jetzt ein einzelnes Element der Partialbruchzerlegung 
: und die aus demselben hervorgehende Poincaré’sche Reihe 
2 (2g)? 0 | 
Da EO ey : 
. ins Auge. | 
4 Mit Riicksicht auf die Formeln | 
| 
s ax (200 dO) on — AO e)* (tee) (6)? a(S? 
(6, ds) = (6, dg) an 4( Gy + ey 4(Sa | 
n erhilt man hieraus die Integralreihe: 
i 
’ a, (En) +" (e) n) —1-4 (2) n) —1-4 
: 9 Beery) —CFap) | a<—s | 
bezw., wenn A = — 1 ist: i 
le j 
(nm) g (21) 
¥) 2 ‘ie flog ay (ge) 98 (ae my: 
Es ist nachzuweisen, dass beide Reihen in demselben Mass, wie 
eine Poincaré’sche Reihe vom Grade (—2) convergiren. 
ie Ich schreibe zur Abkiirzung 
—1l—Aa=m>Q0, 
(en) (2) 
9) aay mo, ay ay om 2). 
re (8) (28) 
he Es seien sowohl £, wie Z so gewahlt, dass sie weder mit £, noch 
uré mit » congruent sind; dann existirt fiir die absoluten Werthe von 
nn —_______. 
ich *) Die Glieder der Ordnung 1 —=—1 der Summe rechts werden zwar fiir 
ase (fq) = 0 einzeln «, aber man sieht leicht, dass wegen 2a_,=0 ihre Summe 


endlich bleibt, dass also in der That die & die einzigen « -Stellen sind. 
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£*) und Z™, wie gross man auch x wihle, eime obere und eine untere 
Grenze, so dass 
A< || < B, A<|Z|< B. 
Nun schreibe ich unsere beiden Reihen in folgender Gestalt: 


‘ (x) \m a (%)\m 
>a e (E ”) m, (&*) > Z'*)) (e ) (Z ) 


m ( ¢*) 2)? 


x = 


> cai log ( ¢” — log 2") 
a_,- (f°) — Zt). ; el”) —_ ; 


x 


Jetzt ist, um die erste Reihe weiter zu betrachten: 


(g)™ —(z)" = (ey + (g@))"—-2-(Z)t 4 oo (z\™)" .4 < Bm! 
cere) | —* | 


Die erste Reihe convergirt daher mindestens ebenso stark wie die Reihe: 


> (g*) — Z')) . 


Nun sieht man aber leicht, dass, unter (—) die zur Substitution 
(x) inverse Substitution verstanden , 





g*) — Z) ( gn) pte (Z™ n) — fea ”) _— (Za) 
(es) (Za) (ee) (ae 
(€Z) - (&n) 
(ge ™) (ze) 





ist, dass also 


> — 2") = ~ §Z)- En) Dd! Ce) Za) 


x 


ist. Die letzte Summe ist aber als Function von &,, § eine Poin- 
caré’sche Reihe vom Grade — 2, also absolut convergent. 

Die Summen I) sind also in der That absolut convergent. 

Um dasselbe von der Summe II) zu beweisen, reicht es offenbar 
hin, zu zeigen, dass der absolute Werth des Ausdrucks: 


log (¢) — log (2) 
¢”) a Z®) 


eine endliche obere Grenze besitzt. 


Da die Reihe 
P (g*) — 2) 


convergirt, so kann man durch Abtrennung einer endlichen Anzahl von 
Gliedern von der Reihe II) bewirken, dass fiir alle tibrigen Glieder etwa 


| §*) — Z)| _ = A 





EOE SES SE 


a Se 


nail 
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ist. Fir alle diese Glieder ist 
*) zi* 
log (: -} e ae =) 


log (e) — log - vate z*) 
me _ Z(*) gle) — Z'*) 


A 1 ze) apg ze 
= 3a (1 a +3;-—— Zz) ) naa i 


Ino — Ze) < 5A, 
| Z| >A 


ist, so ist die Reihe in der Klammer in der ‘That convergent, und ihr 
absoluter Werth kleiner als 





Da nun 


1 





log — 
a 
: £4 1/12 2 
1+ 5 .(S)4+ 5+ --- = —, * =2 log. 
2 
Daher ist fiir alle x, mit Ausnahme héchstens einer endlichen Anzahl: 
log (¢)) — log (z™) 2 log 2 
ge) _ Zi) :3 onl 








Also convergirt auch die zweite Reihe absolut; dabei ist natiirlich 
vorausgesetzt, dass, wenigstens fiir die héheren x, fiir beide Logarith- 
men derselbe Zweig gewihlt ist, was auch keine Schwierigkeit macht, 
da bei héherem x €* und Z™) hinlanglich nahe riicken, um jeden 
Zweifel tiber die Wahl des Zweiges zu beseitigen. 

Die Reihe I) hért nur dann auf zu convergiren, wenn man € oder Z 
in einen mit § congruenten Punkt riicken lisst, die Reihe IT) dagegen 
auch, wenn man € oder Z in einen mit dem Hiilfspunkt 7 congruenten 
Punkt riicken lisst; dies ist kein Wunder, da ich ftir das einzelne loga- 
rithmische Element », , , als zweite co-Stelle adjungiren musste. Wenn 
ich nun aber tiber alle oo-Stellen &,, & summire, so kommt in der Summe 


(a Ye) 
ag, - log = 
2 (8) 


%:,% gar nicht mehr vor. Diese Summe hiitte ich aber auch aus Ele- 
menten mit einem von ,, 4. verschiedenen Hiilfspunkte y,’, 7,’ zusam- 
mensetzen kénnen, welche in y,, 4, sammtlich convergiren. 

Die Convergene der Summe 


> {9 (6) — 9 (Z)} 


ist daher der einzigen Beschriinkung unterworfen, dass § oder Z nicht 
mit einem der co-Punkte § der Function (€) congruent sein darf. 
6* 
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Ich kann jetzt meine ,,Poincaré’schen Integralreihen“ ganz unab- 
hingig von ihrer Entstehung durch Integration definiren : 

Unter einer ,, Poincaré’schen Integralreihe“ verstehe ich ganz all- 
gemein eine Reihe von folgendem Bildungsgesetze: 


FQ => {96 — g(Z}, 


wo unter (€) das Integral irgend einer rationalen Function ver- 
standen ist. 

Die Poincaré’schen Integralreihen convergiren immer dann, wenn 
die Poincaré’ schen Reihen (— 2)" Grades convergiren. 

Durch Poincaré’sche Integralreihen kann man jedes automorphe 
Integral, insbesondere also auch jede automorphe Function darstellen. 

Ganz ahnliche Betrachtungen lassen sich auch fiir Fundamental- 
bereiche von héherem Geschlechte anstellen, und fiihren dann zur 
Darstellung der Abel’schen Integrale der Mannigfaltigkeit durch 
Poincaré’sche Integralreihen, freilich immer nur dann, wenn die 
Poincaré’schen Reihen (— 2)" Grades convergiren. 

Von diesen Poincaré’schen Integralreihen ist dann der Uebergang 
zu den Weber-Schottky’schen Productdarstellungen fiir die eindeutigen 
automorphen Functionen*) leicht zu finden, 

Um fiir eine automorphe Function: 


(ey’Dey”).. .(ey'*!) 
eine Productdarstellung zu finden, stelle man log F(g) durch eine 
Poincaré’sche Integralreihe dar, die dann natiirlich nur logarithmische 
Glieder enthilt, und bilde dann ¢s?®), Man gelangt so zu einer 
Productdarstellung der Gestalt: 


Fe) i oercorsenrara) , (2 8°) (Z g”) -- (2 gle!) \. 


F(p) — 222"). (eal!) 





(en) (en) = +(e 'tl) © (Z 9’) (ZO ag”) - «(ZO gl") 


Man sieht iibrigens leicht, dass man hierfiir ebensogut schreiben 
kann 


F(&) — (ge) (ge” )).. ° (gg!#! @) , (ze) (ze”) ee (zl?!) 
FBT evereneytea Gira} 


F(Z) Te 


(en') (en) --- (ql) * (Zn) (Zy” ™) --- (Zyl*!) 


Diese Productentwicklungen werden bei Hrn. Schottky iibrigens 
nicht aus den Integralreihen hergeleitet, sondern umgekehrt die Inte- 
gralreihen aus den Producten, die nur mit logarithmischen Gliedern 
durch einfaches Logarithmiren, die mit rationalen Gliedern durch Ver- 
gleichung von Reihenentwicklungen eines Logarithmus. 


*) Vgl. 8. 57. 
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Andere Productdarstellungen, mit transcendenten convergenzer- 
zeugenden Factoren, geben die Herren v. Mangoldt und H. Stahl.*) 
Beide bilden erst, wie ich, automorphe Formen (—2)'" Grades, und 
von diesen aus die Producte. Die ersteren gewinnt aber Hr. v. Man- 
goldt indem er eine holotypische Reihe (R < — 4)'" Grades mit einer 
der im § 17 zu besprechenden Darstellungen einer Form vom Grade 
(— R — 2) multiplicirt, Hr. Stahl, indem er eine Poincaré’sche Reihe 
R'* Grades durch eine Reihe (R-+-2)'" Grades dividirt. — 

So interessant auch ein lingeres Verweilen bei den Reihen- und 
Productdarstellungen dieses Paragraphen sein wiirde, so ist es doch 
hohe Zeit, wieder zu den allgemeinen Betrachtungen zuriickzukehren, 
die den eigentlichen Kern meiner Untersuchung bilden. 


§ 17. 


Die Elementarformen und ihre Verwendung in der Theorie der 
automorphen Formen. 


Wir wissen, dass automorphe Formen von negativem Grade 
R<— 2 mit nur einer co-Stelle immer méglich sind, mit Ausnahme 
der eigentlich automorphen Formen vom Grade — 2. 

Es fragt sich, ob man stets auch Poincaré’sche Reihen — inner- 
halb der fiir die Convergenz nothwendigen Grenzen fiir den Grad R — 
mit nur einer beliebigen co-Stelle construiren kann? 

Wenn die Gruppe Grenzcurven besitzt, so ist das ohne Weiteres 
klar; man braucht nur eine Reihe zu bilden: 


7 1 Prayer tir”, 2’) 

R(8y» 9) 2% » ast eo ’ 
mit einer Form pz41(§,, €), deren oo-Stellen simmitlich ausserhalb der 
Grenzcurven liegen. 

Schwieriger ist dies einzusehen, wenn die Fundamentalbereiche 
die ganze Ebene iiberdecken. Dann muss man dem gpr4i(€,, &) noch 
eine Reihe scheinbarer oo-Stellen beilegen, welche sich aber gegen- 
seitig aufheben miissen. Man kann dies auf unendlich verschiedene 
Weise anordnen; ich will nur an einem Beispiele die Méglichkeit 
beweisen. 

Ich setze, unter Hr+041(€,, &,) eine ganze Form vom Grade (R-+-6+1) 
verstanden : 


*) v. Mangoldt: Ueber ein Verfahren zur Darstellung elliptischer Modul- 
functionen durch unendliche Producte nebst einer Ausdehnung dieses Verfahrens 
auf allgemeinere Functionen. Gdtt, Nachr. 1886, S. 1ff. — H. Stahl: Ueber die 
Darstellung der eindeutigen Functionen, die sich durch lineare Substitutionen 
reproduciren, durch unendliche Producte. Math, Ann. 33, 8, 291 ff (1888). 
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a —_ teen @__ 
Pr+i(by, b>) = (En) (en) --- (gn) 

Die Bedingung dafiir, dass der Punkt »,, 7, kein oo-Punkt der Reihe 

sein soll, lautet dann: 


=o 


v) *y) 
>'e = Wr+ot+i (n\* ’ ns ) 1 

*%y ° 7 (xy )\ (_(*y) _ (#2 Lh) a “mi 
a (q(**) \*) (4(**) +++ (pl ar «)) (,' r)g) 

Diese stellt eine homogene lineare Gleichung vor, welcher die 
(R+6-+ 2) Coefficienten der ganzen Form wp494:(f,, €) geniigen 
miissen, Damit sie durch nicht verschwindende Coefficienten lésbar sei, 
muss man 6 so gross wihlen, dass 


R+o6+2>2 


Ay ae =(). 


ist, d. h. 
o6>—R. 

Lésbar ist dann die Gleichung immer, aber im allgemeinen nur 
so, dass die Coefficienten der Form p44: (£,, 6) Formen von &,, &,... 
werden. 

Wollte man sie so bestimmen, dass sie von &,, & unabhiingig 
wiirden, so miisste man die Gleichung mit (&*)) (yn) . .. (Eno) 
multipliciren, nach &,, € ordnen, und den Coefficienten jedes Gliedes 
fiir sich =0 setzen. Man erhielte dann statt einer Gleichung 6 homogene 
lineare Gleichungen, und um diesen durch nicht verschwindende 
i, 4,,+-. zu gentigen, miisste man 6 so gross wihlen, dass 


R+o+2>6+1, 


R>—1 
wiire, was ja nicht mdglich ist. 

Dies schadet auch nichts, dass die Coefficienten von &,, &, abhingig 
werden. Aber es kann ein anderer Umstand eintreten, welcher die 
etwa gefundenen Coefficienten unbrauchbar machen wiirde, ein Umstand, 
der von Hrn. Poincaré, der iibrigens eine etwas andere weniger ein- 
fache Anordnung der sich aufhebenden oo-Stellen hat, nicht beriick- 
sichtigt worden ist*). 

Es kénnte niimlich der Fall eintreten, dass alle Lésungssysteme 
der Gleichung auch das co-Werden an der Stelle &,, &, in Wegfall 
bringen wiirden, d. h, auch die Relation erfiillten: 


d. h. 


dint Yrto+i (és Ee) ell 
(é n™)) (Em'*) ae (g,(“*) ) 


In der That muss dies bei eigentlich automorphen Formen vom 
Grade — 2 immer eintreten. 





Ay 


*) Acta math. Bd. 1, p. 281—285. 
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Ich beweise, dass das nur in diesem Falle eintritt, und dass in 
allen andern Fiillen die &,, &, und ,, 4, sonst gewisse nicht identische 
Relationen erfiillen miissten, deren Efrfiilltsein man immer durch 
geeignete Wahl der »,, 4, vermeiden kann. 

Ich ordne A, und A¢ nach den Coefficienten a,,a,,... von p: 


Ay = ay fy + & fy + Oe fe +++ + + Ar4ott fr+o+t, 
Az = yo + 4 G1 + 4292 +++ + + Arto G9r+o41 
wo die f und g Formen von &,, & und y,, y, sind. 
Soll nun jedes System a), a,,... welches A, = macht, auch 
A; verschwinden lassen, so muss A; z. B. auch verschwinden, wenn 


man ad) =/f,, 4, = —f, setzt. Daraus folgt aber 
fo ai AL 
Mo n 
und in derselben Weise folgt iiberhaupt 
4 . . . 
oe fae Yee ee J 
x = we” “ = = h(E, &23 1, Mm) 
unter h eine von dy, @,,.--, @r+o41 unabhingige Form von £,, & und 


Mi) Np Verstanden. 
Ich muss also dieselbe Form h auch erhalten, wenn ich pp4041(6,, 6) 
irgendwie specialisire, z. B. wenn ich setze: 


Wr4o4s (6, &) = (Ey"- *) (En*- R+1))... (E yn“), 


Dann wird aber: 
t==—R-1 
, = 3. )_._ ee) _.., Gs) 
W(Es> Bai Mis ™a)—— 2; Ons °C ony) cay GOD)” (te) gti) 


v=] 


Das Gleiche muss man aber erhalten, wenn man die %,, #,,...,%—p—-1 
in irgend einer andern Weise aus den %,, *,,...-, #9 auswahlt; durch 
Gleichsetzung dieser verschiedenen Ausdriicke erhilt man als Bedingung 
fiir das Hintreten des vermutheten Ausnahmefalles eine grosse Zahl 
nicht identischer Gleichungen, welche in &,, §& vom (— R—- 2) 
Grade sind. 

Nur wenn R = — 2 ist, enthalten diese Gleichungen &,,&, und 
M,N. nicht; sie lauten dann 

— 0, = Oy = — On SO, 

Diese Gleichungen sind nur im Falle der eigentlich automorphen 
Formen identische, sonst aber kann man sie immer durch geeignete 
Wahl der Substitutionen $,,, S,,,... vermeiden. 

Hiermit wissen wir, dass man, ausser im Falle der eigentlich 
automorphen Reihen vom Grade — 2, stets eine automorphe Reihe mit 

















72 Ernst Rirrer. 


nur einer oco-Stelle in jedem LBereiche construiren kann, von der 


Gestalt: 
(x) p(x) 
R(S;> &) = ex ‘ senlt : 

Die Coefficienten der rationalen Form a(€,, &) sind im Allge- 
meinen rationale Formen von &,, &; denn dies kann man der All- 
gemeinheit halber auch im Falle der Existenz von Grenzcurven annebmen, 
und muss es sogar, wenn man scheinbare oo-Stellen, die sich gegen- 
seitig aufheben sollen, adjungiren will. 

Fassen wir nun den Coefficienten des oo-Werdens an jeder oo- 
Stelle ins Auge, so erweist sich derselbe bei unsern Summen im All- 
gemeinen als von &,, & abhingig, so dass er seinen Werth idndert, 
wenn man, ohne die Gestalt der Form or4i(f,, €) zu andern, &,, &, 
variirt. 

Der Coefficient des oco-Werdens an einer Stelle &,, & ist 
namlich : 

Ox - Pri (&,, &)- 

Ein einfacheres Verhalten zeigen also unsere Summen, wenn man 
sie noch durch die rationale Form gz4:(&,, &) dividirt. 

Ich nenne eine automorphe Form von §,, §, welche nur an einer 
Stelle &,, & des Fundamentalbereiches von der ersten Ordnung mit dem 
Coefficienten 1 unendlich wird, eine ,,Elementarform“ und bezeichne sie mit: 


re, al 
etait 2°. (88). orgs (Gtr &) 

Die Elementarformen sind, wenn sie in £,,€ vom Grade R sind, 
als Formen der co-Stelle —,, & vom Grade 

R=—R-—-2. 

Irgend zwei Elementarformen von gleichem Grade und Multiplicator- 
systeme kinnen sich nur um eine holotypische automorphe Reihe von 
£,, & wnterscheiden. 

Irgend eine beliebige automorphe Form von £,, & vom Grade R mit 
nur einfachen oo-Stellen lisst sich aus Elementarformen und (d+ 1) 
linear unabhdngigen holotypischen Formen linear zusammensetzen. 

Die Elementarformen zeigen also ein ganz ahnliches Verhalten, 
wie in der Theorie der Abel’schen Functionen fiir die Bildung beliebiger 
Integrale 2. Gattung mit nur einfachen co-Stellen die Integrale mit 
nur einer co-Stelle, wobei als Analogon der Integrale 1. Gattung sich 
hier die 6 + 1 linear unabhingigen holotypischen Formen einstellen. 

Nun will ich aber die Elementarformen statt als Formen von 
¢,, & auch als soleche von &,, & ansehen, und ihr Verhalten bei 
Aenderung von &,, & beobachten. Es zeigt sich: 
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Wéahrend die Elementarformen in §,, § in dem System congruenter 
Stellen &,'*), &*) uwnendlich wurden mit den Coefficienten o,, werden 
sie als Formen von &,, & im dem System congruenter Stellen §,'*) , €,\) 
unendlich mit den Coefficienten — 9-1, und ausserdem werden sie nur 
noch an einer endlichen Anzahl nicht periodisch gelegener Stellen unend- 
lich wie eine rationale Form. 

Diese nicht periodisch gelegenen co-Stellen will ich secundire 
oo-Stellen nennen. Sie kommen fiir unsere weiteren Betrachtungen 
nicht in Belang, und stéren dieselben auch nicht. 

Das Verhalten an den periodisch gelegenen oo-Stellen ist dagegen 
dasselbe, wie es eine fiir den Grad R’ mit dem reciproken Multipli- 
torsysteme 9, = 9,-' gebildete Elementarform, negativ genommen, 


— Qe (E,, 525 &1, &) 
falls sie méglich ware, zeigen miisste. 

Dieses automorphe Verhalten der co-Stellen legt es nahe, die 
Aenderung von Q(§,, &; &, &) bei Anwendung einer Substitution der 
Gruppe auf &,, € zu untersuchen. 

Eine leichte Ueberlegung ergiebt: 


QE,» So5 Ey, Bo) — oF . QM(E,, & 5 Es, 8) (oie), 
wo Q eine genau ebenso wie 2 gebildete Elementarform bedeutet, 
uur dass statt der Form gr4i(f,, &) diejenige Form gi), ,(£,,¢) 
benutzt ist, welche entsteht, wenn man in mp4, fiir §, &; &, & bezw. 
£9, &; €,, & einsetzt. 


Die Differenz *. 
QE bo5 i's Bo) — @/ 28, £5 Er, Eo) 


ist daher eine holotypische Poincare’sche Reihe von §,, €, sowie eine 
nirgends(mit Ausnahme héchstens der secundiren co-Stellen) co werdende 
Form R’te" Grades von &,, &,. 

Man kénnte vermuthen, dass Q(§,, & 3 &, §) eime automorphe 
Form R’‘ Grades von &,, & mit dem Multiplicatorsysteme 9, wire, 
und dass also die Differenz identisch verschwande. Das ist aber im 
Allgemeinen nicht so. Denn erinnern wir uns der Beziehung, dass, 
wenn 

R+R+2=0,  eie/—1 
ist, dass dann stets 
é+0'+2=0 
ist, so zeigt sich, dass der vermuthete Fall nur eintreten kann, wenn 
6 ——1 ist. Denn nur, wenn 0d = —1 ist, ist d’——1, und 
nur dann existiren wirklich automorphe Formen R’'* Grades mit dem 
Multiplicatorsysteme g;, und nur einem Systeme congruenter oo-Stellen. 
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In diesem Falle ist aber auch unsere Differenz wirklich identisch 0, 
da sie eine helotypische Reihe von €,, € sein wiirde, und diese, wenn 
d = — 1 ist, alle identisch verschwinden. Also: 

Wenn 0 = — 1 ist, so ist jede Elementarform: 


Q(E,, b95 Ei, E) 


automorph sowohl in £,, € mit dem Multiplicatorsysteme o,, wie in 
£,, & mit dem Multiplicatorsysteme o,. 

Diese reciproke Beziehung zwischen den €,, & und &,, & driickt 
sich auch in dem Ausdruck durch 2,, 2, wnd %,, % aus: 


R R 7 ; + 
Z (2 €;) . (x €;) i 
Qo be; ee.) = ¢-2. IT spk IT J 


(2a) . 
uy) 
R+R+2—0, 0x0. = 1, 
. . &; &; 1 
d=—0 =—l, ” a Seealeae 
ist. 


Wenn dagegen 0 > — 1, 0° < —1 ist, so. kann Q(&,, &3 &, §) 
nicht zugleich automorph in &,, & sein. 

In Folge dessen kann man die Substitution x so wiihlen, dass sich 
Q bei derselben nicht automorph verhialt. Dann ist 

die Form: 


ie (& ? >) _ QE, ? £03 &,, &,'*)) re Q' . Q(E,, $95 &, §.) 
das erste Beispiel einer sicher nicht identisch verschwindenden holo- 
typischen Poincaré’schen Reihe von §,, &. 

Die Elementarform kann also im Allgemeinen keine automorphe 
Form von &,, & sein, und zwar nur deswegen, weil eine automorphe 
Form mehr als eine oo-Stelle besitzen muss. Denken wir wieder an 
die Analogie der Abel’schen Functionen: dort kann ein einfaches 
Integral 2. Gattung darum und darum allein nie eine algebraische 
Function sein, weil letztere stets mehr als eine oo-Stelle besitzen 
miissen; eine Ausnahme, wie hier d= — 1, bildet dort der Fall 
p=0, wo in der That das einfache Integral 2. Gattung stets eine 
algebraische Function ist. 

Wohl aber kann eine Summe einfacher Integrale 2. Gattung mit 
geeigneten Coefficienten eine algebraische Function sein. Die Coef- 


ficienten muss man nur so bestimmen, dass die Perioden der Summe 
verschwinden. 


Genau ebenso ist es hier. 
Einem Integrale 2. Gattung ‘entspricht die Elementarform 


Q(E,, £93 &1, §.) 
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der co-Stelle §,, €, und einer Periode dieses Integrals die holotypische 
automorphe Form der oo-Stelle £,, &: 


Fy? (E15 &) = 2b, bo5 Ey, E!") — 0x2 (8, §5 &1, &)- 
Man wird also eine lineare Verbindung: 
Ay Q(E1's &2'5 1 G2) A Aa 2 (brs 805 Bis Sa) + + AQ(G,!#l, Ell; &, Go) 
e>—d'=6+42 
zu bilden suchen, mit solechen A,, A,,...,A,, dass, unter Fa(€,, &,) 
irgend eine holotypische Reihe von ¢,,¢ vom Grade R und dem 
Multiplicatorsysteme og, verstanden, stets die Gleichung: 

A, Frp(8y', 9°) + Ay F'a(y") &") + +++ + Ae Fr(&'*!, &!*')) = 0 
erfiillt ist. 

Dies ist in der That mdglich, sobald ¢ grésser ist als die Zahl 
der existirenden linear unabhiingigen holotypischen Reihen, — ich sage 
absichtlich nicht Formen, denn ich habe friiher noch die Méglichkeit 
offen gelassen, dass die Zahl der linear unabhiingigen Reihen eine 
geringere sei, als die der Formen iiberhaupt. 

Es sei also 

6<d0+1 
die Zahl der linear unabhiingigen Reihen, und diese selbst seien etwa: 


FR? (Es &)y Fra’ (b1 &2) y+ + + Fa” (bi &2)- 
Dann ist jede holotypische Reihe: 


Fr (Ej €) = @, Fr” (&s &) + Fe (6) &) +++ + ao FR (6, &), 


Man muss daher die A,, A,,..., A, so bestimmen, dass sie dem 
Gleichungssysteme gentigen: 


A, FR (6), &) + Ao FR (6) 6") + + + + AFH! (&)!", GI") = 0, 
A, FP (6)' &’) + Ae FR (61's 82") + 4 Ae FH (G)!*1, !*!) = 0, 


A, FY” (&'s f) + A, PF,’ (; 6”) + eve + A, FY? (§,!*!, ¢,! = 0. 

Dieses Gleichungssystem ist nun in der That immer dann ver- 
mittelst nicht verschwindender A,, A,,..., A, lésbar, wenn: 

é>o+1 
ist. 

Die kleinstmégliche Anzahl von oo-Stellen einer aus einfachen 
Kormen zusammengesetzten automorphen Form von &,, & wire danach 
== 6+ 1. Nun wissen wir aber, dass die Anzahl den Unendlichkeits- 
stellen stets > 06 -+ 2 sein muss. Es muss also 

6>d+1 
sein. Andererseits ist aber 
o<d4+. 
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Es ist also nothwendig: 


d. h. 

Damit ist bewiesen, dass genau ebensoviel linear unabhiingige 
holotypische Poincaré’sche Reihen existiren, als es linear unabhiingige 
holotypische Formen giebt. 

Es liisst sich daher eine jede beliebige automorphe Form von ge- 
eignetem negativen Grade durch eine Poincaré’sche Reihe darstellen. 

Wir haben aber zugleich eine Darstellungsweise fiir die allgemeinste 
automorphe Form von &,, & vom positiven Grade R’, und dem Multi- 
plicatorsysteme g, erzielt, vorausgesetzt, dass sie nur einfache oo- 
Stellen besitzt. 

Da namlich die A,, A,, ..., A, im Ganzen 6+ 1 homogenen 
linearen Gleichungen geniigen miissen, so enthalt die Form: 


@) Fr (&,, §,) —_ A, 26)’, 8 5 Fi ’ §.) + A,2Q(§,"; 6's E, ? .)+ ey 
cor afe A,Q(§,!*!, ¢,!* } é, E>) 


mindestens ¢ — 6d — 1 = ¢ + 0’ + 1 linear vorkommende willkiirliche 
Constanten. Genau ebensoviel lineare Parameter enthilt aber der 
allgemeine Ausdruck: 


6=0d+1, 





ad 
4, Ig (1, Xe) 
B) Pr (8; , &2) =[] "Ded... 
Es muss also die Mannigfaltigkeit der Ausdriicke «) tibereinstim- 
men mit derjenigen der Ausdriicke £). 
Auch noch in anderer Weise kann man einsehen, dass sich jede 
automorphe Form vom Grade RF’ als Summe von Elementarformen dar- 
stellen lasst. 


Es sei gegeben der allgemeine Ausdruck : 





a . ak ) 
Fr (&, é.) =[]@« uj ‘ 95'+2 Uy, Xe, a 


we’) we")... (wal® l) j 


Der Coefficient des co-Werdens an der Stelle z,'"!, 2,!"! ist: 


s 
; Cal *h, gel”! 
] [ (2'r'e) a 99-4466"! 4”) 


(a!\ a’) (alba?) + «+ (gl! gltl)? 
also der Coefficient des coo-Werdens an der Stelle ¢,'!, ,!"! nach 8, 50: 





bd 


| ae 99 ola?!, a!” !) 
—A,=c? [Le ei) GPT’) Gils) vee (gl? gl!) , 
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Es braucht jetzt nur gezeigt zu werden, dass die so bestimmten 
A, auch den Relationen auf 8. 75 geniigen. 

Zu dem Zwecke geniigt es zu zeigen, dass, unter Fa(€,, €) eine 
beliebige holotypische automorphe Form vom R'" Grade und dem 
Multiplicatorsysteme 9, = g,—' verstanden, immer 


D 4, Fegi"!, G7) =0 


v=1 


ist. 
Fiir Fe(g,, §&) hat man die allgemeine Formel: 


Fr(§, &) =| [¢ ei)" Ga (2,, 2). 


Es ist also zu beweisen 


1 Jo0(%'”! ’ 2,!”!) - G3 (2, %2) 


2 Gable lary (artaety 





Dies ist aber nichts anderes als der bekannte Residuensatz fiir die 
rationale Form (—2)'" Grades: 


Gata 2» #2) - Fal@r» 2) 
(22') (e2”)... (as! *l) 

Wir haben also den Satz: 

Man kann jede automorphe Form von geeignetem positiven Grade 
mit nur einfachen oo-Stellen als Summe von Elementarformen ihrer 
einzelnen co-Stellen darstellen. 

Unsere Elementarformen dienen also in gleicher Weise zur Dar- 
stellung automorpher Formen ihres ersten Argumentpaares, wie ihres 
zweiten Argumentpaares, durch die oo-Stellen. Dabei sind im ersten 
Falle die Coefficienten derselben keinen Beschrinkungen unterworfen, 
ja es bleiben noch 6+ 1 Constanten der darzustellenden Form un- 
bestimmt, im zweiten Falle dagegen miissen sie noch — (0’+-1)—d+1 
lineare homogene Gleichungen befriedigen, damit die dargestellte Form 
automorph sei. 

Hier liegt auch der Grund, warum die Elementarform im All- 
gemeinen nur in Bezug auf das erste Argumentpaar automorph ist. 
Allgemein wird man die Argumentpaare €,, € und &,, & als gleich- 
berechtigt ansehen diirfen. Dann ist die Elementarform immer in 
Bezug auf dasjenige Argumentpaar automorph, in welchem es von 
solchem Grade ist, dass automorphe Formen des betr. Grades mit nur 
einer co- Stelle méglich sind. 

Dieses ehen ausgesprochene allgemeine Princip lisst z. B. auch 
sofort iibersehen, wie sich die Theorie der Elementarformen bei den 
von mir meist unbeachtet gelassenen endlichen Gruppen gestaltet; da 
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dort wegen q > 0 gerade die entgegengesetzten Verhiiltnisse herrschen, 
so werden die einfachen Formen fiir die endlichen Gruppen so zu 
bilden sein, dass sie in demjenigen Argumentpaar automorph sind, in 
dem sie von positivem Grade sind. Die Bildung derselben hat keine 
Schwierigkeiten. 


§ 18. 
Vergleich der Elementarformen mit Hrn. Poincaré’s ,,éléments simples.“ 


Die Betrachtungen des § 17 sind bei Hrn. Poincaré wenigstens 
ihrer Idee nach in der Abhandlung iiber die Fuchs’schen Functionen 
enthalten, dort aber nicht sehr iibersichtlich angeordnet, ohne Hervor- 
hebung des wesentlichen dabei benutzten Princips. Diess letztere ist 
theilweise nachgeholt in der Abhandlung: ,,Mémoire sur les fonctions 
zétafuchsiennes“ (Acta math, Bd. V) Seite 252—257, wo auch zuerst 
die Analogie des Verfahrens mit der Zerlegung einer rationalen Function 
in Partialbriiche, oder einer algebraischen Function in Integrale zweiter 
Gattung betont wird. Man sieht dass die an der letzten Stelle als 
besonders wichtig erkannte Relation 


v(h) = p(h +1) 
(wo unter w(h) die um 1 verminderte Mindestanzahl der co-Stellen 
einer automorphen Form vom Grade + 2h, unter (kh -+ 1) die Anzahl 


der linear unabhiingigen holotypischen Formen vom Grade — 2(h + 1) 
verstanden ist) im Falle p = 0 identisch ist mit meiner Relation: 
d6+0'+2—0. 

In der That entspricht, was Hr. Poincaré allgemein als ein ,,élément 
simple“ bezeichnet, genau dem, was ich im vorliegenden Falle der 
automorphen Formen eine ,,Elementarform“ nenne. Aber in der Auf- 
stellung dieser Elementarformen schlage ich gerade den entgegengesetzten 
Weg ein, als Hr. Poincaré, wie ich glaube, zum Vortheil fiir die All- 
gemeinheit und fiir die Kinsicht in das Wesen der Sache. 

Hr. Poincaré nimlich nimmt a priori eine automorphe Form 
F'n (&,, &) von positivem Grade an (es sei mir gestattet meine formen- 
theoretische Bezeichnungsart anzuwenden), stellt dieselbe als Summe 
von oo vielen Partialbriichen dar, und beweist nachtriiglich, dass diese 
Zerlegung die Form wirklich erschépft. Bei diesem letzteren Beweise 
stellt sich heraus, dass die Zusammenfassung derjenigen Partialbriiche, 
welche einem einzelnen System congruenter oo-Stellen entsprechen, 
eine automorphe Form vom Grade R = — R’ — 2 der co-Stelle §,, & 
liefert, und dieser Umstand fiihrt eben zum gesuchten Beweise. Ob- 
wohl hier co viele Zerlegungen in einfache Elemente mdglich sind, 
so kommt Hr. Poincaré hierdurch nur zu einer speciellen Zerlegung, 
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die er allerdings im Falle, wo eine Grenzcurve existirt, dadurch etwas 
verallgemeinert, dass er anstatt Fp:(&,, &) das Product dieser Form 
mit einer rationalen Function von & darstellt, welche nur in dem von 
den Bereichen nicht tiberdeckten Gebiete unendlich wird. 

Mein Verfahren dagegen ist das umgekehrte: Nachdem zuvor nur 
von automorphen Formen negativen Grades von ¢,, € und ihren Dar- 
stellungen durch Poincaré’sche Reihen die Rede gewesen ist, unter- 
suche ich eine solche Form mit nur einem System congruenter oo- 
Stellen Q(€,, 3 &, §&) als Function der oo-Stelle § Dabei stellt 
sich heraus, dass Q eine Form R’'" Grades von &,, & ist, welche 
an den Stellen €,), &,) ebenso co wird, wie eine automorphe Form 
von &,, & mit den oo Stellen ¢), ¢, es werden miisste. Dies ftihrt 
nun darauf, die Form * 

A A 
Q(E,, £3 &1, &>) 
nicht allein, wie zuerst, als einfaches Zerlegungselement einer auto- 
morphen Form R'" Grades von £,, €, sondern auch einer solchen 
RR’ Grades von §, , & zu betrachten. 

Ich habe so den Vortheil, in meiner Klementarform wirklich das 
allgemeinste einfache Element gefunden zu haben, und zugleich das 
Wesen derselben vollstiindig einzusehen: es ist nimlich in der Defi- 
nition Seite 72 ausgesprochen. 

Es entsteht eine Schwierigkeit fiir die Construction solcher Ele- 
mentarformen, wenn die Gruppe keine Grenzcurve besitzt: man muss 
dann ausser der einen wirklichen co-Stelle noch weitere scheinbare 
co-Stellen adjungiren, die sich gegenseitig aufheben. Diess kann 
natiirlich auf unendlich viele Arten geschehén, und ich bezeichne die 
von mir in dieser Hinsicht befolgte Methode ausdriicklich nur als ein 
Beispiel, zum Beweise, dass es tiberhaupt méglich ist. 

Auch Hr. Poincaré fiihrt zu demselben Zwecke gegenseitig sich 
aufhebende oo-Stellen ein, aber es erweckt den Anschein, als ob 
seine Anordnung die einzig mégliche Weise wiire, und doch ist sie, 
wie mir scheint, gerade so complicirt als méglich. 

Welch grossen Umweg Hr. Poincaré macht, wird man am leich- 
testen erkennen, wenn ich seine Formeln (Acta math. Bd. 1, Seite 282 ff.) 
in homogene Schreibweise umsetze. 

Fiir Hrn. Poincaré’s Variable z fiihre ich &,, &, fir a &,, & ein; 
seinem Punkte z=0 ertheile ich die homogenen Coordinaten ¢,, ¢,, dem 
Punkte ¢ = oo die Coordinaten 9, , 7». 

Zuniichst wird nun |. c. eine Poincaré’sche Reihe von €,, vom 
Re Grade (R < — 4) construirt, welche nur an den Stellen 9,™, 4, 
je (— R — 4)-fach oo wird, und zwar so, dass sie an der Stelle »,, 7, 
die Entwicklung hat 
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(1) On(E4, &) = 1 - (LLY. Ener + Prlbr, bs 


(n €) 
unter Pr(f,, §&) eime an der Stelle ,, 4, nicht unendlich werdende 
Form verstanden. Dann bildet er eine Reihe von der Gestalt: 


R R' 
‘i, oe a (g(*) 4) +1 
(2) O(é,, $95 bt, 2) —2) (eg) (én) . 
Die Reihe (2) wird aber als Form von §,, € nicht nur an den 
Stellen §&,), &), sondern auch an den Stellen 7,), 7,” oo, z. B. an 
der Stelle 4,, 4,, wie das Glied 


(En)*t! 


(E£) (&n)** 





d. h. wie: 
A=R’' 
wi > (Ee) rina , ((E2) S| R+(1-++2) 
= Can) > OS _— 


In Folge dessen ist folgendes eine Elementarform: 


R R’ R R' a=R' R 
A 
(8) QE nbs BE — (Eras Eb) +> (EP). Emr - Oa(Grb) 
A=0 
Bei diesem Verfahren sieht man sofort, dass Hr. Poincaré dasselbe 
Ziel viel rascher erreicht hiitte, wenn er gleich eine Form 0,(§,, §) 
als Elementarform benutzt hiitte. Aber es entging ihm auf irgend 
welche Weise, was man bei Anwendung der homogenen Schreibweise 
durchaus sehen muss, dass der co-ferne Punkt »,, 4, so gut wie 
irgend ein Punkt &,, & ist. In seiner eigenen, nichthomogenen 
Schreibweise wiire das richtige Verfahren also das folgende gewesen: 
Zuerst ist die vorliegende Gruppe G vermdége einer Substitution 
welche z nach co wirft, in eine Gruppe G’ zu transformiren, dann 
fiir diese Gruppe G’ eine Reihe 0,(a) zu bilden, und endlich wieder 
auf a die inverse Substitution anzuwenden. 


Schlussbemerkungen. 


Wenn ich in der Einleitung einen gewissen Unterschied meiner 
auf Hrn. F. Klein’s Ideen fussenden Darstellung von derjenigen des 
Hrn. Poincaré betonte, indem ich statt von speciellen Reihenent- 
wicklungen vielmehr von dem allgemeinen Riemann’schen, durch die 
Herren Schwarz und Neumann bewiesenen Existenztheorem ausgehen 
wollte, so wird es hier am Schlusse angebracht sein, die Tragweite dieses 
Klein’schen allgemein functionentheoretischen Ansatzes mit dem zu 
vergleichen, was man von der Poincaré’schen Reihendarstellung aus 
erreicht, 


ee SerlUhrlC lO 
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Die Existenz der automorphen Functionen kann man entweder, 
wie ich es gethan und wie es Hr. Klein vorschlug, functionentheore- 
tisch darthun, oder durch die Aufstellung der Reihen, wie es bei 
Hrn. Poincaré geschieht. Da bemerken wir vor allen Dingen, dass die 
erste Methode, da sie simmtliche auch beliebig vieldeutigen auto- 
morphen Functionen umfasst, weiter triigt, als die auf eindeutige 
Functionen beschriinkte Reihendarstellung. 

Was nun die verschiedenen Siitze iiber das Verhalten der auto- 
morphen Formen in Bereichecken, in O- und oo-Stellen angeht, 
so kann man diese gewiss aus der Reihendarstellung ableiten, be- 
kommt aber so diese Siitze nur fiir die wirklich darstellbaren Formen, 
also im Allgemeinen fiir R < — 4; viel einfacher, und ganz aligemein 
dagegen gewinnt man die Siitze functionentheoretisch, also aus dem 
Begriffe der automorphen Formen. In noch héherem Masse gilt diess 
von den Sitzen iiber die Beziehungen der Formen untereinander, tiber 
die Anzahl] der 0- Stellen und oo-Stellen u. s.w.; bei diesen Siitzen 
niitzen die Reihen als solehe gar nichts, aus dem Grunde, weil sie 
dieselbe Form in unendlich vielen verschiedenen Gestalten uns zeigen, 
deren Identitiit man gar nicht direct erkennen kann. Aus derselben 
Quelle fliesst auch der Mangel, dass man nur in den seltensten Fillen 
weiss, welche Form durch eine vorgelegte Reihe dargestellt ist, oder 
wie man die Reihe wihlen muss, um eine vorgelegte Form zu erhalten. 

Dazu kommt, dass die Reihen theils wegen ihrer langsamen Con- 
vergenz, theils wegen des bislang noch ganz uniibersichtlichen Bil- 
dungsgesetzes der Coefficienten in den Substitutionen zu numerischen 
Rechnungen ungeeignet, und auch fiir Umformungen zum Zwecke der 
Herleituag theoretischer Siitze zu ungelenk sein diirften. 

Worin liegt nun aber bei diesen unleugbaren Missstiinden die Be- 
deutung der Poincaré’schen Reihendarstellungen? 

Zuniichst sind sie fiir Hrn. Poincaré natiirlich ein Ersatz fiir den 
Existenzbeweis, indem sie ihm als Definition der automorphen Formen, 
bez. Functionen dienen. 

Zweitens beweist Hr. Poincaré an ihnen, was fiir andere Unter- 
suchungen (Acta IV) fundamental ist, dass die automorphen Functionen 
stetig von den Constanten der Gruppe abhiingen. Man kann diess 
freilich ohne Zweifel auch von dem Riemann’schen Existenzsatze aus 
beweisen, was aber bislang noch nicht geschehen ist, 

Endlich aber sind sie doch wenigstens eine vorliiufige Rechenvor- 
schrift, an die man weiter ankniipfen kann, um sie auszubilden: Es 
mag vielleicht einmal méglich sein, das arithmetische Bildungsgesetz 
der Substitutionen zu tiberblicken, und mit Hiilfe desselben von den 
Poincaré’schen Reihen aus zu Potenzentwicklungen oder andern be- 
quemeren Darstellungen der automorphen Formen zu gelangen. 
Mathematische Annalen, XLI. 6 
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Ernst Rirrer. Automorphe Formen vom Geschlecht Null. 


Diese Bemerkungen, wie die gesammten vorausgehenden Ent- 
wicklungen der vorliegenden Arbeit haben natiirlich nicht den Zweck, 
dem ausserordentlichen Verdienste, welches sich Hr. Poincaré um die 
Theorie der automorphen Functionen erworben hat, irgend etwas ab- 
zubrechen. 


Cassel, Neujahr 1892. 
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Ueber Systeme héherer complexer Zahlen. 
Von 


TxHeopor Mo.uien in Dorpat. 


Einleitung. 

Vorliegende Abhandlung betrifft diejenigen Zahlensysteme, deren 
Zahlen dem associativen und commutativen Gesetz der Addition und 
dem associativen und beiderseitig distributiven Gesetz der Multiplication 
unterliegen. 

Es handelt sich um solche Higenschaften, denen gemiiss eine 
Charakterisirung und Aufziihlung der Zahlensysteme erfolgen kann: 
die Auffindung einer Normalform, aus der leicht die Gleichheit oder 
Verschiedenheit gegebener Zahlensysteme geschlossen werden kann, 
ferner die Méglichkeit, Zahlensysteme ahnlichen Aufbau’s, in Cate- 
gorien vereint, gemeinsamer Behandlung zu unterwerfen. Ein weiterer 
Ansatz zur Aufzihlung schien entbehrlich, setzt ja die grosse Mannig- 
faltigkeit méglicher Formen tiberhaupt jedem Aufzahlungsversuch seine 
Grenzen. Diese Stellungnahme ist um so berechtigter, wenn erreicht 
ist, dass Zahlensysteme, die wohlbekannt und vielbehandelt sind, sich 
in charakteristischer Weise unter den andern hervorheben. In der 
That thut dies eine Categorie von Zahlensystemen, die ich urspriingliche 
nenne und zu denen nichst Hamilton’s Quaternionen auch die No- 
nionen Sylvester's gehdéren. 

Von einschneidender Bedeutung kann, wie ein besonderer Fall 
zeigt, die Deutung eines Zahlensystems werden. Herr Dedekind*) 
hat eine ganze Classe von Zahlensystemen mit commutativer Multi- 
plication**) durch den Hinweis auf ihre Identitét mit Zahlkérpern 
erledigt. Aus diesem Gesichtspunkt sind die Grundzahlen dieser Zahlen- 
systeme gewdhnliche mehrdeutige Gréssen, Gleichen Erfolg haben 
bisherige Deutungsversuche der allgemeinen Zahlensysteme nicht auf- 


zuweisen, wenngleich durch sie wirksame Hilfsmittel aufgedeckt 
worden sind. 


*) Dedekind, Erliuterungen zur Theorie der sogenannten allgemeinen 
complexen Gréssen. Gdtt. Nachr. 1887, pg. 1 ff. 

**) Betrachtet zuniichst von Weierstrass, Zur Theorie der aus n Haupt- 
einheiten gebildeten complexen Gréssen. Gitt, Nachr. 1884 pg. 395 ff.; sodann 


von Schwarz ebenda pg.516, Dedekind dgl, 1885 pg. 141, Hilder 1886 pg. 241 
Petersen dgl. 1887 pg. 489. 


6* 
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In erster Linie steht hier Herrn Cayley’s Theorie der Matrices*). 
Ihrem Wesen nach ist diese eine Theorie der linearen Transformationen, 
legt aber den Nachdruck mehr auf die Schicksale der Substitutions- 
coefficienten als der Veriinderlichen. Die Matrix bildet die Zusammen- 
fassung der Coefficienten der Transformation. Die Matrix lisst sich 
in Folge der Operationsdefinitionen in doppelter Weise zu einem 
Zahlensystem in Beziehung setzen. Es giebt jede operative Verbindung 
von Matrices, deren Elemente gleichen linearen homogenen Relationen 
unterworfen sind, eine Matrix derselben Art. So lassen sich einerseits 
die unabhiingigen Elemente solcher Matrices als Parameter einer Zahl 
eines complexen Zahlensystems betrachten, andererseits lisst sich 
aber auch ein vollstindiges System linear unabhingiger Matrices der 
eben geschilderten Art als System der Grundzahlen eines complexen 
Zahlensystems auffassen. Herr Cayley hat ein soleches System von 4 
biniren Matrices angegeben, das das gegenseitige Verhalten der vier 
Grundzahlen der Quaternionen zeigt.**) Bei sonstiger Gleichartigkeit 
beider Auffassungen besitzt die erste den Vorzug, dass sie fiir die 
Anwendung bequemer ist. — Auf einen besondern Satz aus der in 
Rede stehenden Abhandlung komme ich weiter unten zu sprechen. 

Legt man den Nachdruck, statt auf die Matrix der Coefficienten, 
auf die lineare Transformation selbst, so bemerkt man, dass lineare 
Transformationen, die zu einem Zahlensystem Veranlassung geben, 
eine Gruppe bilden. Der erste Hinweis auf die Gruppeneigenschaft 
der Zahlen eines Systems ist wohl die vielgenannte Stelle bei Herrn 
Poincaré***), Ausfihrliche Darlegungen der Beziehungen von Zahlen- 
systemen zu Transformationsgruppen sind insbesondere gegeben in 
2 Abhandlungen der Herren Scheffers+) und Study77). Von In- 
teresse ist noch ein fernerer Punkt. Die algebraische Form, in die 
die Grunddefinitionen der Kigenschaften complexer Zahlensysteme her- 
kémmlicher Weise eingekleidet werden, geht auf die Fassung von 
Kigenschaften des gewdhnlichen complexen Systems. und der Quater- 
nionen zuriick. Die Erkenntniss der allgemeinern Form, die der 


*) Cayley, A memoir on the Theory of Matrices. Phil. Trans. vol. 148. 
1858, pg. 17 ff. Erwihnt werden miissen auch: Laguerre, Sur le calcul des 
systémes linéaires. Journ. de l’Ecole pol, t. 25. 1867 und die Arbeit von Fro- 
benius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. Crelle’s Journ. 
Bd, 84. 1877. 
**) §, hierzu Ed. Weyr, Sur la réalisation des systémes associatifs de quan- 
tités complexes & l'aide des matrices. Prager Sitzungsber. 1887, pg. 616 ff. 
***) Poincaré, Sur les nombres complexes. Comptes rendus t. 99, 1884, pg. 740. 
+) Scheffers, Zur Theorie der aus m Haupteinheiten gebildeten complexen 
Gréssen, Ber, d. Siichs. Ges. d. W. 1889, pg. 290 ff. 
tt) Study, Complexe Zahlen und Transformationsgruppen. Ber. d. Siichs, 
Ges. d. W. 1889, pg. 176 ff, 
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Addition vermége des associativen und commutativen Gesetzes zu- 
kommt, ergiebt sich erst aus der Theorie der Transformationsgruppen. 
Es bildet aber, wie Herr Schur*) gezeigt hat, der tiblich gewordene 
Ausdruck die ,,canonische Form“ des allgemeinen Ausdrucks. 

Berechnungen und Aufziihlungen von Zahlensystemen sind unter- 
nommen worden von B. Peirce**), von Herrn Study***) und 
von Herrn Schefferst). Peirce giebt Tabellen von Zahlensystemen, 
nach den Anzahlen der Grundzahlen geordnet, erkennt iibrigens die 
Unzulinglichkeit dieses Standpunktes ausdriicklich an. Zahlensysteme 
mit eindeutiger Division und ohne solche werden von ihm als gleich- 
werthig erachtet. Bei Herrn Study und Herrn Scheffers treten die 
Zahlensysteme ohne eindeutige Division, mehr den Forderungen der 
Gruppentheorie entsprechend, in den Hintergrund. Vollstiindig auf- 
geziihlt werden von Herrn Study alle Zahlensysteme mit 4 und weniger 
Kinheiten, wodurch Liicken, die bei Peirce sich finden, ausgefiillt 
werden. Ich habe mehrfach Gelegenheit gehabt, den Werth dieser 
Tabellen schiitzen zu lernen. Herr Scheffers geht einen Schritt weiter, 
insofern er Regeln sucht, mit Hilfe deren aus den Zahlensystemen 
mit geringerer Anzahl von Grundzahlen solche mit grésserer Anzahl 
von Grundzahlen herzuleiten sind. Die Methode ist geeignet, alle 
Zahlensysteme zu finden, aber der Nachweis ist ungeniigend gefihrt; 
es hiitte gezeigt werden sollen, dass auch diejenigen Bedingungen, die 
der Discussion nicht unterworfen worden sind, einander nicht wider- 
sprechen.;7) Seine Eintheilung der Zahlensysteme in Kegelschnitt- 
systeme und Nichtkegelschnitisysteme lisst sich tibrigens wohl ver- 
wenden zu Zwecken, auf die ich sogleich komme. 

Herr Lie+}+) lenkt gelegentlich die Aufmerksamkeit auf Zahlen- 


*) Schur, Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen 
Zahlen, Math, Ann, Bd. 33. 1888, pg. 99 ff. 
**) B. Peirce, Linear Associative Algebra. Wash, 1870 und Am. Journ, of 
Math. vol. 1V. 1881, pg. 97 ff. 
***) Study, Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen 
Gréssen. Gdtt. N. 1889, pg. 237 ff. 
+) Scheffers, Berechnung von Zahlensystemen. Ber. d. Siichs. Ges, d. W. 
1889, pg. 400 ff. 
+t) In einer neuern Abhandlung: Zuriickfiihrung complexer Zahlensysteme auf 
typische Formen, in den Math, Ann., behandelt Herr Scheffers das gleiche 
Thema, Die Theorie der Nichtkegelschnittsysteme ist weiter als friiher durch- 
gefiihrt, — Seinen friihern Beweis aber, dass jedes ,,Kegelschnittsystem“ auch 
»Quaternionsystem“ sei, erkliirt Hr. Scheffers fiir ungeniigend. Die Ursache des 
Misslingens dieses Beweises liegt darin, dass Hr. Scheffers den nicht richtigen 
Satz zu beweisen sucht, jede Kegelschnittuntergruppe sei Untergruppe einer 
Quaternionuntergruppe. (Mai 1892.) 
tit) Lie, Ueber irreductible Beriihrungstransformationsgruppen. Ber, d, 
Sachs. Ges. d, W. 1889, pg. 326. 
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systeme, deren zugeordnete Gruppe G, eine einfache Untergruppe 
G,-1 besitzt. Diess sind dieselben Zahlensysteme, die ich im folgenden 
urspriingliche Zahlensysteme nenne. Ich gehe allerdings von einer 
andern Definition aus; ich charakterisire sie dadurch, dass, wie auch 
die Productgleichungen eines solchen Zahlensystems transformirt werden 
mégen, unter diesen niemals die Productgleichungen eines Zahlensystems 
mit weniger Grundzahlen anzutreffen sind. Herr Lie hat bemerkt, dass 
solche Zahlensysteme mit 5, 6, 7, 8 Grundzahlen nicht existiren. 

Meine Untersuchungen ergeben nun den Satz, dass jedes urspriing- 
liche Zahlensystem nur eine quadratische Anzahl von Grundzahlen be- 
sitet, und weiter, dass die einem solchen zugeordnete Gruppe identisch 
mit der Parametergruppe der allgemeinen linearen und homogenen Gruppe 
ist. In anderer Ausdrucksweise heisst dies: jedes urspriingliche Zahlen- 
system wird durch eine quadratische Matrix repriasentirt, deren Elemente 
von einander unabhiangig sind. 

Ein weiteres Hauptergebniss meiner Arbeit besteht in der Auf- 
findung einer Normalform fiir jedes Zahlensystem. Diese Normalform 
gestattet alle Zahlensysteme derart in Classen einzutheilen, dass alle, 
unendlich vielen, Systeme jeder Classe durch ein System der Classe 
bestimmt sind. Jeder Classe gehirt ein einziges nach Scheffers’scher 
Terminologie ,,Nichtkegelschnittsystem“ an, so dass die Nichtkegel- 
schnittsysteme Reprdsentanten aller Classen von Zahlensystemen werden. 
In dieser Classification reprasentirt das gewéhnliche Zahlensystem die 
Classe der urspriinglichen Zahlensysteme. 

Uebrigens muss ich bemerken, dass ich Herrn Lie’s Definition der 
urspriinglichen Zahlensysteme, sowie den Ausdruck ,,Nichtkegelschnitt- 
system“ nur an dieser Stelle gebrauche, zur grésseren Verdeutlichung 
meiner Resultate fiir diejenigen, denen diese Terminologie vertraut 
ist; im Verlaufe meiner Arbeit komme ich an keiner Stelle auf diese 
Ausdrucksform und die damit verbundenen Vorstellungen zuriick. 

Ich habe eine Eintheilung meiner Abhandlung in vier Abschnitte 
volizogen, von denen der erste die allgemeine Discussion der Product- 
gleichungen eines Zahlensystems bezweckt, wiihrend der zweite der 
Hauptsache nach die urspriinglichen Systeme, der dritte die zu Zahlen- 
systemen gehérigen Gruppen und der vierte die Matrixdarstellung be- 
handelt. Eingeleitet wird jeder Abschnitt von einem Paragraphen, 
der ein Résumé bereits bekannter Theorien bildet. Es schien diess 
Verfahren am geeignetsten die Einheitlichkeit der Untersuchungen zu 
wahren. Den Eingang des ersten Abschnitts bildet eine in der her- 
kémmlichen Form gehaltene Darstellung der Definitionen und wesent- 
lichsten Eigenschaften der Zahlensysteme; im dritten Abschnitt ist 
iiber das unentbehrlichste aus Herrn Lie’s Theorie der stetigen Trans- 
formationsgruppen referirt worden, im vierten tiber die Haupteigen- 


i 
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schaften der Matrices. Etwas mehr habe ich tiber den zweiten Ab- 
schnitt zu sagen. Von den Siitzen des ersten Paragraphen dieses 
Abschnitts ist der erste von Herrn Cayley in der schon genannten 
Abhandlung vom Jahre 1858 ohne Beweis mitgetheilt worden; Beweise 
desselben sind hernach von Herrn Sylvester*), Herrn Ed. Weyr**) 
und andern gegeben worden. Der zweite Satz geht, wie ich glaube, 
auf Herrn Killing***) zuriick. Auf Grund dieser Sitze ergiebt sich 
fiir den zweiten Abschnitt als Fragestellung ein Eliminationsproblem, 
aihnlich demjenigen, das sich Herr Killing?) gestellt hat. Der Zweck 
der Entwicklungen ist, auf Grund von Irreductibilititsbetrachtungen 
zu erweisen, dass ein urspriingliches Zahlensystem eine quadratische 
Anzahl von Grundzahlen besitzt. Dann ist der weitere Satz tiber die 
urspriinglichen Zahlensysteme eine sehr einfache Folgerung aus dieser 
Eigenschaft. In den Bezeichnungen weiche ich an einigen Stellen von 
Herrn Killing ab. Ich habe mir gestattet, eine von ihm _,,charakte- 
ristische Gleichung genannte Gleichung nach seinem Namen zu be- 
nennen und jene Bezeichnung auf zwei andere Gleichungen anzuwenden. 
Ausserdem sollte der Name ,,Ranggleichung“ nicht so sehr an Herrn 
Killing’s Rangbegriff erinnern; in dem von mir gemeinten Sinne wire 
der Rang eines Zahlensystems identisch mit der Anzahl der linear 
unabhingigen Potenzen einer Zahl. 
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I. Abschnitt. 
Zahlensysteme und bilineare Formen. 


§ 1. 

Definition der Zahlensysteme und unmittelbare Folgerungen. 

Sind ¢, ...¢, die r Grundzahlen, aus denen ein Zahlensystem hergeleitet 
wird, so wird jede Zahl x des Systems in folgender Weise geschrieben: 
(1) La L,C, +--+ + Gren 

Die Gréssen 2, ...2%, sind gewodhnliche, reelle oder complexe 
Zahlen; sie mégen die Parameter der Zahl « heissen. Als Basis des 
Zahlensystems werde die Gesammtheit der Zahlen e, ...e, bezeichnet. 

Addition zweier gegebener complexer Zahlen ist definirt als Bildung 
einer complexen Zahl, deren Parameter die Summen der entsprechenden 
Parameter der vorgelegten Zahlen sind. Ist also 
(2) w= Hye, +--+ + tren, 
Y= "U4 +: “+ Yn€ny 


so ist ihre Summe: 


(3) By = (+) ey +++ + Gn + Yn) One 
Subtraction ist die zur Addition inverse Operation; es ist 
(4) &— y = (%, — 91) & + + Wn — Yn) Cw 


Multiplication einer complexen Zahl mit einer gewéhnlichen Zahl 
ist die Multiplication aller Parameter der complexen Zahl mit der ge- 
wohnlichen Zahl. 

In Stelle von ¢,...¢, kénnen jede beliebigen m vou einander linear un- 
abhingigen Zahlen e,’...¢,' des Systems als Grundzahlen gewihlt werden. 
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(5) ef = >) aie (t, Kamel... m) 
i 


m derartige Zahlen, so verschwindet die Determinante 
| ee; | (¢, K=1...m) 

nicht. Werden diese als Grundzahlen gewihlt, so erhalt die Zahl 
% = Hey +++ + Tnln 


die Form — 

Ye ess + Ynen’ 
und die Parameter x,-+-+2, lassen sich durch y,...y, in folgender 
Weise darstellen : 


(6) m= > cing (i, ha 1--- 0). 
k 


Hine Verinderung der Basis eines Zahlensystems ist also gleich- 
bedeutend mit einer linearen Transformation der Parameter jeder dem 
Zahlensystem angehérigen Zahl. — 

Beziiglich der Bildung eines Productes aus complexen Zahlen gilt 
das distributive Gesetz: 


(7) (@+y) (w+) —autavtynt yo 
und das associative Gesetz 
(8) (au)-v—=2- (uv), 


wihrend vom Bestehen eines commutativen Gesetzes ausdriicklich ab- 
gesehen wird. 

Das distributive Gesetz der Multiplication verlangt, dass das Product 
zweier complexer Zahlen eine Zahl sei, deren Parameter sich als bilineare 
Formen darstellen, die mit Hilfe coustanter Gréssen aus den beiden 
Reihen der Parameter der Factoren gebildet sind. Setzt man 


(9) x’ = £U, 

so lassen sich #,’...,' durch die Gleichungen 

(I) “= a Ae LeU (4, ky tel... m) 
kt 


darstellen*), die die Productgleichungen des Zahlensystems heissen* 
mégen. Das associative Gesetz der Multiplication findet seinen Aus- 
druck in den Bedingungsgleichungen 


(Il) > ain aii => Gis Qim (i, ky 1, m,s—=1...n), 








*) Der eine der 3 Indices jedes Coefficienten ist nach oben geschrieben 
worden. Dass spliter gelegentlich symbolische Potenzen in ebenderselben Weise 
geschrieben werden, wird hoffentlich zu Verwechselungen keine Veranlassung 
geben. 
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denen die constanten Coefficienten der Gleichungen (I) unterworfen 
sind. 

Die Division als zur Multiplication inverse Operation wird durch 
Auflésung der Gleichungen (I) nach 2, ... 2%, oder nach wu, ... Un 
vollzogen; damit dieselbe im Allgemeinen eindeutig sei, ist es nothwendig, 
dass keine der beiden Determinanten 


(II) > aism|, > isn G, & tai... 2) 
t k 


identisch verschwinde. — 

Der Begriff einer Potenz als eines Products einer Anzah) gleicher 
Factoren lasst sich zugleich mit der Bezeichnungsweise auf complexe 
Zahlen iibertragen. So lasst sich schreiben: 


2a LL 


a = wl (yam 3, 4...) 
und es gilt die Gleichung: 
(10) DUTY ame OH + BY, 
Demzufolge werden auch lineare Formen, gebildet aus den Potenzen 
einer Zahl x, so mit einander sich multipliciren lassen, als wiren sie 


ganze rationale Functionen einer gewohnlichen verainderlichen Grésse. — 
Aus der Forderung der Eindeutigkeit der Division folgt: 


Satz 1. In jedem Zahlensystem giebt es eine feste Zahl u°, die 
jede Gleichung 


(11) c= zu? 
und ebenso jede Gleichung 

(12) to we 
befriedigt. 


Denn ist die Zahl z so beschaffen, dass keine der Determinanten 
(III) fiir dieselbe verschwindet, so muss diejenige Zahl u®, die der 
Gleichung 
(13) eeu 
gentigt, auch jeder Gleichung 

t= eu? 
geniigen, da sich immer eine Zahl y finden laisst, dass « = ye wird. 


Desgleichen folgt aus (14) durch Multiplication mit einer beliebigen 
Zahl a: 


2a = Un 
und wenn durch ¢ dividirt wird: 


c= wun. 








a ERT 

















Ueber Systeme hiherer complexer Zahlen. 


Schreibt man die Zahl w°: 
uo = (wu), a + otha + (uw), Cn, 


so bestehen die beiden Gleichungensysteme: 


x; = >" ainte (w) (t, ky b= 1... m) 
kyl 


x= >) ais(whee (i, ky D1... m) 
kt 


unbeschrankt. Dies giebt das 


Corollar. Die Parameter der Zahl u° befriedigen die beiden 
Systeine von Gleichungen 


>) aise = Bix (i,k, lol... n), 
t 
(14) 
a Gix(u), =O, (t,k, bt... m). 
t 
Hier bezeichnet 0;,, wie tiblich die Null oder Eins, je nachdem i und k& 
verschieden oder gleich sind. 
Kann durch die Zahl wu dividirt werden, so giebt es eine Zahl @, 
die der Gleichung 


(15) i.u=w? 


gentigt; diese mag als zu wu reciproke Zahl bezeichnet werden. Sie 
gentigt auch der Gleichung 

(16) u.%=vw’, 

wie man sieht, wenn man (15) mit w @inerseits multiplicirt, und 
andererseits dividirt. 

Die Zahlen u° und % lassen sich fiiglich auch als nullte und erste 
negative Potenz von u betrachten. — 

Die Darlegungen dieses einleitenden Paragraphen lassen erkennen, 
wodurch die Unterschiede zwischen verschiedenen Zahlensystemen be- 
dingt sind. Charakteristisch fiir ein Zahlensystem sind die bestindigen 
Gréssen, mit Hilfe deren das Product zweier Zahlen des Systems ge- 
bildet wird, also die Coefficienten der mit (I) bezeichneten Gleichungen. 
Es bildet jedes System von Gleichungen (I), dessen Coefficienten den 
Bedingungen (II) und (III) unterworfen sind, das System der Product- 
gleichungen eines Zahlensystems. Gleichheit der Productgleichungen 
zweier Zahlensysteme bedingt, wofern nicht ausdriicklich eine andere 
Unterscheidung vorliegt, die Gleichheit der Zahlensysteme selbst. 

Eine Verainderung der Basis eines Zahlensystems bewirkt eine 
lineare Transformation der Parameter jeder dem Zahlensystem an- 
gehérigen Zahi; auf die Productgleichungen des Zahlensystems wirkt 
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sie derart, dass die drei Reihen der Parameter 2%,’ ... 2,3 2... 2n} 
U, ..-+ U, gleichzeitig einer und derselben linearen Transformation 
unterworfen werden. 

Betrachtet man auch solche Zahlensysteme als gleich, deren 
Productgleichungen durch Aenderung der Basis des einen Systems 
gleich werden, so liasst sich die Aufgabe, alle Zahlensysteme anzu- 
geben, dahin formuliren, dass alle Systeme von Gleichungen (I), deren 
Coefficienten den Bedingungen (ITI) und (III) unterliegen und die durch 
lineare Transformationen, die gleichzeitig auf alle drei Reihen von 
Parametern ausgefiihrt werden, nicht in einander tibergehen , angegeben 
werden sollen. 

Um diese Aufgabe lésen zu kénnen, hat man eine Normalform 
des Systems der Gleichungen (I) zu definiren; eine solche auf Grund 
der allgemeinen Eigenschaften der Zahlensysteme aufzufinden, damit 
beschaftigt sich die ganze folgende Untersuchung. Es zeigt sich, dass 
die schliesslich gefundene Normalform allgemein genug ist, um die 
miihelose Aufstellung aller Zahlensysteme zu ermdglichen. 


§ 2. 
Die begleitenden Zahlensysteme. 

Jedes System von Gleichungen 
(1) ai = >) ais ae (¢,k, tml... n), 

kt 
dessen Coefficienten den Bedingungen 
(2) Ps Gsm Oks = P Gis Qin (i,k, 1, m,s—1...n) 
geniigen und so beschaffen sind, dass keine der Determinanten 
(3) 2 Ges th|, 2 it Xe (¢, kh, tol... mn) 
identisch verschwindet, lasst sich als System der Productgleichungen 
eines Zahlensystems betrachten und kann in diesem Sinne als zu einem 
Zahlensysteme gehérig bezeichnet werden. Diese Bemerkung veranlasst 
eine Begriffsbildung mit Hilfe folgenden Satzes: 

Satz 2. Léisst sich die Basis eines Zahlensystems so wiihlen, dass 
die r ersten Parameter des Productes zweier Zahlen bilinearen Formen 
gleich sind, die ausschliesslich mit Hilfe der r ersten Parameter der 
Factoren gebildet sind, so gehiren diese r Gleichungen einem Zahlen- 
system Zu, 


Denn falls die Productgleichungen des gegebenen Zahlensystems 
die Form 
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a= > Ai, yp Uy (i,k, l—=1... 47) 
kyl 


’ f ¢@enl...nm—Pr 
Tne = > agt' ant hen? u ) 
— : baal 


(4) 


besitzen, so gehen die Gleichungen (2) fiir i << ++ 1 unmittelbar in 
die Gleichungen 


: 8 ; 8 * 
> Asm Aki = > Gisdim (i, k,l, mys—=1... 4) 
s 


iiber. Desgleichen ist die eindeutige Auflésbarkeit der r ersten Glei- 
chungen (4) nothwendige Bedingung der eindeutigen Auflésbarkeit des 
Systems aller Gleichungen (4). Die r ersten Gleichungen (4) gehéren 
somit zu einem Zahlensystem mit + Grundzahlen. Construirt man 
dieses Zahlensystem, so ist jede Zahl desselben durch eine Zahl des 
gegebenen Systems eindeutig bestimmt. 

Ein solches Zahlensystem soll als ein das gegebene System beglei- 
tendes bezeichnet werden. 

Es ergeben sich aus dieser Definition unmittelbar folgende Be- 
merkungen : 

1) Besitzt ein Zahlensystem, das ein gegebenes Zahlensystem 
begleitet, ebenso viel Grundzahlen wie dieses, so ist es mit ihm 
identisch. 

2) Ein Zahlensystem, das ein begleitendes System eines gegebenen 
Zahlensystems begleitet, begleitet auch das gegebene Zahlensystem. 

3) Unter den begleitenden Systemen eines jeden Zahlensystems 
muss ¢s ein solches geben, das von keinem weitern System ausser 
von sich selbst begleitet wird. 

Jedes Zahlensystem, das, ausser sich selbst, kein begleitendes Zahlen- 
system besitet, soll ein urspriingliches Zahlensystem genannt 
werden. — 

So lange ein Zahlensystem noch in beliebiger Form vorliegt, sind 
die Parameter einer Zahl eines begleitenden Systems lineare Formen 
der Parameter der entsprechenden Zahl des gegebenen Systems. Sind 
bei einem gegebenen Zahlensysteme mehrere begleitende Systeme vor- 
handen, so sind die Beziehungen letzterer zu einander in’s Auge 
zu fassen. Diese sind Gegenstand folgenden Satzes: 

Satz 3. Bestehen swischen den Parametern der Zahlen sweier 
begleitender Zahlensysteme eines gegebenen Systems genau q lineare 
Relationen, so besitzen die beiden begleitenden Systeme ein gemeinsames 
begleitendes System mit q Grundeahlen. 

Ist die Basis des gegebenen Zahlensystems beliebig gewihlt, und 
besitzt das eine begleitende Zahlensystem + Grundzahlen, das andere 
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s-+q Grundzahlen, so seien die Parameter der der Zahl a ent- 
sprechenden Zahl des einen begleitenden Systems die linearen Formen 


(5) yi >) cin te (Sar l...7; kool... m) 


k 


und die Parameter der entsprechenden Zahl des andern begleitenden 
Systems: 


6) = > Bate (Gm... stg; kal... nm). 
k 
Bestehen nun die g linearen Relationen 


(1) Swe >) ns (ha d...gs iL... G1... 8 +9) 
i j 


zwischen den Parametern y, ... y- und 4, ... 249, so sind die q 
linearen Formen von 2, . . . Xn 


D> waitin, (hoe d...g; = 1...7; Bal... m) 
i,k 


gleichzeitig zur Bildung von y,... y, und 4, ... 24, verwandt worden. 
Man kann dann die Basis des Zahlensystems so wihlen, dass diese 
Formen gerade x, ...%, werden; die tibrigen zur Bildung von y, ... y, 
gebrauchten Formen kénnen, als von jenen unabhingig als Parameter 
%o41--- 2%, und die iibrigen zur Bildung von ¢,... 2,4;, verwandten, 
als von den bisherigen ebenfalls linear unabhiingig als Parameter 
Lppi++.0r4_ gewahlt werden. 
Dann sind von den Productgleichungen des Zahlensystems 


ai = >) asa uy (i,k, L=1...n) 
kt 


die r ersten Gleichungen Productgleichungen des einen begleitenden 
Zahlensystems: es sind also z,'...z, bilineare Formen nur von 2, ... #, 
und u,...u,. Desgleichen bilden die g ersten Gleichungen zusammen mit 
der r-++-1' bis zur r-+s'e" Gleichung die Productgleichungen des andern 
begleitenden Systems, es sind also 2,...%,, X41... %4s bilineare 
Formen nur von 2, ... 2% Urpi- ++ Arps UNA My... Ug, Urq + rts 
Dann sind aber z,...%, nur aus 2,...%, und u,...%, gebildet; 
es definiren also die qg ersten Productgleichungen des Zahlensystems 
ein begleitendes System und zwar ein solches, dass jedes der beiden 
gegebenen begleitenden Systeme begleitet. 

Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 


Satz 4. Haben zwei begleitende Systeme eines gegebenen Zahlen- 
systems ein gemeinsames begleitendes System mit q Grundzahlen, doch 
keines mit mehr als q Grundzahlen, so bestehen swischen den Para- 
metern entsprechender Zahlen derselben genau q lineare Relationen. 





—— = mat 
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Es haben die entsprechenden Zahlen der beiden gegebenen be- 
gleitenden Systeme die gq Parameter der entsprechenden Zahl des ge- 
meinsamen begleitenden Systems gemein, wodurch qg Relationen bereits 
gegeben sind; sollten ausser diesen noch weitere Relationen vorhanden 
sein, so liesse sich nach dem vorigen Satze ein gemeinsames beglei- 
tendes System mit mehr als g Grundzahlen finden, was gegen die 
Voraussetzung ist. 

Im Speciellen hat man 


Corollar: Haben zwei begleitende Systeme eines Zahlensystems 
kein gemeinsames begleitendes System, so sind die Parameter entsprechen- 
der Zahlen derselben linear von einander unabhingig. — 


Man kann des weitern das gegenseitige Verhalten dreier oder 
mehrer begleitender Systeme betrachten; doch ist es fiir die nichsten 


Zwecke tiberfliissig, mehr zu zeigen als die Richtigkeit des folgenden 
Satzes: 


Satz 5. Haben von mehreren begleitenden Systemen eines Zahlen- 
systems keine zwei ein begleitendes System gemein, so sind die Para- 
meter entsprechender Zahlen aller dieser Systeme von einander linear 
unabhiingig. 

Es seien 2,...%, die Parameter der der Zahl x entsprechenden 
Zahl eines der begleitenden Systeme, x,,1...2%, die der entsprechenden 
Zahl eines andern dieser begleitenden Systeme. Setzt man dann 2’ =u, 
so wird jede lineare Form von «,’... %, die Summe einer bilinearen 
Form von 2 ...2%,, u,..., und einer bilinearen Form von 2,4... 2s, 
Upja...Us Sein, Fiir ein drittes begleitendes System seien y, ... y 
die Parameter derjenigen Zahl, die der Zahl « entspricht; es sind also 
Y, ++. Yq lineare Formen von %,...%». Ersetzt man in irgend einer 
linearen Form von y,...y, die Zahl ~ durch die Zahl x’ = wu, so 
geht diese Form in eine bilineare Form von y,...y, und 4%... v%, 
iiber, wo v,...v, die Parameter der der Zahl u entsprechenden Zahl 
sind; diese bilineare Form ist zugleich als bilineare Form von 2%, ... 2%» 
und u,...%, darstellbar. Dadurch dass fiir « irgend eine bestimmte 
Zahl gewahlt wird, wird die bilineare Form wieder eine lineare Form 
VON 2... 2X, Oder Y; ... Yo: 

Sollte es eine lineare Form von y,...¥Y, geben, die als lineare 
Form blos von 2,...2%, oder blos von 2%41...%, sich darstellen 
lisst, so besiisse nach dem 3. Satz das dritte begleitende System mit 
einem der beiden ersten begleitenden Systeme ein gemeinsames be- 
gleitendes System. Soll dies aber nicht stattfinden, so liesse sich doch 
noch denken, dass irgend eine lineare Form von y,... y, durch 
“,...%, darstelibar sei. Ersetzt man dann x durch das Product ru, 
so geht diese lineare Form in die Summe einer bilinearen Form von 
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Hy ...Up} Uy... und einer bilinearen Form von 241...%s3 Urpi.+-Us 
iiber. Man kann dann wu so wiihlen, dass u,41...&, verschwinden, 
Es wird dann die bilineare Form zu einer linearen Form nur von 
%,...2%, und diese ist zugleich lineare Form von y,...Y,- Dadurch 
wire aber wiederum ein gemeinsames begleitendes System des ersten 
und dritten begleitenden Systems nachgewiesen; damit kein solches 
vorhanden sei, miissen y, ... y, von 2%, ... %, sonach linear unab- 
hingig sein. Damit ist der Satz fiir drei begleitende Systeme bewiesen ; 
man erkennt, dass durch Wiederholung derselben Schlussweise derselbe 
leicht auf mehr als drei begleitende Systeme erstreckt werden kann. — 

Insbesondere besitzt dieser Satz Bedeutung fiir die begleitenden 
urspriinglichen Systeme eines Zahlensystems; dies sind diejenigen be- 
gleitenden Systeme, die nach einer oben angegebenen Definition ausser 
sich selbst keine weiteren begleitenden Systeme besitzen. Gemiiss dem 
Satz 5 sind die Parameter der der Zahl x entsprechenden Zahlen aller 
dieser Systeme linear unabhiingig von einander. Man hat also zum 
Satz 5 das Corollar: 

Corollar. Die Basis eines jeden Zahlensystems kann so gewdhlt 
werden, dass die r, ersten Productgleichungen die Productgleichungen 
eines der begleitenden urspriinglichen Systeme werden, die r, folgenden 
die eines zweiten und so fort, bis unter den Productgleichungen des 
gegebenen Systems sich die Productgleichungen eines jeden begleitenden 
urspriinglichen Systems vorfinden. 

Die Kenntniss der begleitenden urspriinglichen Systeme ist noth- 
wendig fiir die Aufsuchung aller begleitenden Systeme; sie ist auch 
wichtig fiir die Untersuchung des Zahlensystems selbst. 

Der nichste Paragraph wird die Kriterien bringen, aus denen ge- 
schlossen werden kann, ob ein Zahlensystem urspriinglich ist oder nicht. 


§ 3. 
Formen mit Polareigenschaft. 
Eine lineare Form der Parameter der Zahl «’: 
(1) 9 (@) = Gh ++ +++ gnXn 


geht, wenn 2 durch das Product der Zahlen x und w ersetzt wird, 
in eine bilineare Form 


(2) g (au) -> Ji Ger Xe (6, ky bam 1...) 
i,k,t 
der Parameter z,... 2%, und u,...%, tiber. Die beiden Formen (1) 


und (2) bestimmen einander gegenseitig; sie sollen als einander ent- 
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sprechende Formen bezeichnet werden; jede der beiden werde als eine 
dem Zahlensystem 


{= > Oe LyUy (i,k, l==1...m) 
kt 


entstammende Form bezeichnet. 

Da eine lineare Transformation von «,'..., nichts anderes als 
eine Aenderung der Basis des Zahlensystems ist, so wird eine bilineare 
Form, die einem Zahlensystem entstammt, diese Eigenschaft beibehalten, 
wenn beide Reihen ihrer Veriinderlichen gleichzeitig einer und der- 
selben linearen Transformation unterworfen werden. — 

Werden in der Form 


g (xu) =>) gidis xet, (t, kh, ba 1... m) 


i,k, t 


die Gréssen g, ... gn so gewihlt, dass: 
(3) > 9:(aii— air) =0 (i,kl=1...n) 


ist, so bildet die Form (2) die Polare einer quadratischen Form; sie 
werde dann als dem Zahlensystem entstammende Form mit Polar- 
, eigenschaft bezeichnet. Discriminante der Form mit Polareigenschaft 
werde die in Gestalt einer Determinante n'" Grades geschriebene Discri- 

; minante derjenigen quadratischen Form genannt, deren Polare die 
, Form mit Polareigenschaft bildet. 

Zuniichst ist zu beweisen: 
- Satz 6. Jedem Zahlensystem entstanimt mindestens eine Form mit 
. Polareigenschaft. 

Die Form 


(4) P A Qi,%,% (i,8,k, l= 1--. mn) 


i, k,4,8 


ist eine solche; dies folgt unmittelbar aus den Gleichungen II: 


' i 8 i . 
: > Asm Akt = > Ak sAim (i, k,l, m,s—=1...) 
8 8 


d, : wenn m==7 gesetzt und iiber ¢ summirt wird. Dass die Form (4) 
; nicht identisch verschwindet, sicht man ein, wenn man xu = w° setzt, 
Nach dem Corollar des Satzes (1) ist: 
> cise = On (i, V1...) 
,& 
) ‘ es wird also fiir zu = die Form (4) den Werth m» erhalten, — 


Die einem Zahlensystem entstammende bilineare Form g(x) ist 
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eine lineare Form der Parameter von xu. Ersetzt man die Zahl u 
durch das Product vw, so entsteht aus der Form eine trilineare Form 


(5) g(xvw). 
Diese kann einerseits als bilineare Form der Parameter von «x 
und vw, anderseits als die nimliche bilineare Form der Parameter von 


xv und w betrachtet werden, zufolge des associativen Gesetzes der 
Multiplication. Es ist also 


(6) g(z@.vw)=—g(rv.w). 
Besitzt die Form g(xu) Polareigenschaft, so folgt hieraus, dass 


die trilineare Form (5) bei den cyklischen Vertauschungen von 2, v, w 
ungeindert bleibt, insbesondere die Gleichheit der Formen 
(7) g(a. vw) =g(w.x2v) =—g(v. wz). — 

Die Gesammtheit aller einem Zahlensystem entstammenden Formen 
mit Polareigenschaft wird durch Auflésung der Gleichungen (3) nach 
9, -+++Qgn gewonnen. Da nun auch den begleitenden Systemen des 
gegebenen Zahlensystems Formen mit Polareigenschaft entstammen und 
letztere in jener Gesammtheit enthalten sind, so wird die Beziehung 
einer bestimmten Form mit Polareigenschaft zu den begleitenden 
Systemen des niiheren zu untersuchen sein. 

— Es sei g(xu) eine einem gegebenen Zahlensystem entstammende 
Form mit Polareigenschaft; die Unterdeterminanten n — r — 1 Ord- 
nung ihrer Discriminante mégen simmtlich verschwinden, ohne dass 
es alle Unterdeterminanten der nichst héheren Ordnung thun. Dann 


kann durch gemeinsame lineare Transformation von 2, ...%, und 
U,.++U, die Form mit Polareigenschaft in die Gestalt: 
(8) g (xu) => geitim (k,U=1...4r) 

k,l 


gebracht werden. Die damit verbundene Basisiinderung mége die 
Productgleichungen des Zahlensystems in die Form 


(9) Xi = >) aiierm (i,k, bom 1...) 
kt 


gebracht haben. Ersetzt man in der Form mit Polareigenschaft (8) 
w durch vw, so folgt aus den Gleichungen (7) einerseits 


(10) > gree Uy = >) geive(wai) (k, tT—1... r) 
kl kt 


und andererseits: 


(11) > puree Uy =>) giwr(0r), (k, te 1...r). 
kl kl 
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Setzt man nun, mit G;, die Adjuncte von g,, in der Determinante 
\gur|(k, l= 1... 2) bezeichnend, 


2 = >'Gae, (k= 1...9), 
k 
so wird 
g(u)—u, (¢o=1...4). 
Aus der Gleichung (10) folgt dann, dass w, ... u, lineare Formen 


von v,...¥,, aus der Gleichung (11), dass sie lineare Formen von 
w,...W, sind. Die r ersten Productgleichungen fiir « — vw sind also 


(12) w= Saiimw (i,k, b= 1.9); 


sie zeigen, dass das gegebene Zahlensystem ein begleitendes System 
mit + Grundzahlen besitzt, 

Dies begleitende System mag mit Beziehung auf seine Herleitung 
als ein aus der Form mit Polareigenschaft erzeugtes System bezeichnet 
werden. Das Resultat dieser Ueberlegung als Satz gefasst, lautet: 

Satz 7. Verschwinden stimmtliche Unterdeterminanten n — r — 1 
Ordnung der Discriminante einer einem gegebenen Zahlensystem entstam- 
menden Form mit Polareigenschaft, ohne dass alle Unterdeterminanten 
n — 9 Ordnung verschwinden, so erzeugt die Form mit Polareigen- 
schaft ein begleitendes System mit r Grundzahlen. 

Hierzu kommt als Erginzung: 

Satz 8. Jede Form mit Polareigenschaft entstammt dem von ihr 
erzeugten begleitenden System. 

Denn die Form (8) ist bilinear blos in den Parametern der Zahlen 
des von ihr erzeugten Systems a, ... 2, und w ... U,. 

Kine Folge dieser Siitze ist: 

Satz 9. Kin Zahlensystem, dem eine einzige Form mit Polar- 
eigenschaft entstammt und das sich aus dieser erzeugen lisst, ist ein 
urspriingliches. 

Denn besiisse ein derartiges Zahlensystem ein begleitendes System, 
so miisste die Form mit Polareigenschaft auch diesem entstammen, 
miisste also ein begleitendes System des gegebenen Systems erzeugen, 
was gegen die Voraussetzung ist. 

Die Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Satz 10. Einem urspriinglichen Zahlensystem entstammt nur eine 
Form mit Polareigenschaft. 

Denn da ein urspriingliches Zahlensystem kein begleitendes System 
besitzt, so kann jede ihm entstammende Form mit Polareigenschaft 
wieder nur das urspriingliche Zahlensystem erzeugen; die Discriminante 
keiner solchen Form darf also verschwinden. LExistirten nun zwei 

q* 
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Formen mit Polareigenschaft g und h, so liesse sich doch aus ihnen 
eine Form g-+ uh mit verschwindender Discriminante bilden. Da 
dies nicht geschehen darf, so kann nur eine Form mit Polareigenschaft 
vorhanden sein. 


§ 4. 
Anhang. 


Auffindung aller urspriinglichen Zahlensysteme, die ein gegebenes 
System begleiten. 


Die Lésung dieser Aufgabe erfolgt hier anhangsweise, da sie, 
obwohl umfangliche Vorbereitungen erfordernd, zu Betrachtungen, die 
von den vorhergehenden wesentlich abweichen, keine Veranlassung 
giebt. 

Die Untersuchungen des vorigen Paragraphen zeigen, dass die 
Aufgabe, alle urspriinglichen begleitenden Systeme eines gegebenen 
Zahlensystems aufzufinden, zuriickgefiihrt werden kann auf die, die 
erzeugenden Formen mit Polareigenschaft dieser Systeme anzugeben. 

Wie schon erwahnt, kénnen durch Lésung des Systems linearer 
Gleichungen 


DS olair—ais)=0 b= 1... 0) 


alle dem Zahlensystem entstammenden Formen mit Polareigenschaft 


> sith tet (t,k, bal...) 

i,k 
gefunden werden. Es miégen g’...g' ein vollstiindiges System von 
solchen linear unabhingigen Formen bilden. Aus ihnen muss sich 
linear jede andere Form zusammensetzen, insbesondere eine jede, die 
ein bestimmtes urspriingliches begleitendes System erzeugt. 

Zuniichst ist es nothwendig, das Verhalten der begleitenden 
urspriinglichen Zahlensysteme zu den einzelnen Formen g’. . . g‘@) fest- 
zustellen. Dies geschieht folgendermassen : 

Satz a). Es seien g und h zwei Formen mit Polareigenschaft und 
das aus h erzeugte System werde von einem urspriinglichen System 
begleitet, welches das aus g erzeugte System nicht begleitet. Dann wird 
jedes System, welches aus einer Form mit Polareigenschaft h-+- ug erzeugt 
wird, von dem in Rede stehenden urspriinglichen System begleitet. 

Entsprechend dem Satz 3 kann die Basis des gegebenen Zahlen- 
systems so gewihlt werden, dass x,..., die Parameter einer Zahl 
des aus g erzeugten Systems, 2,4,...%, die Parameter einer Zahl des 
urspriinglichen Systems werden. Dann kénnen die Grossen u, .. . a, 
so gewihit werden, dass die Form h# in eine lineare Form von 
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Zpti..-%, allein iibergeht. Die Form h-+ ug geht dabei in eine 
lineare Form von «,...2, tiber, etwa a,2,-+---+ a,z,. Letztere 
ist eine lineare Form der Parameter einer Zahl des aus h + ug 
erzeugten Systems. 

Ersetzt man in dieser linearen Form 2,...2, durch 2... 2;, 
so geht sie, weil x’... mur Von %,...%,, Uy...Up UNd Bid... ay 
nur VON 2p41.++%s} Urzi+.. Us abhiingen, in die Summe zweier 
bilinearer Formen tiber. Diese wird wiederum dadurch, dass u,... a; 
feste Werthe erhalten, eine lineare Form der Parameter einer Zahl des 
aus h + wg erzeugten Systems, also auch insbesondere, wenn u,... ty 
verschwinden, Dann aber ist diese Form blos lineare Form von 
%s41-..- 2, und es besitzen nach Satz 3 das aus h + mg erzeugte System 
und das fragliche urspriingliche System ein gemeinsames begleitendes 
System; dies aber kann kein anderes sein, als das urspriingliche 
System selbst. 

Dann folgt weiter: 


Satz b). Sind g’... g® ein vollstiindiges System linear unab- 
hiingiger einem Zahlensystem entstammender Formen mit Polareigen- 
schaft, und ist ferner f eine Form mit Polareigenschaft, die ein 
bestimmtes begleitendes urspriingliches System erzeugt, so muss min- 
destens eines der aus g’...g) erzeugten begleitenden Systeme von 
dem aus / erzeugten System begleitet werden. 

Denn die Form f muss linear aus g’...g'@) gebildet werden 


kénnen, etwa: 
f= mg’ +eee t+ mi gle), 


Begleitet nun das aus f erzeugte System das aus g) erzeugte System 
nicht, so begleitet es nach Satz a) das aus 
f — m@g) = m'g’ +--+ + me-ge-D 

erzeugte System. Wiirde es auch das aus g\¢—") erzeugte System nicht 
begleiten und so fort, so miisste es doch schliesslich das aus g’ erzeugte 
System begleiten. 

Fiir das weitere bedarf es des Hilfssatzes: 

Satz c). Sind g’...g@) Formen mit Polareigenschaft und ist g 
eine aus ihnen linear zusammengesetzte Form, deren Discriminante 
nicht verschwindet, so giebt es mindestens eine Form von der Gestalt 


9 + wg® mit verschwindender Discriminante. 
Denn g besitzt die Form 


j= mg’ + +++ + m@) gle) 
und die Discriminante dieser Form wird rationale ganze Function von 


m...m@, Von diesen Gréssen muss mindestens eine, etwa m, 
wirklich vorkommen. Setzt man dann die Discriminante von g-+ ug 


=F 


i 
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gleich Null, so erhilt man eine Gleichung in w, die wenigstens eine 
Wurzel pw, besitzt; es verschwindet also die Discriminante von g + ug". 

Satz d). Erzeugt die Form g ein Zahlensystem, dessen volles 
System linear unabhiingiger Formen mit Polareigenschaft von g’... g‘¢) 
gebildet wird, so lisst sich aus jedem Paar g®, g®) dieser Formen 
mindestens eine Form g + ug®*) mit verschwindender Discriminante 
bilden. Ist dann f eine Form, die ein urspriingliches begleitendes 
System erzeugt, so giebt es unter den aus den Formen g) + ug 
mit verschwindender Discriminante erzeugten Systemen mindestens 
eines, das von dem aus f erzeugten System begleitet wird. 

Dies ist sicher richtig, wenn die Discriminanten aller Formen 
g' ...g® verschwinden, da alsdann jedes wu gleich Null gesetzt werden 
kann, und mithin der Satz sich auf den Satz b) reducirt. Andernfalls 
muss die Discriminante wenigstens einer Form, etwa von g'), von 
Null verschieden sein. Sind dann die Formen: 


hO = g® + pl g@ ((—=1---@—1) 
solche, deren Discriminanten verschwinden, und erzeugt keine von 
ihnen ein System, das von dem aus / erzeugten urspriinglichen System 
begleitet wird, so bilden h’...h@—» mit f zusammen ein vollstindiges 


System linear unabhingiger Formen mit Polareigenschaft; es wird sich 
dann g® durch 


g® =f+h 

darstellen lassen, wo h eine lineare Form von hh’... h'@-") ist. Dann 

aber giebt es eine Form h derart, dass die Discriminante von 
f+h+ wh® 


oder, was dasselbe ist, von ug + (1+u)g@ verschwindet, wo u 
eine bestimmte, von Null verschiedene, Grésse ist. Das aus dieser 
Form erzeugte System wird aber nach Satz b) von dem aus / erzeugten 
urspriinglichen System begleitet. 

Satz e). Erzeugt die Form g ein Zahlensystem mit g unabhingigen 
Formen mit Polareigenschaft, und die Form h, deren Discriminante 
verschwindet, ein begleitendes System desselben, so entstammen 
letzterem weniger als g unabhiingige Formen mit Polareigenschaft. 

Denn das aus h erzeugte System besitzt nach dem 7. Satze weniger 
Grundzahlen als das aus g erzeugte; ihm kann somit die Form g 
nicht entstammen, weil es sonst von dem aus g erzeugten System 
begleitet wiirde. 

Es ist nach diesen Siitzen zur Gewinnung der ein gegebenes Zahlen- 
system begleitenden urspriinglichen Systeme folgendermassen zu ver- 
fahren, Man sucht ein volles System linear unabhiingiger dem ge- 
gebenen Zahlensystem entstammender Formen mit Polareigenschaft 
g ..-g'® auf. Jede dieser Formen erzeugt ein begleitendes System S,, 





Se ee 
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dem héchstens g Formen mit Polareigenschaft entstammen. Zu jedem 
dieser Systeme bildet man das vollstindige System der Formen mit 
Polareigenschaft h’...h®. Dann bildet man alle Formen h + wh, 
deren Discriminanten verschwinden. Jede dieser Formen erzeugt ein 
begleitendes System S,1, dem hiéchstens g —1 Formen mit Polar- 
eigenschaft entstammen. Es wird mindestens eines der Systeme S,, 
also auch mindestens eines der Systeme S,_; von einem bestimmten 
urspriinglichen System begleitet, das das gegebene System begleitet. 
Mit den Systemen §,-; ist in derselben Weise zu verfahren; man 
erhilt Systeme Sp. mit héchstens g@ — 2 Formen mit Polareigenschatt. 
So fortfahrend gelangt man schliesslich zu Systemen S,; mit nur einer 
Form mit Polareigenschaft. Jedes von diesen, als aus der ihm ent- 
stammenden Form mit Polareigenschaft erzeugt, ist nach dem 9'" 
Satze ein urspriingliches; und zwar wird man so, wie leicht zu sehen 
ist, alle urspriinglichen Systeme, die das gegebene System begleiten, 
erhalten haben. 

Lisst sich auch die Behandlung der in diesem Paragraphen ge- 
stellten Aufgabe in vielen Stiicken vereinfachen, so ist doch das 
Wesentlichste erreicht dadurch, dass gezeigt wurde, wie den Product- 
gleichungen eines Zahlensystems diejenige Form ertheilt werden kann, 
von der am Schluss des zweiten Paragraphen die Rede ist. Nimlich 
nachdem alle urspriinglichen begleitenden Systeme gefunden sind, kann 
der Basis des gegebenen Zahlensystems eine solche Form ertheilt 
werden, dass unter den Productgleichungen des gegebenen Systems 
sich die Productgleichungen aller begleitenden wrspriinglichen Systeme 
vorfinden. 


If. Abschnitt. 
Zahlensysteme und algebraische Gleichungen. 
§ 1. 
Lehnsatze. 


Die Grundlage der weiteren Untersuchungen bilden zwei Deter- 
minanteusiitze, deren Beweis an dieser Stelle gegeben sei. 
Die Bedingung dafiir, dass die Gleichungen 


(1) 0 X; = > bina (,h—o=1...0) 
k 


ein nicht verschwindendes Liésungssystem besitzen, besteht in der 
Gleichung 


(2) bx —On@|=—O (i,h—=1---m), 
wo, wie auch sonst iblich, 0; eine Grésse bedeutet, die Null ist, 
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wenn ¢ und & verschieden sind, und Eins, wenn ¢ und & gleich sind. 
Diese Gleichung, nach Potenzen von @ entwickelt, mége 


(3) o* — Bio +---+B,=—0 
sein. Sodann werde folgende Bezeichnungsweise eingefiihrt: . 


bin = >) Dirdir, (i,k, doe 1... 0) 
F 


ba) bi'ba, (v=3,4...) 
t 


wozu noch der Symmetrie wegen die Bezeichnungen 
1 
biz — biz, 


bie — Oix 


(4) 


(i, K—==1...m) 


kommen mdgen. 
Dann lautet der erste der zu beweisenden Sitze: 
Satz 11. Die Gleichungen: 


(5) bie — Bybig' +--+ Bubs + B, bi, = 0 


(j, Kam 1...) 
sind Identititen. 


Zum Beweise werde zunachst angenommen, die Gréssen 0;, seien 
von einander vollkommen unabhingig; dann sind die Wurzeln der 
Gleichung (3) von einander und yon Null verschieden. Wird die zu 
einer dieser Wurzeln o, zugehérige Lésung der Gleichungen (1) mit 


Ayn ~~. Ang 
bezeichnet, so verschwindet die Determinante 


| cn | (j,h—=1...m) 
nicht, wie aus der speciellen Annahme ersichtlich, dass die };; alle 
verschieden , die iibrigen };, aber Null seien. Aus den Gleichungen 


(6) Oj, 5, -> Dix OE, (¢,kams1.,.m) 
k 
ergiebt sich unter Anwendung der Bezeichnungen (4) 


(7) @), Hip -2 bik Gen te or ; ‘ : ; 7 ? 
und wenn 
Bix = biz — B biz’ +--+ + Babin 
gesetzt wird, so folgt mit Riicksicht darauf, dass w, eine Wurzel der 
Gleichung (3) ist, 


(8) 0 => Bik er (j,k h—=—l...n), 
k 
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ein Gleichungssystem, das nur dann bestehen kann, wenn 
(9) Bix = 0 (},h—o1...m) 
ist. Da die Gréssen 6;, aus den von einander unabhiingigen Gréssen 
bx, rational gebildet sind, so miissen die Gleichungen (9) ftir jedes 
beliebige Werthsystem der 0;, bestehen, also auch unter der Annahme 
beliebiger Beziehungen zwischen den Gréssen 0;,. Der oben aus- 
gesprochene Satz also ist allgemein richtig. 

Der zweite Satz ist der folgende: 

Satz12. Diejenige Gleichung, deren Wurzeln @ die sdimmtlichen 
Differenzen zwischen den Wurzeln der Gleichung 

|biz — O:,0| =O (3,41...) 

sind, wird durch Elimination der Grossen ¢;, aus den Gleichungen 


(10) QOCik => Cibix —> bier (t,k, tam 1...) 
t 1 
erhalten. 


‘Zuniichst kann vollstindige Unabhingigkeit der Gréssen b;, an- 
genommen werden. Da alsdann die aus den Lésungen der Gleichungen 
(6) gebildete Determinante | @;,| nicht verschwindet, so kann jedem der 
Elemente «;, eine Adjuncte A,; zugeordnet werden. Mit Hilfe dieser 
Gréssen lisst sich das System der Gleichungen (10) in das ihm 
iiquivalente System von Gleichungen 


Q > Aj; Cix an, = > Aj; Cit Dix Cen, — Ms Aji Dix Cre Cen 
i,k 


i,l,k i, lk 


umwandeln. Dies letztere aber geht vermége der Gleichungen (6) 
nach leichter Umrechnung in: ‘. 


(11) (@—m +o) SAjicrer=0 (hy jiph—l...n) 
i,k 


iiber. Durch Elimination der Gréssen ¢c;, aus diesen Gleichungen oder, 
was dasselbe ist, des mit den ¢;, aquivalenten Gréssensystems 


Cha =>) Ay Cik Aen, (2, k, dy h=1... n) 
i,k 
ergiebt sich 
(12) []ie—e+)=0 (j,h—=1..-n), 
gh 
also eine Gleichung, deren Wurzeln die siimmtlichen Differenzen 
zwischen Wurzeln der Gleichung (2) sind. Wird diese Gleichung nach 


Potenzen von g entwickelt, so lassen sich ihre Coefficienten als ganze 
rationale Functionen der Gréssen 0,, darstellen; sie muss dann wegen 
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der Aequivalenz der Gleichungensysteme (10) und (11) identisch werden 
mit derjenigen Gleichung, die durch Elimination der Gréssen c;, aus 
den Gleichungen (10) erhalten wird. 


§ 2. 
Die charakteristischen Gleichungen eines Zahlensystems. 

Die Bedingungen dafiir, dass das Product zweier Zahlen einem 
der Factoren proportional sei, sind durch zwei algebraische Gleichungen 
gegeben , deren EKigenschaften in folgendem untersucht werden. 

Damit, wenn @ eine gewohnliche Grésse ist, die Gleichung 


(1) OL = LU 
oder’, was dasselbe ist, die Gleichungen 


ox; = aim Uy (i,k, l= 1...0) 
kt 


lésbar seien, muss @ eine Wurzel der Gleichung 





(2) Daim —dxo|=0 (i,k t=1...n) 
; 

sein. Ebenso muss, damit die Gleichung 

(3) OL = UL 

lésbar sei, @ eine Wurzel der Gleichung 

(4) D> ainm —dno@|—0 (ik 1=1...%) 
t 


sein. Die beiden Gleichwngen (2) und (4) mégen die charakteristischen 
Gleichungen des Zahlensystems heissen. Nach Potenzen von @ ent- 
wickelt mégen sie die Formen 
(5) er —f, ae +---+f, =9, 
(6) oa — 9,0 +--+ 
annehmen. Der erste Satz des vorigen Paragraphen zeigt die Bedeutung 
dieser Gleichungen; er giebt namlich: 

Satz 13. LErsetzt man in einer der charakteristischen Gleichungen 


die Potenzen von durch die gleichhohen Potenzen der Zahl u, so ist 
die entstehende Gleichung eine Identitit. 


Es werde 
biz == ais uy (2, k, t—l1... n) 
i 


gesetzt. Dann lasst sich das Product einer beliebigen Zahl « mit u 
in folgender Weise schreiben: 
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iY 


xu = > bin m6 (t,kh—om1...m). 
i,k 


Daraus ergiebt sich: 
4 2 
cu? = > Din Xe e; 
ik 


zu’ = > diene. (t,h—m1...9). 
Wird beachtet, dass hier B; =f; (i= 1...) wird, so ergiebt der 
angezogene Satz: 
(7) su" —firu*i+.--+f,r7=—0 


und hieraus folgt, wenn x durch die vermittelst des Satzes 1 definirte 
Zahl w° ersetzt wird: 


ind allgemein 


(8) u® — fru t+..-+f,w =0. 
Auf demselben Wege erhiilt man 
(9) u" — J; wet... + Inv’ =). 


Damit ist die Existenz der im Satze ausgesprochenen Beziehung er- 
wiesen. — 


Es ist nothwendig auf die Coefficienten der charakteristischen 


Gleichungen niiher einzugehen, Dieselben haben nachstehende Kigen- 
schaften : 


1) Die Coefficienten der charakteristischen Gleichungen sind ganze 
rationale und homogene Functionen der Parameter u, .. . u, desjenigen 
Grades, der durch den jeweiligen Index aigegeben wird. 


2) Es werde w durch wu + Au ersetzt. Da alsdann die Gleichungen 


ax = x(u-+dAu?) 
und 


(@—A)a = xu 
identisch sind, so lasst sich der charakteristischen Gleichung 
(10) co” — f,(w+ Au) @"™ ! + ---+f,(u+/4u°) = 0 


auch die Form 


(11) (@— A)" — f,(u) (@—Ay Fs + fa(u) = 0 
geben. 
3) Multiplicirt man die Gleichung 
or = LU 
mit wu, so folgt 
a'z= xu 


und allgemein 
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(12) ax = LU’. 
Wird die Zahl w’ in folgender Weise geschrieben 
WY = (uw), + +++ + (W)nen, 
so folgt aus der Gleichung (2) dass die Wurzeln der Gleichung 


| dais (wr — Ox a | = () (4, k, b= 1... m) 
‘ 
oder 
(13) a'* — fyw)a't ++ + fa(ut) = 0 
die v' Potenzen der Wurzeln der charakteristischen Gleichung (5) 
sind. Es ist also, wenn 
fy (4) = Py H+ + Dnt 
gesetzt wird, die Grésse 
fy (wu) = p(w’), ++ + + Dn (W’)n 
die Summe der v'°" Wurzelpotenzen der charakteristischen Gleichung (5), 


und somit sind die Coefficienten derselben charakteristischen Gleichung 
rationale ganze Functionen von 


fi(u), Aw)... Aw"). 
4) Aus der Gleichung 
or—= ZU 
folgt, wenn mit der zu w reciproken Zahl % multiplicirt wird: 


1 ps 
—-“£=2-u 
a 


und hieraus, dass die charakteristische Gleichung auch in der Form 


(14) \o >) ait —8n/=0 t= 1... 2) 
geschrieben werden kann. MHieraus folgen die Relationen: 
, _ f,—(») ° 

(15) 1h) = Fey (i= 1---n—1). 


Selbstredend lasst sich alles, was hier nur von einer charakteristischen 
Gleichung gezeigt wurde, auch auf die andre tibertragen. 

5) Den linearen Coefficienten der charakteristischen Gleichungen 
f,(w) und g,(w) gehéren Formen mit Polareigenschaft zu. Von 


gu) = Daim (k= 1... 0) 
i,k 


ist es bereits im Beweise des 6'" Satzes gezeigt worden; auf demselben 
Wege ist es auch fiir 








fl 
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h(w)=Sainm (b= 1...2) 
nachweisbar. be 
6) Ersetzt man in der Form f,(w) die Zahl durch das Product 
mehrerer Zahlen, so bleibt die entstehende Form zufolge der Polar- 
eigenschaft von f,(vw) bei allen cyklischen Vertauschungen der Zahlen 
invariant. Wird demgemiiss in /,(w”) gesetzt 


uU= UW, 
so resultirt die Form 
f\(vwv...w), 
die durch cyklische Vertauschungen nur in sich oder in 
[\(wow...v) 
tibergeht. Die Form /,(w”) erhiilt also denselben Werth, wenn ein- 
mal w=vw und einmal u == wv gesetzt wird. Mit Riicksicht auf 
das unter Punkt 3 gesagte folgt, dass, wenn in einer charakteristischen 
Gleichung u durch vw ersetzt wird, die beiden Variabelnreihen », . . . v, 
und w, ...W, mit einander vertauschbar sind. 
Insbesondere ist noch zu bemerken, dass: 
(16) fn(vw) = fr(v) - fr(w) 


ist, nach dem Multiplicationssatz der Determinanten. 


§ 3. 
Die Theiler der charakteristischen Gleichungen. 


Theiler einer charakteristischen Gleichung sei jede Gleichung ge- 
nannt, deren Coefficienten rationale Functionen von w,...%, sind und 
deren Product mit einer ebensolchen Gleichung eine charakteristische 
Gleichung ergiebt, Ein irreductibler Theiler ist ein solcher, der selbst 
keinen Theiler mit von uw, ... %, rational abhingigen Coefficienten 
besitzt. 

Es sei ein Theiler einer charakteristischen Gleichung in der Form 
(1) a” — h,(u)o"—! + .--+h,(u) =0 
gegeben. Es ldsst sich dann zeigen, dass seine Coefficienten alle oben 


an den Coefficienten der charakteristischen Gleichungen nachgewiesenen 
Eigenschaften besitzen. 


Man erkennt leicht, dass dieselben 
1) ganze (weil sonst Wurzeln einer charakteristischen Gleichung 
fiir endliche Werthe von u,...%, unendlich wiirden) homogene Func- 


tionen von u,...%, des durch den jeweiligen Index angegebenen 
Grades sind; 


2) dass die Gleichungen 
2) @™ — Ay(u-fawi)ar—t f - + «In (u-Paud) = 0 
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und 


3) (@— A)" — hy(w)(@— ayn 4 ++» + Ira) = 0 
identisch sind. Denn die Gleichung (2) muss mit einem Theiler einer 
charakteristischen Gleichung, deren Unbekannte  — 4 ist, identisch 
sein. Ist dies etwa 

(o— A)" — hy’ (u) (o— Ay" H.-A Ka(w) =O, 
so folgt durch Entwickelung dieser Gleichung und der Gleichung (2) 
nach Potenzen von 4 und Vergleichung der von 4 freien Glieder: 

hi (u) = h;(u) (¢—m 1...m). 

3) Ersetzt man in der Gleichung (1) w durch w’, so erhilt man 
eine Gleichung, deren Wurzeln die v'*" Potenzen der Wurzeln von (1) 
sind. Dies erkennt man folgendermassen. Bildet man die Gleichung 
(4) a'™ — h,(w™)@'™—! + ----+ h,(w") = 0, 
so sind ihre Wurzeln nach dem in Punkt 3 des vorigen Paragraphen 
gesagten jedenfalls m‘'e Potenzen von gewissen Wurzeln @, . .. @» 


einer charakteristischen Gleichung. Ersetzt man « durch u + Au® so 
folgt aus (4) 


hy (w+ Aur) = Sapam (G1... m) 


und hieraus durch Entwicklung nach Potenzen von 4 und Vergleichung 


(5) h,(w') = Slor (ual... m). 
Bildet man dann diejenige Gleichung, deren Wurzeln @, ... @,, sind. 
(6) a” — h,'(u) a! + .-- + hi, (u) = 0 


so sind gemiiss den Gleichungen (5) die Coefficienten von (6) rationale 
Functionen von h, (wu)... h,(w") und als solche rational in a, .. . Un; 
es geniigt demzufolge (6) der Definition eines Theilers einer charakte- 
ristischen Gleichung. Es gilt ferner fiir jeden ganzzahligen Exponenten 
uw die Gleichung 


(7) h(w') = Sof (w= 1,2...m, m41...). 


Denn wire fiir einen Exponenten uw, der grésser als m ist, die Rela- 
tion (7) nicht erfillt, sondern h,(w*) die Summe der u'** Potenzen 
irgend welcher anderen Wurzeln @,’... @,, einer charakteristischen 
Gleichung, so wiirde auf demselben Wege, auf dem die Gleichungen 
(5) erhalten werden, 


hy (wt) = Soot (F—= 1... w) 


folgen, was, daw grésser als m ist, den Gleichungen (5) widersprechen 
wiirde. 
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Aus dem Umstand, dass die Coefficienten von (6) rational durch 
h,(u)...h,(w") darstellbar sind, und mit Riicksicht auf die Gleichungen 
(7) folgt ferner, dass diejenige Gleichung, die aus (6) vermittelst der 
Ersetzung von « durch u” entsteht, die v' Potenzen der Wurzeln 
von (6) zu Wurzeln hat. Fiir v = m wird diese Gleichung identisch 
mit der Gleichung (4), zufolge der Voraussetzung iiber die Wurzeln 
letzterer Gleichung; daraus folgt, dass auch (6) mit (1) identisch ist, 
Die Coefficienten von (1) sind also rationale Functionen von 


hy (uw)... hy (we) 


und es gehen die Wurzeln von (1), wenn uw durch wu” ersetzt wird, in 
ihre v' Potenzen iiber. 


4) Dass die Wurzeln der Gleichung 
(8) wo ™ — hy (U)o@'™-! +. +--+ hy(ti) = 0 
die Reciproken der Wurzeln der Gleichung (1) sind, beweist man 


’ durch Entwickelung der zu « + Aw® reciproken Zahl v nach negativen 


Potenzen von A. Es ist 


Ca) wu” 4 
v= > (— 1) pH? 
v=0 


h, (0) <-> y ne? 


ergiebt. Andererseits wird durch analoge Reihenentwickelung mit 
Riicksicht auf die Gleichungen (7) 


Deir - Seve (j= 1...) 


gefunden. Hiernach ist also h,(#) gleich der Summe der Reciproken 
der Wurzeln von (1); ersetzt man ferner w durch wu’, so wird h, (u’) 
die Summe der ve" Potenzen dieser Reciproken, und da die Coefficien- 
ten von (8) rational von h,(u)...h,(W") abhiingen, so sind in der 
That die Wurzeln von (8) zu den Wurzeln von (1) reciprok. 

5) Setzt man in der Gleichung (1) in Stelle von w das Product vw, 
so resultirt eine Gleichung, die sich bei Vertauschung von v mit w 
nicht aindert. Es kann nimlich, da die charakterischen Gleichungen 
bereits diese Eigenschaft besitzen, ein Theiler einer derselben bei Ver- 
tauschung von v und w nur wieder in einen Theiler iibergehen, Da 
dies unabhiingig von v und w geschieht, so findet es auch fiir w—w’ 
statt. Hier sind aber die in einander tibergehenden Theiler identisch; 
somit sind sie auch im Allgemeinen identisch. Da das von @ freie 
Glied eines Theilers Theiler des von @ freien Gliedes der charakte- 


woraus sich 
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ristischen Gleichung ist, und letzteres bei der Substitution « = vw in 
das Product /,(v) f,(w) resp. gn(v)9n(w) tibergeht, so folgt 


(9) lim (vw) = hy (v) « hn (w). 


Die in diesem Punkte erédrterte Eigenschaft der Theiler hat in Bezug 
auf den linearen Coefficienten h,(w) besondere Wichtigkeit und ver- 
dient in Folge dessen als besondrer Satz formulirt zu werden, niimlich: 


Satz 14. Dem linearen Coefficienten eines jeden Theilers einer 
charakteristischen Gleichung gehirt eine Form mit Polareigenschaft zu. 


Die irreductiblen Theiler der charakteristischen Gleichungen be- 
handelt schliesslich der folgende Satz: 


Satz 15. Zwei irreductible Theiler der charakteristischen Glei- 
chungen sind identisch, wenn ihre linearen Coefficienten in constantem 
Verhiiltnisse stehen. 


Sind diese Theiler 
(10) a” —h,(u) or! +.-.-.-+h,a(u) =O, 
(11) a” — h,’(u)@”-! + ----+ hy (u) =0, 
so ist nach Punkt 2 
hy (u-- Aw) = h, (uw) + ma, 
hy’ (u+- Aw) = h,' (wu) + mA; 
und da der Quotient dieser Gréssen von 4 unabhiingig sein soll, ist 


mh,’ (u) = mh, (w) 
und ferner 
mh,'(u’) = mh, (w’). 
Ks sind also die m’'* Potenz von (10) und die m'* Potenz von (11) 
identisch. Da nun die Gleichungen (10) und (11) irreductibel sein 
sollen, so miissen sie hiernach identisch sein. 


§ 4. 
Die Ranggleichung eines Zahlensystems. 


Die beiden, den charakteristischen Gleichungen entstammenden 
Relationen 


(1) wh — fiw pet fy = 0 
und 
(2) u® —g,u"— + ---+ 9,09 = 0 


kénnen nicht unabhingig von einander sein, Es muss unter den 
positiven Potenzen von u eine gewisse geringste geben, die sich linear 
durch alle niedrigern positiven Potenzen von u, einschliesslich der 
nullten, darstellen laisst mit Hilfe rational aus wu, ... %, gebildeten 








am 


n 
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Coefficienten; dies sei die m'* Potenz von uw, und die Relation, die 
sie mit den niederen Potenzen von u verbindet, sei 


(3) u™ — hw +---+haw =0 

Ersetzt man in dieser Relation die Potenzen von u durch die 
gleichhohen Potenzen von o, so entsteht die algebraische Gleichung 
(4) a" — hra™ + .--+h,=0, 


die die Ranggleichung des Zahlensystems heissen soll. Dann gilt folgen- 
der Satz: 


Satz 16. Die Ranggleichung eines Zahlensystems ist Theiler jeder 
der beiden charakteristischen Gleichungen. 

Denn multiplicirt man die Relation (3) mit einer linearen Form 
der » —m-+ 1 ersten Potenzen von «, einschliesslich der nullten, 
so lassen sich die Coefficienten dieser Form so bestimmen, dass die 
Differenz zwischen diesem Product und der Relation (1) eine Relation 
ergiebt, die nur geringere Potenzen von w enthilt, als die m'. 
Kine solche Relation existirt aber nicht; es muss also die in Rede 
stehende Differenz null sein. Da in dieser Ueberlegung u wie eine 
gewohnliche unbestimmte Grosse behandelt wird, so kann man in seine 
Stelle m setzen, und wird die Betrachtung in Bezug auf die Relation 
(2) wiederholt, so ergiebt sich die Richtigkeit des ausgesprochenen 
Satzes. 

Es besitzen dann die Coefficienten der Ranggleichung alle im 
vorigen Paragraphen erdrterten Eigenschaften; insbesondere sind sie 
ganze rationale und homogene Functionen von w, ... tsa. — 

Aus der Relation (3) lasst sich eine Lésung der Gleichung 
(5) u.% = 49 
herleiten, namlich ; 

Paes oe m— 
(6) Gj ton" . +- wu 4 


m 





die Parameter der Zahl &% sind also homogene rationale Functionen 
von &,...%, mit dem gemeinsamen Nenner hy». 

Es lisst sich beweisen: 

Satz 17. Die Parameter der eu u reciproken Zahl % sind ratio- 
nale homogene Functionen der. Parameter von u mit einem gemeinsamen 
kleinsten Nenner, der dem von o@ freien Gliede der Ranggleichung 
gleich ist. 

Um dies zu zeigen, werde in der Relation (3) u durch u + Aw? 
ersetzt, wodurch dieselbe in 
(7) (u- Au)” — hy’ (udu +--+ hau = 0 
tibergehe. Hier ist insbesondere 

Nin = A™ + A™ Ih, fees In. 


Mathematische Annalen, X11. 8 
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Wird die zu u + Au® reciproke Zahl mit v bezeichnet, so ist 


Wy: UW —Rh_g (udu) + (waa 


(8) as i, 





Der Zihler dieses Ausdrucks lasst sich nach Potenzen von u 
ordnen; geschieht dies, so werde erhalten 





; Dung -uU <a = 
(9) eo ia At 
m 
Werden dann » homogene ganze Functionen ¢,...t, von u, ... Un 


so bestimmt, dass 
ty (Ww), +--+ + h(wn = 0 
fir y= 0,1...m— 2 wird, dagegen 
s = t,(w—), +--+ + t,(u™), 
nicht verschwindet, so wird 


(10) 0 b+ tte Oe Fa 


ein Ausdruck, dessen Ziahler von 4 unabhiingig ist; diese Wahl von 
t,...t, ist mdglich, weil m der Grad der Ranggleichung ist. Besiissen 
nun der Zahler und Nenner der durch die Gleichung (6) definirten 
Parameter von % einen gemeinsamen Theiler vom Grade 6 in u,... Ua, 
so miissten die Zahlen und Nenner der durch (8) definirten Gréssen 
V,-.+., einen gemeinsamen Theiler besitzen, der als Theiler von h,, 
in 4 vom Grade o ist. Dieser Theiler miisste zufolge (10) auch in 3 
aufgehen; da aber s von A unabhiingig ist, so ist dies nicht méglich, 
und es ist h,, der kleinste gemeinsame Nenner von 4, .. . U,. 


§ 5. 
Die Killing’sche Gleichung eines Zahlensystems. 
Die Bedingung dafiir, dass die Gleichung 


(1) ox xu — Us 
eine Lisung besitze, bildet die Gleichung 
(2) | (abs — ais) -- dine| = 0 (i,k, l—=1...n), 


die ich die Killing’sche Gleichung des Zahlensystems nennen will. Den 
Zusammenhang, in welchem sie mit den charakteristischen Gleichungen 
des Zahlensystems steht, zeigt folgender Satz: 

Satz 18. Die Wurzeln der Killing’schen Gleichung sind Differenzen 
zwischen den Wurzeln einer jeden der beiden charakteristischen _Glei- 
chungen. 
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Setzt man zur Abkiirzung 
bis(z)—= Sait, (i ks = 1...0), 


so folgen vermége der Bedingungsgleichungen 


> distin = > dim ai (i, k,l, m,s—=1...m) 


aus der Gleichung (1) die nachstehenden Gleichungen: 


(3) obi (*%) = bila) biz (U) —Sbiu(u)bu (z) (¢,h, Caml... m). 


Dann aber lehrt der zweite Satz des ersten Paragraphen (Satz 12) 
dass g eine Differenz zwischen zwei Wurzeln der Gleichung 


| biz (u) — 0,.0@| = 0 (j,k—=1...m), 


das heisst, einer charakteristischen Gleichung sein muss. 


Analog ist der Nachweis hinsichtlich der zweiten charakteristischen 


Gleichung zu fihren. 


Da die Coefficienten der Killing’schen Gleichung rational von 


u,..+U, abhangig sind, so ergiebt sich unmittelbar das 


Corollar. Ist eine Wurzel der Killing’schen Gleichung Differenz 
eweier verschiedener Wurzeln eines irreductibeln Theilers einer charakte- 
ristischen Gleichung, so sind auch alle iibrigen Differenzen zwischen 
verschiedenen Wurzeln desselben Theilers Wurzeln der Killing’schen 


Gleichuna. — 


Einer besonderen Untersuchung bedtirfen die verschwindenden 


Wurzeln der Killing’schen Gleichung. Die Gleichung 
(5) O= xu — ux 


besitzt immer wenigstens eine Lésung, niimlich z = uw’. 


eine Zahl w, die diese Gleichung befriedigt, eine mit « vertauschbare 
Zahl, so hat die Killing’sche Gleichung mindestens so viele ver- 
schwindende Wurzeln, als es linear von einander unabhingige mit u 
vertauschbare Zahlen giebt. Diese Mindestzahl verschwindender Wurzeln 
kann indess tiberschritten werden und es liesse sich untersuchen, unter 
welchen Umstiinden dies stattfindet. Es reicht jedoch hin, wenn ein 
Fall nachgewiesen wird, in dem dies nicht geschieht und dies ist der 


ad folgende: 


Satz 19. Wird ein Zahlensystem durch eine Form mit Polar- 
U eigenschaft erzeugt, so besitet seine Killing’sche Gleichung ebensoviele 
verschwindende Wurzeln, als es linear unabhiingige mit einer allgemein 
gewdhiten Zahl des Systems vertauschbare Zahlen giebt. 


= 


watt 
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Ist w eine beliebige Zahl des Systems, so kann die Basis so ge- 
wahlt werden, dass e, ...¢, das volle System linear unabhingiger mit 
w vertauschbarer Zahlen bilden. Die Form mit Polareigenschaft 


(6) g(xu) =>) gin 2ith (i,k—me1...m), 
i,k 


deren Discriminante nicht verschwinden darf, erzeuge das gegebene 
Zahlensystem. Es kénnen noch ¢,4; ... é, so gewaihlt werden, dass 
die Form (6) die besondere Gestalt 


(7) g(«u) Gir Vite + > Its rh Lrtj Ur+h (Px me : a nll 
erhilt. 

Wird nun 
(8) uU= UW — WH 


gesetzt, so sollen zunachst die Parameter von u durch die Parameter 
von wv ausgedriickt werden. Die Zahl v kann in die beiden Theile 


Vv = 0,6, fee ope, und vO = v4 1641 +--+ One, zerlegt werden, 
und da zufolge der Wahl der Basis 


vw—wv =0 
ist, so sind die Parameter von w nur noch von ¥v,4;...U, abhingig. 
Es wird ferner in Consequenz der Polareigenschaft der Form (7): 


) 9 (eu) —9 (wz —2w)0) 


sein. Bezeichnet man nun mit G;; die Adjuncte von g,, in der als 
Determinante geschriebenen Discriminante der Form (7) und setzt fiir 


az den Werth 
a = >) Gries (4, poz ]l...r) 
k 


so ist z® eine mit w vertauschbare Zahl und zufolge (7) und (9) er- 
giebt sich: 


~ (10) uw=0. (=—1...7) 
Wird ferner x der Werth: 


tt) DS) Goss, nts Ors (yf = 1. m2) 
h 
ertheilt, so folgt aus (7) 
(11) tris >) Burry:  (j, b= 1...m—2), 
t 
wo die Gréssen £;; von w irgend wie abhingig sind. Es darf die 


Determinante | 
| Byx' (j, b= 1...n—r) 


~~ 
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aber nicht verschwinden, denn sonst liessen sich v.41... 0, 80 be- 
stimmen, dass ausser u,... Up auch 41... %, verschwinden. Es 
wire dann gemiiss (8) eine so bestimmte Zahl v mit w vertauschbar ; 
dies aber widerstreitet der Voraussetzung tiber die Wahl der Basis des 
Zahlensystems. Die Parameter der Zahl wu sind jetzt durch die Glei- 
chungen (10) und (11) gegeben. 

Setzt man jetzt «—@v und folglich 


ov = vw — wr, 
so werden die Gleichungen (10) und (11): 


Q 0 (¢an 1... 79) 
QPrts= >) By Yrs (j,=1...n—r) 
‘ 


Vi = 


(12) 


und wenn hieraus die Parameter v,...v, eliminirt werden, so ist die 
Killing’sche Gleichung, gebildet fiir die Zahl w: 

(13) QB: — Orel =O (Gj, l=1...n—71), 

Diese Gleichung besitzt, weil die Determinante | 8;,| nicht verschwindet, 
genau 7 verschwindende Wurzeln, also gerade ebenso viele, als es 
linear unabhingige mit w vertauschbare Zahlen im Zahlensystem giebt. 


§ 6. 
Die charakteristischen Gleichungen und Ranggleichungen begleitender 
Zahlensysteme. 
Satz 20. Bildet man zu einem gegebenen Zahlensystem ein be- 
gleitendes System, so ist eine charakteristische Gleichung des letatern 


ein Theiler der entsprechenden charakteristischen Gleichung des gegebenen 
Systems. 


Denn wihlt man die Basis des gegebenen Zahlensystems so, dass 


die ry ersten Productgleichungen desselben die Productgleichungen des 
begleitenden Systems werden, 


wi = >) aise (3, hk, bem ld ... 4) 
kt 


ri t=—1..."—r 
ns =D) alae eae: n ) 
kt 


so ist unmittelbar ersichtlich, dass die charakteristische Gleichung des 
begleitenden Systems 


(2) 2 Ae — dix0) =O (t,k, teal...) 


(1) 


die charakteristische Gleichung 








118 Txeopor Motren. 
|>) aim —dixo]—0 (i, ky T= 1... m) 
t 


des gegebenen Systems theilt. Dasselbe gilt beztiglich der andern 
charakteristischen Gleichung. — 


Was die Ranggleichung anlangt, so ist der entsprechende Satz 
auf anderm Wege zu erweisen: 


Satz 21. Die Ranggleichung eines begleitenden Systems ist Theiler 
der Ranggleichung des gegebenen Systems. 


Ist die Ranggleichung des gegebenen Systems 


(3) a" —h,a + --+h,=—0 
und die des begleitenden Systems 
(4) a” — hoa" + -.--+hy =0, 


ferner v diejenige Zahl des begleitenden Systems, die der Zahl uw des 
gegebenen Systems entspricht, so miissen die Relationen 

v™ — hom! + --- + hnv® = 0, 

om — hy om? + --- + hyv® = 0 
zusammen bestehen. Dies aber ist, wie im analogen Falle beim Be- 
weise des Satzes 16 gezeigt wurde, nur méglich, wenn die Gleichung (4) 
die Gleichung (3) theilt. Uebrigens ist hierbei die Identitaét der 
Gleichungen (3) und (4) nicht ausgeschlossen. — Unter Riicksicht- 
nahme auf die Sitze 14 und 15, welche aussagen, dass zum linearen 
Coefficienten jedes irreductibeln Theilers einer charakteristischen Glei- 
chung eine Form mit Polareigenschaft gehért und zwar zu _ ver- 
schiedenen Theilern auch verschiedene Formen mit Polareigenschaft, 


kénnen die begleitenden urspriinglichen Systeme eines Zahlensystems 
des Nahern untersucht werden. Zuniichst hat man 


Satz 22. Die beiden charakteristischen Gleichungen eines urspriing- 
lichen Zahlensystems sind Potenzen einer und derselben irreductibeln 
Gleichung. 

Denn aus der Existenz zweier verschiedener irreductibler Theiler 
der charakteristischen Gleichungen wiirde nach Satz 15 folgen, dass 
dem Zahlensystem zwei verschiedene Formen mit Polareigenschaft ent- 
stammen; dasselbe wire dann nach Satz 10 kein urspriingliches. Da 
die charakteristischen Gleichungen stets von gleichem Grade sind, so 
sind sie in diesem Falle identisch. 


Satz 23. Hin Zahlensystem, dessen Ranggleichung irreductibel ist, 
und welches sich aus dem linearen Coefficienten der Ranggleichung er- 
zeugen lisst, ist ein wrspriingliches. 

Denn ein begleitendes Zahlensystem miisste mit dem gegebenen 
Zahlensystem die Ranggleichung gemein haben, da letztere irreductibel : 








n 
| 
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ist. Dann wiirde auch der lineare Coefficient der Ranggleichung dem 
begleitenden System entstammen; da derselbe aber das gegebene System 
erzeugt, so muss jedes begleitende System mit dem gegebenen System 
identisch, letzteres also urspriinglich sein. 

Satz 24. Die Ranggleichung eines urspriinglichen Zahlensystems 
ist irreductibel. 

Es sei 
(5) a" — ha"! +.---+h,=0 
der irreductible Theiler der charakteristischen Gleichung eines urspriing- 
lichen Zahlensystems. Aus dem linearen Coefficienten h,, dem eine 
Form mit Polareigenschaft zugehért, muss sich das System erzeugen 
lassen. Ersetzt man nun w durch die reciproke Zahl @, so geht nach 
Punkt 4 des dritten Paragraphen h,(w) in: 


hy 1 (u) 
h,, (w) 


iiber. Setzt man dann wu —v-W, so wird %—w-vd und nach 
Punkt 5 desselben Paragraphen wird 


(6) h, (u)= 





= Ryn (v-®) 
(7) h, (wv) = h,, () h,, (w) , 
Setzt man hier » linear unabhiingige Zahlen fiir w, so erhiilt 
man #” linear unabhiingige Formen von %,...%,, dargestellt als 


rationale Functiouen von v,...v, mit dem gemeinsamen Nenuer h,,(v). 
Nun ist nach Satz 17 der kleinste gemeinsame Nenner von 2, . .. Un 
das von @ freie Glied der Ranggleichung. Es muss also die Rang- 
gleichuny des Systems ein Theiler der eet (5) sein; da letztere 
aber irreductibel ist, so ist die Ranggleichung mit ihr identisch. 

Satz 25. Die verschiedenen irreductibeln Theiler einer charakte- 
ristischen Gleichung eines Zahlensystems sind die Ranggleichungen der 
sdmmtlichen das Zahlensystem begleitenden urspriinglichen Systeme. 

Denn da nach dem 21. Satze die Ranggleichung eines begleitenden 
Systems die Ranggleichung des gegebenen Zahlensystems theilt und 
letztere nach dem 16. Satze wiederum die charakteristischen Gleichungen 
des Zahlensystems theilt, so wird jede Ranggleichung eines begleitenden 
urspriinglichen Systems Theiler der charakteristischen Gleichungen des 
gegebenen Systems sein. Andererseits erzeugt der lineare Coefficient 
jedes irreductibeln Theilers einer charakteristischen Gleichung ein be- 
gleitendes System, dessen Ranggleichung eben dieser irreductible Theiler 
ist und welches demnach urspriinglich ist. Es besitzt also auch eine 
charakteristische Gleichung eines Zahlensystems keine andern irre- 
ductibeln Theiler, als solche, die Ranggleichungen der begleitenden 
urspriinglichen Systeme sind. 
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Daneben ergeben sich die Corollare: 


Corollar I. Jeder irreductible Theiler einer charakteristischen 
Gleichung ist Theiler der andern charakteristischen Gleichung und der 
Ranggleichung. 

Corollar Il. Die Coefficienten einer charakteristischen Gleichung 
sind homogene rationale Functionen nur von den Parametern der Zahlen 
der begleitenden urspriinglichen Systeme. 

In der That ist jeder irreductiblo Theiler einer characteristischen 
Gleichung als Ranggleichung eines urspriinglichen Systems nur ab- 


hangig von den Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen 
Systems. 


§ 7. 
Die Killing’sche Gleichung eines urspriinglichen Zahlensystems. 


Um vollstaindige Kenntniss von den Eigenschaften der urspriing- 
lichen Zahlensysteme zu erhalten, muss man die Killing’sche Gleichung 
derselben ebenfalls in Betracht ziehen. 

Bezeichnet man der Kiirze halber diejenige Gleichung, deren 
Wurzeln die sammtlichen Differenzen zwischen den Wurzeln einer 
andern Gleichung sind, als die Wurzeldifferenzengleichung der letzteren, 
so kann man zeigen: 


Satz 26. Die Killing’sche Gleichung eines Zahlensystems, das nur 
ein einziges begleitendes urspriingliches System besitet, ist Potenz der 
Wurzeldifferenzengleichung der Ranggleichung des begleitenden urspriing- 
lichen Systems. 

Ist die Ranggleichung des begleitenden urspriinglichen Systems 
(1) o” — ho! +---+h,=O, 
so ist die charakteristische Gleichung des gegebenen Zahlensystems 
Potenz dieser Gleichung und jede nicht verschwindende Wurzel der 
Killing’schen Gleichung nach Satz 18 Differenz zwischen Wurzeln der 
Gleichung (1). Nach dem Corollar desselben Satzes ist ferner die 
Killing’sche Gleichung des gegebenen Systems, abgesehen von den 
verschwindenden Wurzeln, Potenz der Wurzeldifferenzengleichung von 
(1). Es soll nun noch gezeigt werden, dass dies auch mit Riicksicht 
auf die verschwindenden Wurzeln statt hat. 

Bildet man also die Wurzeldifferenzengleichung von (1): 


(2) ee —ee* + ---=0 
und entwickelt die Killing’sche Gleichung: 


(3) > (ais — ais) um — bn9| = 0 (¢, k, tol... 
‘ 
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nach Potenzen von @ in 
(4) eo” — er * +--+ =O, 


so ist der Quotient c,:d, eine ganze Zahl die anzeigt, wie oft jede 
nicht verschwindende Wurzel von (2) Wurzel von (4) ist. Der Coeffi- 


cient d, der Gleichung (2) durch die Coefficienten der Gleichung (1) 
ausgedriickt, betrigt 


(5) d, = — 2mh, + (m — 1) h,?. 
Durch dieselben Gréssen muss sich der Coefficient c, der Killing’- - 
schen Gleichung ausdriicken lassen. Aus (3) findet man 


2c, = > (air — ai) (ai: — al.) mm (8, ty by bm... 0) 


8,t, kt 


und daraus 
(6) y= > ek Aey Up Uy — > Cee as; Up UY (s, t, k, Peel... n). 
$,t, k,l 8, ty kyt 


Den Werth des ersten Theiles dieses Ausdrucks erhilt man, wenn 
man in dem linearen Coefficienten der charakteristischen Gleichung u 
durch «? ersetzt; derselbe ist demnach 


= (—2hy + hy’) 


Was den zweiten Theil des Ausdrucks atilangt, so muss auch er 
durch h, und h, darstellbar sein , also nach dem Corollar II des Satzes 25 
nur von den Parametern einer Zahl des begleitenden urspriinglichen 


Systems abhiingen. Sein Werth erschliesst sich aus der Bemerkung, 
dass aus der Form . 


(7) Zz Qe Gt, (s,t, ll... mn) 

8, t,¢ 
durch die Substitution « = vw eine Form mit Polareigenschaft hervor- 
geht und desgleichen aus der Form 


(7a) P 4 ee Ayr Ue (s, t, ho=1... m). 
8,t,k 
Es ist also der zweite Theil des Ausdrucks (6) eine quadratische 
Form solcher Gréssen , denen Formen mit Polareigenschaft entsprechen 
und die linear aus den Parametern einer Zahl des begleitenden urspriing- 
lichen Systems gebildet sind. Die einzige solche Grosse ist aber h,, 
und es wird demzufolge der zweite Theil von (6) th,? werden, wenn 


mit t eine noch niaher zu bestimmende Constante bezeichnet wird. 
Ks ist also: 


Cy = — (— 2h, + h,?) + th,?, 
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und da c, mit d, proportional sein muss, so ist t= — oe und 
(8) A= =e ° d,. 


Es ist also -". eine ganze Zahl und die Killing’sche Gleichung (4) 
™ 


ist die =i ‘e Potenz der Wurzeldifferenzengleichung der Gleichung (1). 
Die Anzahl der verschwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung 
ist dann durch = gegeben. — 


Handelt es sich nun darum, die Killing’sche Gleichung eines 
urspriinglichen Zahlensystems aufzufinden, so braucht man nach dem 
eben bewiesenen Satze nur die Anzahl der verschwindenden Wurzeln 
derselben zu kennen. Mit Riicksicht darauf, dass ein urspriingliches 
Zahlensystem aus einer Form mit Polareigenschaft erzeugt wird, kann 
man den 19. Satz heranziehen. Nach diesem Satz muss die Anzahl der 
verschwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung eines urspriing- 
lichen Zahlensystems der Anzahl der mit einer allgemein gewihlten 
Zahl des Systems vertauschbaren Zahlen gleich sein. Diese Anzahl 
wird zufolge nachstehenden Satzes gefunden: 


Satz 27. In einem urspriinglichen Zahlensystem bilden die linear 
unabhiingigen Potenzen der Zahl u das volle System linear unabhingiger 
mit u vertauschbarer Zahlen. 

Ist namlich die Ranggleichung des ursprtinglichen Systems, die 
nach dem 24. Satze irreductibel ist, die Gleichung: 


(9) a” — h,(u) o—? + ---+h,(u) =O, 


so hat jede mit w vertauschbare Zahl v die beiden Relationen 


vu —hi(v). om? +--++ hya(v) .v’ =0, 
umy™ —h,(wo).we—tym—t +. -- + hy (wv).v° = 0 


zu befriedigen. Durch Anwendung des Verfahrens, das zur Auf- 
suchung des gréssten gemeinsamen Theilers zweier rationaler Func- 
tionen dient, kann man aus diesen beiden Relationen eine dritte her- 
leiten, die in v von méglichst geringem Grade ist. Bei Anwendung 
dieses Verfahrens aber kann man v wie eine gewodhnliche Groésse, u 
wie eine Wurzel der Ranggleichung behandeln. Setzt man noch in 
Stelle von wv die Zahl v® + Av und ersetzt in den hierdurch um- 
geformten Relationen (10) die Potenzen von v® + Av durch die gleich- 
hohen Potenzen einer gewéhunlichen Grosse x, die Potenzen von u 
durch die gleichhohen Potenzen einer Wurzel w der Ranggleichung, 
so geht die beschriebene Aufgabe in die iiber, die gemeinsamen 
Wurzeln der Gleichungen: 


(10) 





pen 
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wm — —hy( + Av) am! f+ thn (0? + Av) = 0, 
aa” — h, (u-+- Auv) amt am! +o» + Ay(utdAuv) =0 


aufzufinden. Diese Gleichungen kénnen aber nicht mehr als eine ge- 
meinsame Wurzel haben, da sie fiir 4 = 0 in 


(c—1)"=0, 
ao” a” — hy (u) omtgm-l +... + hy(u) = 0 
iibergehen, und da wegen der Irreductibilitét der Ranggleichung die 
zweite Gleichung (11) nur eine Wurzel 2 =—1 hat, Die gemeinsame 


Wurzel der Gleichungen (10) kann, da sie rational durch die Coeffi- 
cienten beider Gleichungen dargestellt wird, in die Form 


& = Dy M,@ s+ + Pm" 
gebracht werden. Ks ist also auch 


(12) v9 + dv = pow + pu es + piu", 

womit der Satz, dass jede mit w vertauschbare Zahl als lineare Form 
der niedrigsten unabhingigen positiven Potenzen von u darstellbar ist, 
bewiesen ist. 

Es ist danach mit Riicksicht auf den Satz 19 die Anzahl der ver- 
schwindenden Wurzeln der Killing’schen Gleichung eines urspriing- 
lichen Zahlensystems gleich dem Grade der Ranggleichung des Zahlen- 
systems; und unter Heranziehung des 26. Satzes folgt: 

Satz 28. Die Killing’sche Gleichung eines urspriinglichen Zahlen- 
systems ist die Wurzeldifferenzengleichung der Ranggleichung. 

Da ferner der Grad der Killing’schen Gleichung des Zahlensystems 
gleich der Anzahl der Grundzahlen des~Zahlensystems ist, so folgt 
weiter : 

Satz 29. Die Anzahl der Grundzahlen eines urspriinglichen Zahlen- 
systems ist gleich dem Quadrat des Grades der Ranggleichung. 

Ks sind dann auch die charakteristischen Gleichungen des urspriing- 
lichen Zahlensystems identisch mit der ersten Potenz der Ranggleichung. 


(10) 


(11) 


§ 8. 
Die Normalform des urspriinglichen Zahlensystems. 


Es kommt nun darauf an, eine Normalform fiir die Product- 
gleichungen eines urspriinglichen Zahlensystems zu finden. Zu einer 
solehen gelangt man, ausgehend von den Lésungen der Gleichung 


(1) o.¢ = LU. 


Zuniichst sei das vorgelegte Zahlensystem ein ganz beliebiges. 
Damit die Gleichung (1) eine Lésung besitze, muss @ eine Wurzel 
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einer charakteristischen Gleichung sein. Verschwinden fiir diesen 
Werth von @ alle Unterdeterminanten der Determinante 
\> ais uy — dino Chit ...8 
t 


bis ausschliesslich zur re" Ordnung, so besitzt die Gleichung (1) r linear 
unabhangige Lésungen 


(2) at)... at 
Es bilden aber auch die Zahlen 
(3) ve)... 020 


ein volles System linear unabhingiger Lésungen der Gleichung (1), 
miissen sich daher linear aus den Lésungen (2) zusammensetzen lassen 
in der Form 


(4) va - > Vp 0") (¢, Kam 1... 94), 
k 


wo die Gréssen v; lineare Formen von v,...v, sind. Wird statt v 


das Product vw gesetzt, so ergiebt sich eine doppelte Darstellung der 
Lésungen von (1), namlich: 


(5) vo 2) == >) (vw (,k= 1... 9) 
k 

und 

(6) vw x) = = We) (6, hk, bel... 4), 
k, 

woraus 

(7) (vW)si = Zz Uri Wi (2, k, Pet Bas r) 


. 


zu schliessen ist. Es kénnen dann durch Wahl eines bestimmten 
Werthes von wu die von u abhingigen Coefficienten der linearen Formen 
Veg und w,; constant gemacht werden. Dann bilden die linear unab- 
hingigen unter den Formen v;, die Parameter einer Zahl eines be- 
gleitenden Systems, dessen Productgleichungen die linear unabhingigen 
unter den Gleichungen (7) sind. 

Es sei nun das vorgelegte Zahlensystem ein urspriingliches mit 
m? Grundzahlen. Die Anzahl der linear unabhiingigen Lésungen der 
Gleichung (1) kann dann nicht mehr als m betragen, da die charak- 
teristische Gleichung je m gleiche Wurzeln hat; sie kann aber auch 
nicht weniger als m betragen, weil sonst aus den Gleichungen (7) 
die Existenz eines begleitenden Systems mit weniger als m? Grundzahlen 
folgen wiirde. Es ist also r—m. Wie die m* Formen %; aus den 
Parametern v,...v, linear zusammengesetzt sind, so lassen sich um- 
gekehrt die Parameter v,...v, linear aus den vg; zusammensetzen, 
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Es kann daher die Basis e,...e, des urspriinglichen Zahlensystems 
durch eine Basis e; (i, k= 1... m) ersetzt werden, so dass die 
Zahl 2: 
*(8) t= >) wren (i, k= 1... m) 

i,k 
wird, und die Productgleichungen des Zahlensystems : 
(9) Dik -> Hit Unk (¢, Ky bel... m). 

U 


Man hat also den Satz: 


Satz 30, Die Basis jedes urspriinglichen Zahlensystems von m? 


Grundzahlen kann so gewdhlt werden, dass die Productgleichungen die 
Gestalt 


tie >) oun (i, k, l=1 oat 
t 


annehmen. 


Til. Abschnitt. 


Zahlensysteme und zu ihnen gehorige Gruppen. 


§ 1, 
Beziehungen zur Theorie der Transformationsgruppen. 


Nach Eriedigung der urspriinglichen Zahlensysteme kann die 
Untersuchung der tibrigen Zahlensysteme in Angriff genommen werden. 

Es macht sich dabei sehr bald das Bediirfniss nach einer er- 
weiterten Auffassung des Systems der Productgleichungen eines Zahlen- 
systems geltend; man erzielt eine bedeutende Vereinfachung, wenn 
man sich von vornherein jetzt eine allgemeinere Aufgabe stellt, die 
der Theorie der Transformationsgruppen entspringt. Zuvoérderst soll 
daher soviel als erforderlich tiber diejenigen Transformationsgruppen, 
die hier in Betracht kommen und itiber die Beziehung ihrer Theorie 
zur Theorie der Zahlensysteme berichtet werden. 

Durch die m Gleichungen: 


(1) ai = >) bin(u) m (i, kool... m), 


deren Coefficienten lineare Formen von » Parametern u,...%» sind, 
wird eine Schaar linearer Transformationen der Gréssen 2, ... 2m 


in 2,'...%m definirt. Ergeben irgend zwei Transformationen der Schaar, 
nach emander ausgefiihrt 
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ai’ >) bis (w) x; (é, t=al... m), 
i 

ai = >) ba(v) te (ky b= 1... m) 
k 


immer wieder eine Transformation der Schaar, so bilden siimmitliche 
Transformationen der Schaar eine Gruppe. Damit dies stattfinde, 
miissen » Grdssen v,'...v, auffindbar sein, die den Gleichungen 


(2) bie(v’) = >) bu(u) bao) (i, ky LL... m) 


geniigen. Es werden 2, ... 2%» die Veranderlichen, “, ... t, die 
Parameter der Gruppe genannt. 

Als wesentliche Bedingungen sind die beiden folgenden zu be- 
trachten : 

1) Die Gréssen b;.(u) lassen sich nicht als lineare Formen von 
weniger als » Parametern darstellen. 


2) Die Determinante |b;,(u)| verschwindet nicht identisch. 


Der ersten dieser Bedingungen zufolge miissen sich u, ..., aus 
den b,;,(«) berechnen lassen. Es miissen sich also auch aus den Glei- 
chungen (2) die Parameter v,'...v, als bilineare Formen von «, ... tn 
und v, ...V, berechnen lassen: 

(3) 4,= > A: Up Y (é, k, ee area n). 
kt 


Zwischen den constanten Coefficienten dieser Gleichungen miissen 
zufolge der identischen Gleichungen 


Zz (b:;(w) : b;,(u)) - ba(v) = za bi; (w) . (bj. (u) bix(v)) 
jut jt 

(¢, j, &, tool... m) 
Beziehungen bestehen; dieselben sind, wie leicht ersichtlich, die 
folgenden 


(4) Ps as, u—> Gs Ait (é,j, Bl, sae 1... m), 


s 


Setzt. man fiir den Augenblick: 


cin (u) = >? aja w (¢,k,g=ml1...n) 
j 
und 


i’ = >) ais wee (¢, &, tal... m). 
ki 
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so folgt aus den Gleichungen (4): 
(4a) caw) = >) cs(w)er(u) Gl, se... m), 


Es definiren also auch die Gleichungen (3) eine Gruppe, deren 
Veriinderliche v, ..., sind: die Parametergruppe der Gruppe (1). 

Die Bedingung, dass die Determinante |b,,(u)| nicht identisch ver- 
schwindet, verlangt die Auflésbarkeit der Gleichungen (1) nach 2, ... 2m. 
Ks sind daher auch die Gleichungen (2) im Allgemeinen sowohl nach 
den b;,(u), als auch nach den 6,,(v) auflésbar. Da sich alsdann auch 
U,.+.Un als rationale Functionen von v,'... 0,9 und v,...0,, oder 


V,;.-., als rationale Functionen von v,...0, und u,...%, dar- 
stellen lassen, so miissen auch die Gleichungen (3) im Allgemeinen 
auflésbar sein, sowohl nach w,...%,, als auch nach v,...v,. Die 
Determinanten 


(5) >, aire und > ais my 6, hy ded...0 


diirfen daher nicht identisch verschwinden. Es wird dann auch eine 
Transformation der Gruppe mit den Parametern (u®), ... (wv), geben, 
die jedes Werthsystem der Veriinderlichen 2, ... 2%» in sich selbst 
transformirt, die identische Transformation. Die Gleichungen (3), 
deren Coefficienten den Bedingungen (4) geniigen und ftir die die 
Determinanten (5) nicht identisch verschwinden, bilden das System 
der Productgleichungen eines Zahlensystems. 

Es lasst sich also die Beziehung, in der die Gruppe (1) zu einem 
Zahlensystem stcht, in folgende Worte fassen: 


Satz 31. Besitzen die Gleichungen einer Gruppe linearer und 
homogener Transformationen Coefficienten, die lineare Formen der Para- 
meter sind, so bilden die Gleichungen der ihr zugehirigen Parameter- 
gruppe das System der Productgleichungen eines Zahlensystems. 

Die Gruppen der hier betrachteten besondern Art sollen zu Zahlen- 
systemen gehorige Gruppen genannt werden. Jedem Werthsystem 1, ... tn 
der Parameter der Gruppe entspricht eine Zahl u des Zahlensystems; 
und zwar erhilt man, wenn nach einer Transformation mit den Para- 
metern v,..., eine Transformation mit den Parametern w, ... Up 
ausgefiihrt wird, eine Transformation, deren Parameterwerthe dem 
Producte der Zahlen uw und v entsprechen. Der identischen Trans- 
formation der Gruppe entspricht die durch den Satz 1 definirte Zahl u°. — 

Man kann dem Satze des vorigen Paragraphen, von dem durch 
das bisherige bezeichneten Gesichtspunkte aus, die Fassung geben: 


Satz 32. Die Productgleichungen eines urspriinglichen Zahlen- 
systems mit m? Grundzahlen sind die Gleichungen der Parameter- 
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gruppe der allgemeinen linearen homogenen Gruppe von m Veriinder- 
lichen. 


Als allgemeine lineare homogene Gruppe wird eine Gruppe: 
(6) i — >) win te (¢, Kael ... m) 
k 


bezeichnet , deren Coefficienten siimmtlich von einander unabhingig 
sind. Die Gleichungen der Parametergruppe derselben sind: 


(7) vie >) wire (i, by D1... m), 
t 


und diese sind gleichzeitig die Productgleichungen eines in der Normal- 
form vorliegenden urspriinglichen Zahlensystems von m? Grundzahlen. — 
Es sei an dieser Stelle noch der spiter gelegentlich zur Ver- 
wendung kommende Begriff einer Untergruppe, soweit letztere zu 
einem Zahlensystem gehért, besprochen. 
Werden die Parameter einer zu einem Zahlensystem gehdrigen 
Gruppe 


(8) ai = >) da(u) ae = (G, Ra... m) 


linearen Transformationen unterworfen, so entspricht jeder solchen 
eine Aenderung der Basis des zugehdérigen Zahlensystems. Es kann 
nun eintreten, dass die Parameter u,... Uy, Upii... Un der Gruppe 
sich so wihlen lassen, dass vermége der Gleichungen der Parameter- 
gruppe 
vf = > ais mee, (¢, ky lam l... mn), 
kt 


wenn 

Upp +++ == Uy = 0 
und 

Urs S++ > == Vy, = 0 
gesetzt wird, auch 

O41 = oe -=—v,' = 0 


wird. Das Nullsetzen der Gréssen u,41...%, mag in den Coefficienten 
der Gruppe (8) dadurch angedeutet werden, dass in ihnen uw durch u 
ersetzt wird. Verschwindet nun die Determinante 


[Da(u)| (i, RL... m) 
nicht identisch, so bilden die Gleichungen 


(9) a; -> Din(u) ae (i, HEL... m) 


die Gleichungen einer zu einem Zahlensystem gehérigen Gruppe. Man 
tiberzeugt sich leicht, dass die Gleichungen (9) alle hierzu erforderlichen 
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Kigenschaften aufweisen. Es wird dann die Gruppe (9) eine Unter- 
gruppe der Gruppe (8) genannt, und zwar eine zu einem Zahlensystem 
gehérige Untergruppe. Es braucht wohl kaum erwihnt zu werden, 
dass jede zu einem Zahlensystem gehdrige Gruppe in m Veriinderlichen 


Untergruppe der allgemeinen linearen und homogenen Gruppe in m 
Verinderlichen ist. 


§ 2. 
Begleitende Gruppen. 


Die nahere Untersuchung der zu Zahlensystemen gehérigen Gruppen 
stiitzt sich hauptsiichlich auf den Begriff der begleitenden Gruppen. 
Lassen sich die Verinderlichen einer zu einem Zahlensystem ge- 


hérigen Gruppe so wihlen, dass die Gleichungen der Gruppe die 
Gestalt 


wi = >) bis(u) Ue (t, k= 1... p), 
k 


: t¢—1l...m—p 
sen Bown 62.3% 
k 


- ™m™ 


(1) 


erhalten, so definiren die p ersten dieser Gleichungen ebenfalls eine 


Gruppe. Die Bedingungen hierfiir, namlich die Existenz eines Glei- 
chungensystems 


(2) bis’) = >) bu(u) bar) (hy V1... p) 


und die Auflésbarkeit der p Gleichungennach z,...2, sind bereits 
unter den Bedingungen der Gruppeneigenschaft von (1) enthalten. Es 


soll die so erhaliene Gruppe eine die Gruppe (1) begleitende Gruppe ge- 
nannt werden. Ebenso zeigt sich, dass auch die Gleichungen 


(3) ape >) botgrte(U) tpg (i, HL... m—p) 
k 


eine Gruppe definiren. Dieselbe soll als eine Nebengruppe der Gruppe 
(1) bezeichnet werden. 


Durch einen, der Erzeugung begleitender Zahlensysteme analogen, 


Process lassen sich begleitende Gruppen einer zu einem Zahlensystem 
gehérigen Gruppe auffinden. 


Bildet man eine lineare Form der abhingigen Verinderlichen der, 
in allgemeiner Form vorgelegten, Gruppe 


(4) wi = >) bin(u) me = (i, Ka 1... m), 
k 


Mathematische Annalen, XLI. 9 
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so ist diese eine bilineare Form der unabhiingigen Verinderlichen und 
der Parameter: 


(5) - a; 2 = > a; bi.(U) te = (t, Ko 1... m). 
i i,k 
Definirt man die Parameter u,’...%, durch die Gleichungen 
bin(u’) = >? bir(wo) bix(u) (i, hy Ve... m) 
t 


und tragt sie in die Gleichung (5) ein, so geht letztere mit Riicksicht 


auf,(4) in 
(6) >) aiding (w) ax — >) cu din(w’) ae (i, Ba... m) 
i,k i,k 


tiber. Aus dieser Gleichung wird eine begleitende Gruppe von (4) auf 
folgendem Wege gefunden. Lassen sich die m Formen 


> bru) (i, ka... m) 
durch p unabhingige lineare Formen von u,... %» linear darstellen, 
etwa durch £,(u)... Bp(w), so wird aus (6): 


(7) > Biw) ef = >) Bw) Gal... m) 
j j 


Wo #,... 4%, lineare Formen von 2, ...2%» sind. Durch lineare Trans- 
formation der Veriinderlichen der Gruppe kann iibrigens erreicht werden, 
dass diese Formen gerade gleich 2, ...2, werden, so dass aus (7) 


(8) > bilw) af = >) Bw’) ay (G1... m) 
j j 


hervorgeht. Es lassen sich dann w,...W, so wahlen, dass alle 
Gréssen 6,(w) ...B,(w) bis auf B;(w) verschwinden. Lisst man ¢ die 
Zahlen 1... durchlaufen und beachtet, dass die Gréssen £;(w’) 
lineare Formen von u,...U, werden, so folgt aus (8) das Gleichungen- 
system 


(9) wi = >" bau) te (i, R= 1... p), 


durch welches eine begleitende Gruppe von (4) definirt wird. Bezeichnet 
man diese Herleitung einer begleitenden Gruppe als Erzeugung der- 
selben aus einer Form, so kann man sagen: 

Satz 33. Liisst sich eine lineare Form der abhingigen Verinder- 
lichen einer 2u einem Zahlensystem gehorigen Gruppe als bilineare Form 
von p unabhiingigen linearen Formen der Parameter wnd also auch 
von p unabhingigen linearen Formen der unabhdngigen Verdnderlichen | 


i 
i 
hi 
\ 
{ 
1 
| 
ry 
H 
| 


== 


——= 
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darstellen, so erzeugt sie eine Gruppe in p Verdnderlichen, die die ge- 
gebene Gruppe begleitet. 

Die Analogie mit dem Satze 7 fallt in die Augen. Uebrigens 
ist die Identitit der gegebenen Gruppe mit der begleitenden Gruppe 
nicht ausgeschlossen. Ferner hat man in Analogie des Satzes 8 
den Satz: 

Satz 34. Jede erzeugende Form einer begleitenden Gruppe ist 
lineare Form der Veriinderlichen der begleitenden Gruppe. 


Denn. die Gleichung (8) ist nur eine andere Form der Gleichung 
(6) ; es ist also: 


> %bix(w) a; = >" B;(w) 2 [" es A 


i,k jml...p 


und wenn fiir w,..., die Parameter der identischen Transformation 
gesetzt werden, so folgt hieraus: 


(10) a a; a) = Pa B;(u°) x; (' i Sai > 


joul...p 


wodurch der Satz bewiesen ist. 


§ 3. 
Transitivitét und Intransitivitat. 


Es machen sich, wie bei ahnlichen Untersuchungen, so auch hier 
die Unterschiede zwischen transitiven und intransitiven Gruppen geltend ; 
doch gelingt es die Behandlung letzterer auf die ersterer zuriickzufihren. 

Eine Gruppe heisst transitiv, wenn es im Allgemeinen mdglich 
ist, vermittelst einer Transformation derselben ein beliebig vorgegebenes 
Werthsystem der Veriinderlichen 2, ...%m in ein anderes beliebig vor- 
gegebenes Werthsystem ~,'...2,, tiberzufiihren; sie heisst intransitiv, 
wenn dies im Allgemeinen nicht mdglich ist. 

Es ist danach eine zu einem Zahlensystem gehérige Gruppe 


(1) wi = >) bin(u) te i, BL... m) 
k 


transitiv, wenn ,'...%» als lineare Formen blos von «, ... tM, be- 
trachtet, von einander unabhiingig sind; sie ist intransitiv, wenn 
@;'... %m Aurch weniger als m Formen von u%...%,, etwa m — p 
unabhingige, linear sich darstellen lassen. — 

Um dieser Frage niaher zu treten, kann man die in folgender 
Weise aus der Gruppe (1) derivirte Gruppe benutzen. 

Es seien ¢, ... Cm m veranderliche Gréssen, die bei jeder linearen 

9* 
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Transformation von 2,...%m in #,'...2%, sich derart in ¢,’... Cm 
transformiren, dass 


C4 = Ci Xz (¢—= 1... m) 
an 2 


wird. Unterwirft man also die Gréssen z,...2,, einer Transformation 
der Gruppe (1), so unterliegen die Gréssen c, ...c¢, der Transformation 
(2) a= >) dalue (i, R= 1... m). 


Die durch die Gleichungen (2) definirte Gruppe mag die zur Gruppe 
(1) conjugirte Gruppe genannt werden. 

Man sieht sofort ein, dass, falls die Gruppe (1) eine begleitende 
Gruppe besitzt, auch ihre conjugirte Gruppe eine solche besitzt; und 
zwar wird die conjugirte Gruppe der begleitenden Gruppe Nebengruppe 
an der conjugirten Gruppe, wahrend die conjugirte der Nebengruppe 
begleitende Gruppe der conjugirten Gruppe wird. Das iiber die 
Erzeugung begleitender Gruppen aus linearen Formen der Veriinder- 
lichen Gesagte findet auch auf die conjugirte Gruppe Anwendung. 

Man kann nunmehr zeigen: 


Satz 35. Jede intransitive zu einem Zahlensystem gehirige Gruppe 
besitat eine transitive begleitende Gruppe. 
Ist niimlich die Gruppe: 


“= > bix(w) XL (i, k=—1... m) 
k 
intransitiv, so sind die m Formen von wu, ... Un: 


> belt) ae (i, R= 1... m), 
k 


wie auch «,...a,, gewahlt sein mégen, nicht unabhiingig von ein- 
ander, sondern durch weniger als m, etwa m — p lineare unabhingige 
Formen von «, ... %, linear darstellbar. Dann muss nach dem 
33. Satze die lineare Form der Verinderlichen der conjugirten Gruppe 


> tee >) ap bul) ei — (i, had... m) 
k i,k 


eine begleitende Gruppe der letztern in m — p Verinderlichen er- 
zeugen; es besitzt also auch die gegebene Gruppe eine begleitende 
Gruppe und zwar in p Veriinderlichen. Eine intransitive Gruppe be- 
sitzt also stets eine nicht mit ihr identische begleitende Gruppe. Da 
nun jede zu einem Zahlensystem gehérige Gruppe von einer solchen 
Gruppe begleitet wird, die selbst keine weitere begleitende Gruppe 








eae 
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besitzt, so kann letztere jedenfalls nicht intransitiv sein und es besitzt 
somit jede zu einem Zahlensystem gehérige intransitive Gruppe eine 
begleitende transitive Gruppe. — 

Es ist bereits oben die Parametergruppe 


(3) vi = >” ais ue 0 (¢, Ky demo d ... m) 
kt 


einer zu einem Zahlensystem gehérigen Gruppe ihren EKigenschaften 
nach in einer Weise dargestellt worden, die hier zu Statten kommt. 
Die Gleichungen (3) als Productgleichungen eines Zahlensystems unter- 
liegen linearen Transformationen nur in der Weise, dass jede lineare 
Transformation auf alle drei Reihen von Parametern gleichzeitig aus- 
gefiihrt werden muss. Sieht man jedoch die Gleichungen (3) als 
Gleichungen einer Gruppe mit den Veriinderlichen v,...v, an, 80 
sind “,...%, die Parameter der Gruppe; lineare Transformationen 
der Verinderlichen der Gruppe sind dann solche, die gleichzeitig blos 
auf die Gréssen v,...U, und v,'...%,° ausgefiihrt werden. Fasst 
man die Parametergruppe in diesem Sinne, so besteht der Satz: - 
Satz 36. Jede transitive zw einem Zahlensystem gehirige Gruppe 
liisst sich als begleitende Gruppe ihrer Parametergruppe auffassen. 
Denn ist die Gruppe 


(4) wi = >) dix(u) te (i, R=... m) 


transitiv, so lassen sich m Gréssen a@,...@, 80 wahlen, dass die 
m Gréssen 


a — 2) bu) ay (i, R= Beles m) 


von einander unabhingige lineare Formen von v,...v, sind. Setat 
man dann: 


im D; bale) a, (6,61... m), 


indem man v,'..., durch die Gleichungen der Parametergruppe, 
oder was dasselbe ist, durch die Gleichungen 
bis(v’) = >) bu(u) ba(v) (i, hy La... m) 
é 

definirt, so wird 
(5) si = > daw) (i, RL... m), 

Man kann nun offenbar die Gruppe (4) durch die ihr an Gestalt 
gleiche Gruppe (5) ersetzen. Letztere ist aber eine begleitende Gruppe 


der Parametergruppe von (4), da ihre Veranderlichen unabhingige 
lineare Formen der Verinderlichen der Parametergruppe sind. — 
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Der Vortheil, der aus dieser Betrachtung erwiichst, liegt darin, 
dass zur weitern Untersuchung der Gruppen diejenigen Eigenschaften 
ihrer Parametergruppen, die durch die Untersuchung der Zahlensysteme 
bis jetzt bekannt sind, herangezogen werden kénnen. 


§ 4. 
Die urspriinglichen Gruppen. 


Es wird sich jetzt darum handeln, die EKigenschaften derjenigen 
zu Zahlensystemen gehérigen Gruppen festzustellen, die ausser sich 
selbst keine begleitende Gruppen besitzen. 

Die allgemeine lineare und homogene Gruppe 


(1) wf = Suite (i, k= 1... p) 
k 


besitet jedenfalls keine begleitende Gruppe, da ihre Coefficienten von 
einander unabhiingig sind. Sie mége, der Kiirze wegen, eine urspriing- 
liche Gruppe genannt werden, mit Hindeutung auf ihre Zugehdrigkeit 
zu einem urspriinglichen Zahlensystem. Es wird sich erweisen, dass 
diese die einzige Gruppe ist, die keine begleitende Gruppe besitzt. 

Zunichst, als Vorbereitung, sei bewiesen: 

Satz 37. dJede Gruppe, deren Parametergruppe aus den Product- 
gleichungen mehrer wrspriinglicher Zahlensysteme gebildet wird, wird 
von eimer zu einem vurspriinglichen Zahlensystem gehdrigen Gruppe 
begleitet. 

Es sei die Parametergruppe einer solchen Gruppe 


(2) xi -> Dix (4) Xe (6,4 == 1... m) 
k 

durch 

(3) i= Saime (i,h1=1...7), 
kt 


Uni = > OxfirtitrgeYre, (i,k, l= 1... n—r) 
kt 


gegeben, so dass die r ersten Gleichungen die Productgleichungen 
eines urspriinglichen Zahlensystems bilden, die iibrigen Gleichungen 
aber von den in den ersten Gleichungen vorkommenden Parametern 
frei sind, wie entsprechend dem Corollar des Satzes 5 nach den Aus- 
einandersetzungen des 4. Paragraphen im ersten Abschnitt geschehen 
kann. Bildet man nun, wie im 2. Paragraphen dieses Abschnitts, 


die daselbst mit (6) bezeichnete, eine begleitende Gruppe erzeugende, 
Gleichung 


on 
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(4) > cabin (w) x4 = Sabir (wu) ap (i, koe 1...m) 
i,k 


i,k 


und ordnet sie nach den Parametern: 
(5) Dwi vila) = Sui ya) (i=... m), 


so sind zunichst wegen der Form der Gleichungen (3) u,’..., nur 
von W,...@, und u,...u, abhangig, die iibrigen Parameter u,41...u, 
von diesen aber unabhingig und es werden demgemiss y,(z’)...y,(x’) 
bilineare Formen nur von 7,(”)...,-(%) und u,...u,. Da somit 
jede lineare Form von y,(a’)...y,-(#’) nur von u,...u, abhiingig 
sein kann, so wird eine aus einer solchen Form erzeugte Gruppe nur 
U,...+U, zu Parametern haben, also zu einem urspriinglichen Zahlen- 
system gehéren; denn es sind u,...«, Parameter einer Zahl eines 
urspriinglichen Zahlensystems. Selbstredend ist bei diesem Beweise 
vorausgesetzt worden, dass y,(%)...y,(”) nicht simmtlich vermdge 
der Wahl von a, ... a, verschwinden. Es liegt zudem in dieser Voraus- 
setzung keine Beschrankung. 
Weiter ist zu zeigen: 


Satz 38. Jede zu einem urspriinglichen Zahlensystem mit p? Grund- 


zahlen gehdrige Gruppe wird von einer urspriinglichen Gruppe in p 
Verdnderlichen begleitet. 


Es sei die gegebene Gruppe 
(6) ai = > "bi(u)me (ih... m) 
k ie 
und ihre Parametergruppe liege in ihrer Normalform 
(7) Upp =>) Uys (Gy GJ = 1. P) 
vor, die zugleich die deciiiinin der Productgleichungen des urspriing- 


lichen Zahlensystems ist. Zieht man behufs Erzeugung einer begleiten- 


den Gruppe die Gleichung (5) heran, hier wegen verinderter Index- 
bezeichung von der Form 


(8) >on Yon (x) = Sure (x) (g,h=1...p), 
gh Gh 
so ergiebt sich aus ihr wegen 
Ugh = > ys ty (9, h,j -_=1... Pp) 
j 


durch Vergleichung der Coefficienten der Gréssen w,,: 
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(9) Yon (2!) = > "eens ¥05(@) (yy ji = 1... 


Durch lineare Transformation der Veriinderlichen der Gruppe (6) kann 
erreicht werden, dass fiir einen bestimmten Werth von g die Formen 
Vo1(%) ... Ygp(@) gerade den Gréssen x, ... x, gleich werden; es sind 
dann unter den Gleichungen (9) auch die Gleichungen 


(10) a, = > yt; (j= 1.--p) 
j 


enthalten, und durch diese wird eine begleitende urspriingliche Gruppe 
von (6) definirt. 

Aus dem Beweisgange lasst sich ausserdem noch schliessen: 

Corollar. Gehidren zwei urspriingliche Gruppen zu einem und 
demselben urspriinglichen Zahlensystem, so kann erreicht werden, dass 
die entsprechenden Coefficienten in beiden Gruppen gleich werden. 

Auf Grund der beiden letzten Siitze lisst sich auch die Richtig- 
keit des allgemeinen Satzes zeigen: 

Satz 39. Jede zu einem Zahlensystem gehorige Gruppe wird von 
eimer urspriinglichen Gruppe begleitet. 

Nach den Sitzen 35 und 36 wird jede zu einem Zahlensystem 
gehérige Gruppe von einer Gruppe begleitet, die sich ihrerseits 
als eine begleitende Gruppe ihrer Parametergruppe betrachten lasst. 
Man kann daher zum Beweise des Satzes von einer beliebigen 
begleitenden Gruppe der Parametergruppe ausgehen und zeigen, dass 
jede solche von einer urspriinglichen Gruppe begleitet wird. 

Die Glei¢dhungen der Parametergruppe als Productgleichungen 
eines Zahlensystems lassen sich so ordnen, dass die r ersten unter 


ihnen die Productgleichungen aller begleitenden urspriinglichen Zahlen- 
systeme werden 


V; a= > A Ue (2, k, l =l,. r), 
kt 


, = ri t=—1..."—Pr 
Vp = Aki UY (, ). 
me — k,l=1...n 


Ist eine soleche Anordnung getroffen, so darf keine lineare Form von 
v,...U, unabhingig von v,...¥v, sein. Denn nach dem zweiten 
Corollar des Satzes 25 ist die Determinante 


|, ave (6,k,tUa1...m) 


(11) 


als von @ freies Glied einer charakteristischen Gleichung des Zahlen- 
systems (11), eine Form nur von v,...v,. Ware nun eine lineare 
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Form von v,..., unabhingig von v,...v,, so miisste diese Deter- 

minante, nach einem bekannten Satze, fir v,., = -- + =v, = 0, also 

auch identisch verschwinden. Letzteres aber darf keinesfalls geschehen. 
Es sei nun durch 


(12) i = Sonu) (ih 1... m) 
k 


eine begleitende Gruppe der Parametergruppe (11) gegeben. Jede lineare 
Form ihrer Verinderlichen z,'...2, ist lineare Form von 0, ... Ux 
und lisst sich durch 


(13) Di =D evaiimn (i,k lat...) 
i i,k,t 
wiedergeben. Die Coefficienten von u,...u, auf der rechten Seite 
dieser Gleichung sind lineare Formen von 2, ...%» und, als gleich- 
zeitige Formen von v,...v,, nach dem eben gezeigten von v,... 0, 
abhingig. Dann muss eine lineare Form von 2, ... 2» existiren, die 
nur aus v,...v, gebildet ist. Denn wire dies nicht der Fall, so 
wiren 2,...2, darstellbar als linear unabhiingige Formen von v,41...Un, 
die um lineare Formen von v,...v, vermehrt sind. Da man aber, 
ohne die Voraussetzungen iiber die Form der Gleichungen (11) zu 
tangiren, v4...» um beliebige Formen von v,..,¥v, vermebren 
kann, so hiitte man es in der Hand z,... 4%, zu blossen Formen von 
Urfi++-U, zu machen. Da dies nun nicht angeht, so muss irgend eine 
Form von 2,...2m als lineare Form von v,...v, darstellbar sein. 
Kine solche Form 


(14) 40 => Baim (Hl H1.. 
i i,k,t 

wird eine begleitende Gruppe von (12) erzeugen. Da aber die erzeugende 
Form nur die Parameter u, ...u, enthalt, so wird die Parametergruppe 
der erzeugten Gruppe nur von den ¢ ersten Gleichungen (11) gebildet 
werden, also aus den Productgleichungen mehrer urspriinglicher Zahlen- 
systeme gebildet sein. Eine Gruppe solcher Art wird nach dem 
37. Satze von einer zu einem urspriinglichen Zahlensysteme gehérigen 
Gruppe, und eine solche nach dem 38, Satze von einer urspriinglichen 
Gruppe begleitet. 

Es wird also auch jede Gruppe, die sich als begleitende Gruppe 
ihrer Parametergruppe betrachten lasst, von einer urspriinglichen Gruppe 
begleitet und folglich, nach den bereits oben angezogenen Siitzen 35 
und 36. iiberhaupt jede zu einem Zahlensystem gehérige Gruppe. 

— Was die Auffindung einer begleitenden urspriinglichen Gruppe 
an einer gegebenen Gruppe anlangt, so ist diese leicht auszufiihren. 
Man bildet von den Gleichungen der gegebenen Gruppe 
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(15) mf = >'bix(u) te (i, B=... m) 
k 
ausgehend , die lineare Form der Veranderlichen 
: (16) Dani = > ebir(u) XY (i, k=1... m) 
i i,k 


und bestimmt @, ...«, so, dass in dieser Form nur noch die Para- 
meter einer Zahl eines einzigen begleitenden urspriinglichen Zahlen- 
systems des zur Gruppe gehérigen Zahlensystems vorkommen; dies ist 
moglich zufolge dem eben bewiesenen Satze. 

Dann erzeugt die Form (16), wenn das zum Beweise des 38. Satzes 
angewandte Verfahren eingehalten wird, eine begleitende urspriing- 
liche Gruppe der Gruppe (15). — 


§ 5. 
Untersuchung einer besondern Gruppe. 


Um in den weitern allgemeinen Untersuchungen, die sich an den 
vorigen Paragraphen anschliessen, keine Unterbrechung durch Beweise 
einiger nothwendiger specieller Siitze eintreten zu lassen, soll hier die 
Untersuchung einer besondern Gruppe eingeschaltet werden. 

Es handelt sich um die Gruppe 

» 


Uy a Dix (U) Xe (¢==1 eee Pp), 


(1) 


m—p 


P 
pi = >"brsix(u) aR + S"bvtipte(t) te (i—=1...m—p), 
é==1 &=l 


deren begleitende Gruppe und deren Nebengruppe (siehe § 2) urspriing- 
lich sind, und zwar insbesondere um die Eigenschaften der Coefficien- 
ten bp+ix(t). 

Es werde zuniichst vorausgesetzt, dass die Coefficienten b,+;.() 
sich linear durch die iibrigen Coefficienten ausdriicken lassen: eine 
Annahme, auf die nachher jede andre Bedingung, der diese Coefficien- 
ten unterworfen sein kénnen, zuriickgefiihrt werden wird. 

Dann kann durch Hinzufiigung linearer Formen von 2, ... 2%» 2v 
Lp+i+.-%m erreicht werden, dass die Gruppe (1) die Gestalt: 


xi = Sb (unr (t,Kaoe1...p), 
k 
pi <= > btipts (U) Lp4e (,k—=1...m—p) 
k 


erhalt. Dies ist ein Specialfall folgenden Satzes: 
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Satz 40, Die Vertinderlichen einer Gruppe, deren Parametergruppe 
von den Productgleichungen einer oder mehrer urspriinglichen Zahlen- 
systeme gebildet wird, kinnen so gewdhit werden, dass sich die Gruppe 
als ein System von urspriinglichen Gruppen darstelit. 

Vorausgesetzt, eine solche Gruppe 


(2) wi = "din (uae (i, KL... m) 
k 


besitze bereits eine begleitende Gruppe von der verlangten Form, so 
muss gezeigt werden, dass sie ausser dieser noch eine begleitende 
urspriingliche Gruppe besitzt. Die Verinderlichen der bekannten 
begleitenden Gruppe seien 2, ...%,, die Parametergruppe sei so 
geordnet, dass die Productgleichungen jedes urspriinglichen Zablen- 
systems gesondert auftreten. 

Bildet man dann die Gleichung 


(3) Dadis (wu) ax = Sabir (w')a (i,h—1...m) 
i,k ; 


i,k 

so, dass @4;...@, nicht simmtlich verschwinden, und ordnet sie 
nach den Parametern, so muss irgend ein Parameter mit einer linearen 
Form von #,...%», multiplicirt sein, die nicht blos aus 2, ... x, ge- 


bildet ist. Nach der Anordnung der Parametergruppe ist dieser Para- 
meter zugleich ein Parameter einer Zabl eines der urspriinglichen 
Zahlensysteme, etwa des Systems: 


a= Duy = Ghimt.,.p). 
j 
Dann lasst sich die Gleichung (3) in der Form 


PND +: + + me Dt 45 yn Yon (t) Hrs Gh jml..-p) 
ah 


DAsj 
schreiben, und durch Vergleichung der Coefficienten kommt: 


(4) Yon (2) = > Ms Yo3(@) (Gh j= 1... +p). 


Da irgend eine der Formen y,,(@) nicht blos von 2... 2% ab- 
hingt, so wird auch irgend eine der p urspriinglichen Gruppen (4) 
die bekannte begleitende Gruppe von (2) nicht begleiten; da sie 
urspriinglich ist, wird auch keine lineare Relation zwischen ihren Ver- 
ainderlichen und w,...2, bestehen, da sie sonst eine begleitende Gruppe 
mit der bekannten begleitenden Gruppe gemein hiitte; es besitzt also 
thatsichlich die Gruppe (2) ausser der bekannten begleitenden Gruppe 
noch eine weitere begleitende urspriingliche Gruppe und damit ist 











140 Taropor Morten. 


zugleich gezeigt, dass sie sich als System urspriinglicher Gruppen dar- 
stellen lasst. 

Insbesondere lasst sich also auch die Gruppe (1), wenn ihre 
Parametergruppe aus den Productgleichungen eines oder zweier urspriing- 
lichen Zahlensysteme gebildet wird, durch zwei urspriingliche Gruppen 
darstellen; zudem ist gezeigt, wie ausser der bekannten begleitenden 
Gruppe die zweite begleitende Gruppe gefunden wird. 

Weiter ist zu zeigen: 


Satz 41. In der Gruppe: 
P 


a; = "bis (ute (i=1...p), 


k=1 


m—p 


P 
pti => brtin (u) +S ptinti (u) tpye (t= 1...m—p) 
= 


k=1 


deren begleitende Gruppe und deren Nebengruppe urspriinglich sind, 
sind die Coefficienten bpiix (uw) entweder unter einander und von den 
tibrigen Coefficienten linear unabhingig , oder sie sind stimmtlich lineare 
Formen der iibrigen Coefficienten. 


Die allgemeinste lineare Relation, der die Gréssen bp+;,(u) unter- 
worfen sein kénnen, ist von der Form 


(5) > ie bpsin(u) = Fu), 


i,k 


wo f(w) eine lineare Form der Coefficienten 6;,(w) und dp+ip4e(u) 
bedeutet. LErsetzt man in dieser Gleichung entsprechend den Glei- 
chungen der Parametergruppe 


bie (v'}) = >)bis(u) bua (v) (i, ky b= 1... m) 


die Parameter u,..., durch v,’...%,, so entsteht aus ihr die 
Gleichung: 


>t bpzit(u) dix (v) +a bpripts(U) Dprse(v) = f(v’) 


i,k, t i, k,j 
i,j=1...m—p 
k,te=ol...p e 


Setzt man hier fiir die Gréssen bp4;,(v) ihre Werthe, ausgedriickt 
durch die };,(v) , die bpiip4%(v) und die tibrigen Parameter der Gruppe, 
und vergleicht dann die Coefficienten von },,(v), so erhalt man das 
System der Gleichungen 








“NV ows 


kt 
e; 
las 
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OQ Zeb) Gite), 


wo durch /;") (u) wiederum lineare Formen der b,, (w) und der by+ip4e(u) 
bezeichnet sind. In derselben Weise die Coefficienten der Gréssen 
by+ip+s(u) vergleichend, erhalt man die Gleichungen 


 — Zewdern— oo) (OFT —2). 


Aus jeder Relation (5) folgt also ein System von Relationen der 
Form (6) und eines der Form (7); die Relationen (6) enthalten nur 
Gréssen b,,:.(u) von gleichem zweiten Index, die Relationen (7) solche 
von gleichem ersten Index. Die linke Seite jeder Relation geht in 
die linke Seite einer andern Relation tiber, wenn man den festen Index 
durch einen andern ersetzt. 


Legt man also ein System von Relationen der Form (6): 


2 drisa(u) = fe(u) (; joe : ; e4 me P) 


derjenigen Betrachtung zu Grunde, durch die die Relationen (7) aus 
(5) abgeleitet werden, so erhilt man ein System von Relationen, in 
denen beide Indices der bp4;x(u) fest sind, also Relationen der Form: 


(8) Dppen(u) —=fin(u) (G1... m—p; kml... p), 


wo die Gréssen f,,(u) ebenfalls lineare Formen der by4ip4x(w) und der 
biz(u) bedeuten. Es versteht sich von selbst, dass die rechten Seiten 
der Gleichungen (5)—(8) simmtlich oder zum Theil verschwinden 
kénnen. Es sind also unter Voraussetzung einer linearen Relation der 
Form (5) alle Coefficienten 0,4: (u) lineare Formen der iibrigen 
Coefficienten. 

Halt man diesen Satz mit dem vorhergehenden Satz zusammen, 
so sieht man, dass in der Gruppe (1) entweder die Coefficienten 
bpiiz(w) von einander und von den iibrigen unabhingig sind, oder 
aber die Veriinderlichen der Gruppe so gewahlt werden kénnen, dass 
diese Coefficienten simmtlich verschwinden. Einen andern Ausdruck 
erhalt dies Resultat, wenn der im Schluss des ersten Paragraphen 
dieses Abschnittes erérterte Begriff der Untergruppe herangezogen 
wird. Da die Coefficienten bp,;.(u) unabhingig sind, so kénnen sie 
zum Verschwinden gebracht werden, ohne dass die iibrigen Coefficien- 
ten dadurch tangirt werden und es wird durch dies ihr Verschwinden 
eine Untergruppe der Gruppe (1) definirt. Man hat also: 

Satz 42. Die Verdnderlichen der Gruppe 
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P 
Xi; = > bix(u) Le (i= 1...p), 
k=1 
p m— 
Spi = > bp sie(u) Let > Dpripie(U) pee (i= 1...m—p) 
k=1 k=1 


mit urspriinglicher begleitender und urspriinglicher Nebengruppe kinnen 
so gewdhlt werden, dass die Gruppe die Untergruppe 


Ui = Draw XL (4, k=1.. ~~); 


Dpti = > brsipte(u) Lp+k (i,k —=1...m—p) 
k 


besitet. 
In diesen Satz ist auch der Fall mit eingeschlossen, dass die 
Gruppe mit ihrer Untergruppe identisch ist. 


§ 6. 
Die Normalform der zu Zahlensystemen gehérigen Gruppen. 


Am Schluss des vierten Paragraphen ist gezeigt worden, wie eine 
begleitende urspriingliche Gruppe bei einer gegebenen Gruppe gefunden 


wird. Ist eine solche gefunden, so kann die gegebene Gruppe in die 
Form 


xi =>)bx(w) oy (i, k= 1... 9), 
k 
im Dave = (FTP B— Pr) 
k 


gebracht werden, so dass die p, ersten Gleichungen die begleitende 
urspriingliche Gruppe wiedergeben. Sucht man dann an der zu- 
gehérigen Nebengruppe 


(1) 


pti = > bo ctinte(™) Te (i, Hoe 1... m — p,) 
k 


eine begleitende urspriingliche Gruppe auf und fiihrt diejenige Trans- 
formation aus, durch die die Gleichungen letzterer zu den p, — p, 
ersten Gleichungen der Nebengruppe gemacht werden, so wird durch 
diese Transformation die Gruppe (1) in die Form 
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Xi, = Sou (U) Xe (i, K==1...p,), 

: . 
pti = > Dp rin (U) x tan]... 2-2 
pt 2 prtiz (U) x Gai ), 


Lpeti = boctit (u) xe (— - = ; .* 
k 


a 
gebracht. Durch Fortsetzung dieses Verfahrens erlangt die Gruppe (1) 
die schliessliche Gestalt: 
Xi din (u).2¢ (¢==1---p,), 
: tpi = -> bptiz(U) . Xe aaa (U) apie (i= 1-++p,—py), 
1e k= 1 
(2) 
PrP 
pati aiiies tik (U). Xe + Sov, tip, +k (U)Xp,4e P+ 
k=1 k=1 
™—Pa 
is $ DSboyting te (M) Xpq tt (i= 1. --m—pa). 
ne k=1 
“s Diese ist so beschaffen, dass jede der d + 1 Gruppen 
(3) py ti ee *S Dp, ting tk (U) Xp, te (k= 1...Pyp41— Dg), 
K 
wo g der Reihe nach gleich 0...d und p, =O zu setzen ist, urspriing- 
lich ist. Die Coefficienten dieser Gruppen betreffend, sind die einer 
jeden von ihnen untereinander unabhiingig. Haben zwei der Gruppen 
verschiedene Parametergruppen, so bestehen keine Beziehungen zwischen 
nde ihren Coefficienten. Haben dagegen zwei der Grnppen die Parameter- 
zu- gruppe gemein, so kann stets vorausgesetzt werden, dass die ent- 
sprechenden Coefficienten gleich sind. Denn besitzt die Parameter- 
gruppe die Form 
Vik = wien (i,k, l==1...p) 
t 
-” so lisst sich jede zu ihr gehdrige urspriingliche Gruppe in die Form 
— Py Lp, +i = Wik Lpy +k (i, k—=1...p) 
rch k 
t bringen, nach dem Corollar des 38. Satzes. — 
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Hat man einer zu einem Zahlensystem gehérigen Gruppe die 
Gestalt (2) ertheilt, so kénnen doch noch innerhalb gewisser Grenzen 
die Verinderlichen beliebig geiindert werden, insofern als die Form (2) 
einer Gruppe ihrem Wesen nach sich nicht andert, wenn 2p,41...2p, 
um lineare Formen von %,...%p,, die Gréssen 2,11... 2p, um lineare 
Formen von 2, ... 2p, u. 8° w. vermehrt werden. Um von der Gestalt 
(2) einer Gruppe ausgehend eine Normalform derselben zu definiren, 
kann man also noch eine Beschrinkung hinzufiigen. Diese Be- 
schrankung soll darin bestehen, dass unter den Transformationen der 
Gruppe auch alle Transformationen der Gruppe 


' 1 
(4) Fy tt = Dy Pay ting () Upy+k ‘yor Me ae ») 


enthalten sein sollen, dass also mit andern Worten, die Gruppe (2) 
die Untergruppe (4) besitzt. 

Dass diese Bedingung wirklich zulissig ist, muss zunichst gezeigt 
werden. In der That lisst sich mit Hilfe des 42. Satzes der folgende 
beweisen: 


Satz 43. Die Verdnderlichen jeder Gruppe von der Gestalt (2): 
Py 
aj = >) bin (ts) a (i=1...p,), 
k=l 


Zits aan (u) sa + San (W) tpt (OT. PPA); 
(5) ; 
PoP: 
pg +i = (u) x + Srcrnts (U)Xp4% + 
m™—Pq 
pos +> Opgtivgtk(U)tpgpe (i= 1...m—pa), 
k=1 
kinnen so gewdhlt werden, dass die Gruppe die Untergruppe 


(6) Tp, +i =D boy ting tt (U) 2px (t,K=1...py41— Dy) 
k . 


enthdlt. 
Wird vorausgesetzt, dass die zur begleitenden Gruppe 


ai — > "bin (u) a yes a) 
k 


gehérige Nebengruppe bereits in der verlangten Form sich vorfindet, 
so dass sie die Untergruppe 











), 


t, 
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Up, +i = Day tiny 4M) Lpy+k (esi ®) 

enthalt, so kann man in der gegebenen Gruppe den Parametern solche 
Bedingungen auferlegen, dass die Nebengruppe in diese ihre Unter- 
gruppe iibergeht und gleichzeitig die gegebene Gruppe in eine ihrer 
Untergruppen. Deutet man in denjenigen Coefficienten der Gruppe, 
die nicht nothwendig verschwinden miissen in Folge der Bedingungen, 
die aber miéglicherweise durch dieselben modificirt werden, dies Ver- 
halten dadurch an, dass man u durch u ersetzt, so hat die in Rede 
stehende Untergruppe der gegebenen Gruppe die Gestalt: 


ay = Sowa (i= 1 coal De 


k=1 
Py Pa-)r 
(1) Lp +i = > bin) xr +> Onctincte(t) ps4 (i=1...p,—94), 
k=1 k=1 
ry ‘<= 
pai => bv atit (U) Xp +> Dog tipgtk (w) Upa+k (i ==1...m — pa) ° 
k=1 k=1 
Diese Untergruppe aber besitzt die d begleitenden Gruppen 
Pi 
Ui ed Dix (a) VM (t= Bi. -P;)> 
( ) 1 Pg+1—Pg 
Up, +i —d%,,.a()% + bv tiny AU) Arpt ((=1...Py41—Dr), 
k=1 k=1 
(g=1...d). 
Hier kann man nach dem 42. Satz erreichen, und zwar durch Hinzu- 
fiigung linearer ormen von 2... %p 2U %p,41--+%p,,,, dass jede 
Gruppe (8) die Untergruppe 
wi = > "bin (u)m (i,k—=1...p,), 
k 


Up, +i = be, ting tt (U) ap, 4% (i, Kh 1... Pops — Dy) 
k 


besitzt; dann wird auch die gegebene Gruppe (5) die Untergruppe (6) 
besitzen. Damit hat die gegebene Gruppe die gewiinschte Gestalt 
erhalten; man erkennt zugleich die Zulassigkeit der Voraussetzung tiber 
die Form der Nebengruppe; es ist die successive Anwendung der eben 
gefiihrten Betrachtung, vermittelst deren man die Nebengruppe in jene 
Form bringt. — 


Mathematische Annalen. XLI, 10 
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Die jetzt erhaltene Form der Gruppe wurde schon oben als die- 
jenige bezeichnet, die als Normalform der zu einem Zahlensystem 
gehorigen Gruppe definirt werden soll. Geeignet hierzu erweist sie 
sich durch die Einfachheit der zwischen ihren Coefficienten méglichen 
Relationen, von denen sofort die Rede sein soll. Dass eine Gruppe 
unendlich vieler Normalformen fahig sein kann, ist fiir das Allgemeine 
belanglos, und kann nur in speciellen Fallen das Bediirfniss nach der 
Auswahl einer besonders geeigneten Normalform erwecken. 

Was die Coefficientenrelationen angeht, so ist zunachst durch die 
Wahl der Normalform die Méglichkeit einer Relation zwischen Coef- 
ficienten bp, +ip,+(¥), wo g von h verschieden ist, und Coefficienten 
by, +ip,+e(u) ausgeschlossen. Weiter sind entweder entsprechende 
Coefficienten zweier von den bei der Normalform auftretenden urspriing- 
lichen Gruppen einander gleich, oder alle Coefficienten beider urspriing- 
lichen Gruppen sind unabhiingig. Sodann kann gezeigt werden: 

Satz 44. Liegt eine zu einem Zahlensystem gehirige Gruppe in 
der Normalform vor, so sind alle diejenigen Coefficienten Dp, +ipy th (U4); 
die gemeinsame Indices g und h besitzen, von einander unabhiingig oder 
verschwinden sdmmtlich. 

Der Beweis verlauft analog dem Beweise des 41. Satzes. In den 


unter den Gleichungen der Parametergruppen sich vorfindenden Glei- 
chungen 


(9) Dp, ting +h (0') = Dp, +104 +1(te) Dp, +ipp th (v) $s > 
i 


bie + DM, ing s(t) bp, +imy +4(Y) 
j 


(tJ = 1.. + Poti —Py) 
(k, U = a + Pa+i— Pr) 


sind die mittleren Glieder, die hier nicht hingeschrieben sind, unab- 
hingig von den Coefficienten der bei der Normalform auftretenden 
urspriinglichen Gruppen. Existirt nun zwischen Coefficienten mit be- 
stimmtem Indexpaar g, h eine lineare Relation 


ia t=1...p41—p, 
(10) 2 Gin bp, +ip,+k (u) 0 Ge =) 


so kénnen entsprechend den Gleichungen (9) in dieser die Parameter 
Uy .+.Un durch v,’...v, ersetzt werden. Da die entstandene Relation 
einerseits fiir jedes beliebig gewihlte Werthsystem von v, ... Un, 
andererseits fiir jedes beliebig gewihlte Werthsystem von wu, ... Un 
bestehen muss, so folgen durch Vergleichung der Coefficienten von 
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bp, +ipp+e(v) und von bp, +ip,4; (uv) mit Null die beiden Relationen- 
systeme 


(11) > us bp, +ipy +t (w) = 0 (imi es = 


i ++ Pati— pr)’ 
i,j—1... wail 
om Beomeono (YEIRER), 


k 


Durch Anwendung des Verfahrens, durch welche die Relationen 
(12) aus (10) hergeleitet wurden, auf das Relationensystem (11) erhilt 
man weiter 


. _ t==1...p +1 — DP, 
(13) bp, +ipa+k (u) 0 Gea eee) , 


womit der ausgesprochene Satz bewiesen ist. 


Satz 45. Relationen zwischen Coefficienten einer in der Normal- 
ebene vorliegenden Gruppe nehmen alle die Gestalt 


> tg bp -+ip,+e(U) = O 
yh 


an, wo tiber gewisse Werthepaare g, h zu summiren ist. Eine solche 
Relation hat, wenn sie fiir ein bestimmtes Indexpaar i, k gilt, fiir alle 
Indexpaare i,k zu gelten. Zudem miissen fiir jeden Index g, tiber den 
summirt wird, in allen Gruppen: . 


Up, +i = >», + ipgtk (w) Xpy+k (i, k=1.. -Po+1— Py) 
k 


entsprechende Coefficienten gleich sein wnd™desgleichen muss fiir jeden 


Index h, tiber den summirt wird, in allen Gruppen 


py +i = > boy ting te (u) Up, +k (i, k= 1... 941 —Da) 
k 


Gleichheit entsprechender Coefficienten statthaben. 

Der Beweis folgt aus derselben Betrachtungsweise, aus der der 
vorhergehende Satz erwiesen wurde; da ausser einer gewissen Um- 
stindlichkeit in der Bezeichnung keine Schwierigkeiten auftreten, so 
sei es gestattet, ihn zu unterdriicken. 
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IV. Abschnitt. 


Zahlensysteme und Matrices. 


§ 1, 
Eigenschaften der Matrices. 


Die Resultate des vorigen Abschnittes gewinnen bedeutend an 


Uebersichtlichkeit, wenn zur Darstellung der Gruppen Matrices benutzt 
werden. 


Eine Matrix soll nichts anderes sein, als eine wmfassende Be- 
zeichnung des Systems der Coefficienten eines Systems linearer Formen. 
So bildet das System der Coefficienten der Formen 


(1) Yi Dante (i= 1...m; k=l...) 
k 


eine Matrix 





oder kiirzer geschrieben 
(2) A = |jajx|| (t—o1...m; ke=l...m). 
Die Gréssen a;, werden als Elemente der Matrix A bezeichnet. 


Es sollen die folgenden Operationsregeln fiir die Matrices gelten: 


1. Man multiplicirt eine Matrix mit einer Zahl, indem man ihre 
stimmtlichen Elemente mit dieser Zahl multiplicirt. 


Es ist also: 
(3) M |\a;x\| = || Majx || (t—=1...m; k==1...0) 
Diese Operation entspricht der Multiplication des Systems der Formen 


=> ante (san l...m; Koel...) 


k 
mit der Zahl M. 

2. Die Summe zweier Matrices von gleichvielen wagerechten und 
gleichvielen senkrechten Reihen ist eine Matrix, deren Elemente die 
Summen entsprechender Elemente der beiden gegebenen Matrices sind. 
So ist 
(4) — |i aie || + | @ia|| = lain + aix|| (i=—=1...m; k—o=l...0). 


Dies entspricht der Addition entsprechender Formen der beiden Formen- 
systeme 














Ueber Systeme héherer complexer Zahlen. 


x= > Qik Le 
k 


(i==1...m; k=1...m) 
Yi = Sainws 
k 


mit gemeinsamen unabhingigen Verianderlichen. 

Als Matrix 0 wird eine Matrix bezeichnet, deren sammtliche 
Elemente Null sind. Zwei Matrices sind gleich, wenn ihre Differenz 
Null ist. 

3. Das Product zweier Matrices, von denen die zweite so viele 
wagerechte Reihen hat, als die erste senkrechte Reihen besitet, ist eine 
Matrix, deren in der i" wagerechten und ke senkrechten Reihe be- 
findliches Element die Summe der Producte entsprechender Elemente 
der i wagerechten Reihe der ersten Matrix und der ke" senkrechten 
Reihe der zweiten Matrix ist. So wird aus den Matrices 


A = || ai: || (sanl...m; la=1...m), 


(5) 
B = || dix || (de=l...m; ke=l...p) 
das Product 


(6) AB= | dai bia| (¢==1.,.m; le=1...n; ka=1...p) 
t 


gebildet, Dieser Productbildung entspricht die Ersetzung der unab- 
hingigen Verinderlichen in den Formen 


Y= > aim (i= 1... ms Lm) 
i a 
durch neue Veranderliche vermittelst der Formen 


y= > bint (Jenl...m; Kaml...p). 
k 


Man bemerkt, dass vermége dieser Operationsregeln die Addition dem 
associativen und commutativen Gesetz, die Bildung eines Productes aus 
Matrices dem associativen und distributiven Gesetz der Verkniipfung 
folgt. — 

Bildet man aus den abhingigen Veriinderlichen der Gleichungen 


(7) Yi = PJ, Wiz Xx (t= 1...m; ko=1...m) 
2 


eine aus einer einzigen senkrechten Reihe bestehende Matrix 


1 





7) = 


? 








ral 
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so lasst sich diese nach der Productregel der Matrices als Product von 
A = || ai || (t—=1,..m; kK—=1...0) 
mit der einreihigen Matrix 
vs 
|" 
|| Zn || 

darstellen, so dass in Stelle des Gleichungensystems (7) die einzige 
Gleichung zwischen Matrices 


(8) n= Ag 
tritt. — 
; § 2. 
Darstellung der zu Zahlensystemen gehérigen Gruppen durch Matrices. 


Sollen nun die Gleichungen einer zu einem Zahlensystem gehérigen 


Gruppe von der im sechsten Paragraphen des vorigen Abschnitts be- 
handelten Form: 


x; = Solum (¢=1...p,), 
k=1 


PoP 


Pi 
Xprti -> bp tik (U) He + > bntinets (U) tte (t= 1...-p,—p), 
k=l 


k=1 : 
ma... : 


Pr—?P) 


ry ‘ . 
pati = pa Dpg--ik (U) He + 2 Dog tintk(U) Xp pepo 
k=1 k=1 


m—Pq 


. +> bng-ting+1(t) Spat (i=1...m —pa), 
k=1 
durch Matrices dargestellt werden, so werde zuerst die Matrix der 
Coefficienten von %p,+1+--%p,,, im denjenigen Gleichungen, durch 
die %41.+-+2p,., gegeben sind, gebildet: 


2) a(t) = py tinea (|| (RT Be Pe) 
jede solche Matrix soll eine Elementarmatrix genannt werden. 

Von den Elementarmatrices besitzen, wie unmittelbar ersichtlich, 
alle diejenigen, die den ersten Index gemein haben, gleich viele 
wagerechte und alle diejenigen, die den zweiten Index gemein haben, 
gleich viele senkrechte Reihen; alle Elementarmatrices s,,(w) endlich 
ebensoviel senkrechte als wagerechte Reihen. Bezeichnet man ferner 
mit §...&4 die Matrices 
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Zp, +1 || 
&, = : | ’ 
Tg 41 
so folgt aus den Gleichungen (1), dass die Matrix § durch 
(3) Ey’ = S0(u) Ey + + ++ + Sy (u)é, 


wiedergegeben wird, wobei die Operationszeichen im Sinne der fiir 
die Matrices geltenden Operationsregeln zu nehmen sind. 


Die Gleichungen der Gruppe (1) erhalten auf diese Weise folgende 


Gestalt: 
Ey = Soo (u)&,, 


Ey’ = S49 (4) > + 51, (u) &, 


a = Sao(u) b> + Sai(u)E, + +++ + Saa(u) Ea 
und die Gruppeneigenschaft der Gleichungen (1) oder (4) wird durch 
folgende Gleichungen zwischen Matrices wiedergegeben: 


(5) — Sga(v") = Syn (w) San (v) + +» »  Syq(te) 8a (v) ( oe am ~ 
j ° =0---g 
die den Gleichungen 


t= 1 +++ Py — Dy 
Dp, tip, +k (V’) = > by, +:1(u) bin, +e (2) k—=1 «++i —Dn 
t 


lpr + -po41 
entsprechen. 


— Sind nun die Gleichungen (1) oder (4) die Gleichungen der 
Normalform der Gruppe, so sind die Elemente jeder Elementarmatrix 
Syg(u) untereinander unabhingig; ferner sind zwei Elementarmatrices 
Syg(u) und s,,(u%) entweder gleich, oder ihre Elemente sind von einan- 
der unabhingig. Die Gruppe (4) besitzt dann ausserdem die Unter- 
gruppe: 

Ey = Sq (u) &, 
(6) a 4 
ba = Saa (u) Ea. 
Die Siitze 44 und 45 gehen in die folgenden iiber: 


Satz 46. Befindet sich eine zu einem Zahlensystem gehorige Gruppe 
in der Normalform (4), so sind die Elemente jeder nichtverschwindenden 
Elementarmatriz von einander unabhdngig. 


Satz 47. Jede Coefficientenrelation bei einer in der Normalform 


befindlichen Gruppe veranlasst eine Relation zwischen Elementarmatrices 
von der Form 


(7) 





@, Syn, (¥) + ‘mats + Gy Syyn, (U) — 0, 
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wo a,...a, numerische Constanten sind, und zudem 


Sy, 9,(U) = + + + = Sy,g,(U), 


Sa, a, (U) = + + + = Spa, (U) 
ist, 


Die Normalform der Zahlensysteme. 


Von der Normalform einer Gruppe ausgehend kann man eine 
Normalform des zugehérigen Zahlensystems definiren. Nach den letzten 
Satzen bilden die Elemente eines vollstiindigen Systems linear unab- 
hangiger Elementarmatrices ein vollstindiges System linear unab- 
hingiger Formen der Parameter der Gruppe. Man wird also die Wahl 
der Basis des Zahlensystems so treffen kénnen, dass die Elemente des 
volistindigen Systems unabhingiger Elementarmatrices direct den 
Parametern einer Zahl des Zahlensystems gleich werden. 

Wahlt man unter den Gleichungen 


So (0) = Sa(u)8m(0) + +--+ So(W)5a(0) — ($=9."°6) 





diejenigen aus, deren linke Seiten von den unabhangigen Elementar- 
matrices gebildet sind, ersetzt die auf den rechten Seiten etwa auf- 
tretenden abhingigen Elementarmatrices durch die ihnen entsprechen- 
den linearen Formen unabhingiger Elementarmatrices, so erhilt man 
die linear unabhingigen Gleichungen der Parametergruppe, die zugleich 
die Productgleichungen des zugehdrigen Zahlensystems sind. Diese 
Form eines Zahlensystems kann als seine Normalform betrachet werden. 
Die begleitenden urspriinglichen Zahlensysteme sind ihren Product- 
gleichungen nach durch die verschiedenen unter den Gleichungen 


Sgq (U") = Syg (U) Sq (0) 

gegeben; ebenso leicht lassen sich die Productgleichungen der iibrigen 
begleitenden Systeme angeben. Die beiliufige Lésung dieser Aufgabe 
erscheint hier von geringerer Bedeutung, als man Eingangs der Unter- 
suchung geneigt war, ihr zuzuschreiben. 

Es muss noch auf die Frage eingegangen werden, welchen Einfluss 
auf die Normalform eines Zahlensystems diejenige Gruppe besitzt, von 
der ausgehend diese Normalform definirt wurde. Es lasst sich zeigen: 


Satz 48. Befindet sich von zwei, zu eimem und demselben Zahlen- 
system gehdrigen, Gruppen die eine in ihrer Normalform, so lisst sich 
auch die andere so in ihre Normalform bringen, dass ihre Elementar- 
matrices sich linear durch die Elementarmatrices der ersten darstellen 
lassen. 
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Die eine der Gruppen sei in ihrer Normalform: 
Ey = Soo() E, 
(1) eS 
ba = Sao(U)& + +++ + Saa(U) Ea; 
eine Normalform der andern Gruppe sei: 
Sats = Saprapi(@) Ea4r, 
(2) hes os 
Eo Seats (@) Sapi + ++ + + Seo(u)&e. 


Da die Parametergruppe beiden gemein ist, so wird von einer jeden 
urspriinglichen Gruppe der Form: 


(3) Ein = Sathd+r (uw) bata 
die Parametergruppe durch irgend eine der Gleichungen 


Sgq (0°) = Syq (U4) Sq (0) 

gegeben sein, wo g kleiner als d+ 1 ist. Zufolge dem Corollar 
des 38. Satzes wird man die Veriinderlichen jeder Gruppe (3) dann 
so findern kénnen, dass die Matrix der Coefficienten gleich der, die 
Parametergruppe definirenden, Matrix s,,(w) wird. Dadurch wird 
die Normalform (2) in eine andre Normalform iibergefiihrt, von der | 
man zeigen kann, dass ihre Elementarmatrices thatsichlich nur linear | 
aus den Elementarmatrices von (1) zusammengesetzt sind. Zieht man 
namlich die Gruppe (1) mit der transformirten Gruppe (2) zu einer 
einzigen Gruppe zusammen, so besitzt die entstandene Gruppe ihre 
Normaitorm, Dann sind nach dem 47. Satze alle Elementarmatrices 
dieser Gruppe linear durch ein volles System unabhingiger Elementar- 
matrices darstellbar. Ein solches System aber lisst sich bereits aus 
den Gleichungen (1) auswihlen, da die Gruppe (1) mit der Gesammt- 
gruppe die Parametergruppe gemein hat; es werden also die Elementar- 
matrices von (2) durch die Elementarmatrices von (1) linear ausgedriickt 
werden. 

— Nach diesem Satze ist es vollkommen gleichgiiltig, welche Gruppe 
unter allen zu einem bestimmten Zahlensystem gehérigen Gruppen behufs 
Untersuchung des Zahlensystems zu Grunde gelegt wird. 


§ 4, 
Eine Classification der Zahlensysteme. 


Den Abschluss der Untersuchung soll eine Classification der 
Zahlensysteme bilden, die auf Grund der gewonnenen Normalform 
ausgeftihrt werden kann, 
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Zwei 2u Zahlensystemen gehorige Gruppen: 


Ey = So9(U) Eo, 


(1) ; : 

j= Sao (U) E, +-s-+ Saa(u) a 
und 

No = Gq (U) Np), 
(2) 


Na = Ga0(U)% + - ++ + Caalw) Na 
kénnen m eine Art verwiesen werden, wenn jeder Gleichung 


(3) Sgq (U) = San () 
eine Gleichung 
(4) Gyq(U) = Oy (u) 
und ebenso jeder Gleichung 
(5) Oty Sy,n,(U) + > +» + @"S,,2,(u) = O 
die unter den Bedingungen 
Sq, g,(U) = + - - = 8y,9,(), 
Sia, (U) = + + + = Sa, a, (U4) 
existirt, eine Gleichung 
(6) i, Gy,n,(U) ++ + + My Gy, 2, (U) = O 


entspricht und umgekehrt. 


Satz 49. Alle Gruppen einer Art sind durch eine Gruppe der 
Art bestimmt. 

Als verschiedene Gruppen einer Art sind nur solche zu betrachten, 
deren Elementarmatrices verschiedene Anzahlen von Elementen be- 
sitzen. Aus einer Gruppe (1) kann man dann alle tibrigen Gruppen 
derselben Art finden , indem man in Stelle jeder unabhingigen Matrix 
Sgg(u) eine Matrix 6,,(u) setzt, die eine beliebige Anzahl von wage- 
rechten Reihen von Elementen besitzt; weil die Matrices 6,, (uw) 
quadratisch sind, ist dadurch die Anzahl der senkrechten Reihen mit 
bestimmt. Erfiillt man sodaun die den Relationen (3) entsprechenden 
Relationen (4), so ist fiir jede Elementarmatrix 6,,(w) die Anzahl der 
senkrechten und wagerechten Reihen von Elementen bestimmt, da alle 
Matrices mit gleichem ersten Index gleich viele senkrechte Reihen und 
alle mit gleichem zweiten Index gleich viele wagerechte Reihen von 
Elementen besitzen. Da ferner die Relationen (5) und (6) unter solchen 
Nebenbedingungen bestehen, die bereits erfiillt wurden, so lassen sich 


schliesslich auch die den Relationen (5) entsprechenden Relationen (6) 
einfiihren. 














Ueber Systeme héherer complexer Zahlen. 155 


Satz 50. Haben zwei Gruppen verschiedener Arten die Parameter- 
gruppe gemein, so lisst sich zu jeder Gruppe der einen Art eine Gruppe 
der andern Art finden, die mit ihr die Parametergruppe gemein hat. 

Zwei Gruppen mit gemeinsamer Parametergruppe kénnen nach 
dem 48, Satze derart in die Normalformen: 


Ey = Sy (e) Eos 


(7) : 
Ea = Sao(U) & +++ Saa () Ea 
und 
bat. = Sats ati (U) Says, 
(8) has 


gE. = Sed+i (a) Bass + =” + Seo (U) Ee 

gebracht werden, dass die Elementarmatrices der einen Gruppe linear 
durch die Elementarmatrices der andern ausgedriickt sind, Zieht man 
nun die Gruppe (7) mit der Gruppe (8) in eine einzige Gruppe zusam- 
men und ersetzt die unabhiingigen Elementarmatrices von (7) so durch 
neue, dass aus (7) eine andre Gruppe ihrer Art hervorgeht, so geht 
auch die aus (7) und (8) zusammengesetzte Gruppe in eine andre 
Gruppe ihrer Art iiber, die die Parametergruppe mit der aus (7) ent- 
standenen Gruppe gemein hat. Dadurch geht auch aus (8) eine Gruppe 
von einerlei Art mit (8) hervor, die mit der aus (7) entstandenen 
Gruppe die Parametergruppe gemein hat. — 

Man wird ewei Arten von Gruppen in eine Classe verweisen kénnen, 
wenn jede Gruppe der einen Art die Parametergruppe mit einer Gruppe 
der andern Art gemein hat. Rechnet mam ferner diejenigen Zahlen- 
systeme, die zu den Gruppen einer Art gehdren, zu einer Classe, so 
kann man den 50. Satz auch so formuliren, dass alle Arten einer 
Classe von Gruppen zu einer und derselben Classe von Zahlensystemen 
gehéren. 

Nach allem diesem kann jede Classe von Zahlensystemen als durch 
eine beliebige Gruppe, die zu einem Zahlensystem der Classe gehirt, 
definirt betrachtet werden. Insbesondere kann die definirende Gruppe 
so gewahlt werden, dass die Gleichungen der Normalform (1) Glei- 
chungen zwischen gewoéhnlichen Gréssen 


Ly = Ayo (U) Xo, 
(9) . 3 
La = Ago (U)Xy + +++ + Aaa(U)xa. 
Kin Zahlensystem, das zu einer solchen Gruppe gehért, hat die 


besondre Higenschaft, dass die begleitenden urspriinglichen Systeme 
derselben nur je eine Basiszahl besitzen. Die Productgleichungen 
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dieser urspriinglichen Systeme sind durch die unabhangigen unter den 
Gleichungen 

Ogg (V") = Agg (U4) gy (0) 
gegeben. Jeder Classe von Zahlensystemen gehort ein solches Zahlen- 
system an, und so mag dies Sonderresultat als letzter Satz dieser 
ganzen Untersuchung gefasst werden. 


Satz 51. Jedes Zahlensystem, dessen begleitende urspriingliche 
Systeme nur je eine Basiszahl besitzen, definirt eine Classe von Zahlen- 
systemen, so dass, wenn alle jene Systeme bekannt sind, dadurch iiber- 
haupt alle Zahlensysteme gegeben sind. 

Dass Schwierigkeiten von wesentlicher Art der Aufsuchung dieser, 
gewissermassen typischen, Zahlensysteme nicht im Wege liegen, geht 
schon aus andern Untersuchungen hervor und so mag diese Frage, 
als das Ziel, das ich mir gesteckt, iiberschreitend, hier unerdrtert 
bleiben. 





Dorpat, August 1891. 

















Bemerkungen tiber das Integral F(a). 


Von 


L. PocHHaMMER in Kiel. 


§ 1. 

Durch F(a) werde, wie in der Abhandlung des Verfassers ,,Zur 
Theorie der KEuler’schen Integrale“ im 35'" Bande dieser Annalen 
(§ 3, S. 514), das Integral 


(1) T (a) =f vew-au 


bezeichnet, in welchem die Variable «, vom unendlich entfernten 
Punkte der negativen reellen Axe ausgehend und dahin zuriickkehrend, 
einen positiven Umlauf um den Punkt 0 ausfiihrt*). Fiir F(a) kann 
(S. 515 des genannten 35'" Bandes) auch der Ausdruck 


Zs re  s 
(2) l(a) = cana f" e~“ uml du, 


wo der Integrationsweg einen bei + co beginnenden positiven Umlauf 
um den Punkt 0 darstellt, oder der Ausdruck**) 


- (o-) 
(3) CT (a) = — ents f* e~* ue! du 


in welchem die Umkreisung des Punktes 0 in negativer Drehungs- 
richtung erfolgt, gesetzt werden. Die Formel (3) entsteht aus der 
Formel (2) durch Umkehrung des Integrationsweges. Die Potenz w—! 


*) Das Integral F(a) weicht nur in formaler Beziehung von dem Integral 
ab, welches H. Hankel in § 3 seiner Abh. ,.Die Euler’schen Integrale bei unbe- 
schrinkter Variabilitiit des Arguments‘, Schlémilch’s Zeitschr. fiir Math. u, Phys., 
Jahrgang 9, 1864, definirt hat. 

**) Cfr. die Abh, des Verf. ,,Ueber einige besondere Fille der linearen Dif- 
ferentialgleichung 2'** Ordnung mit linearen Coefficienten‘‘, Band 88 dieser Annalen, 
8. 243, 
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wird bei dem Integral (1) dadurch naher bestimmt, dass im Schnitt- 
punkte des Integrationsweges mit der positiven reellen Axe u*—' gleich 
der Grosse e¢—)!o8", in welcher log w den reellen Logarithmus bedeutet, 
zu nehmen ist. Letztere Bedingung gilt in (2) und (3) fiir den ersten 
Theil des Integrationsweges. 

Die obigen Integrale sollen, mit Riicksicht auf gewisse Anwen- 
dungen, durch die Substitution 


(4) % = +; udu = — f*—"'Idt, 


umgeformt werden. Der Weg der Variable ¢ nimmt dann im Punkte 0 
seinen Anfang, und zwar verlisst ¢ bei dem Integral (1) den Nullpunkt 
in der Richtung der negativen reellen Axe, bei den Integralen (2) 
und (3) in der Richtung der positiven reellen Axe. Man setze der 
Einfachheit halber den Weg der Variable « aus einem (doppelt durch- 
laufenen) Abschnitt der negativen, bezw. positiven reellen Axe und 
aus einem Kreise, der um den Nullpunkt mit dem Radius 1 beschrieben 
wird, zusammen. Unter e werde eine unendlich kleine positive reelle 
Constante verstanden. Dann besteht der Weg, der sich fiir ¢ bei dem 
Integral (1) ergiebt, aus der geradlinigen Strecke vom Punkte — ¢ 
bis zum Punkte — 1, dem im negativen Sinne durchlaufenen Kreise 
mit dem Radius 1, und der geradlinigen Strecke von — 1 bis — e. 
Dieser Weg stellt einen vom Punkte —e aus bewirkten negativen 
Umlauf um den Punkt 0 dar. Unter Benutzung der in § 1 der Ab- 
handlung des Verfassers ,, Ueber ein Integral mit doppeltem Umlauf***) 


angegebenen Bezeichnung (die auch in (1), (2), 
seg g 


——— Ne (3) angewendet ist) erhilt man demnach die 
Jf \ Gleichung 
\ 


: F Sd hs P r( ) : : 1 lt 
~/ fee - ao -— ée je ¢ " 
Vv \ . ae 


\ “wef Man kann nan unter Hinzufiigung des Factors 
7. A — 1 den Integrationsweg umkehren. Dies 
Fig. 1. iiudert hier den Weg nur insofern, als die 


negative Umkreisung des Nullpunktes sich in 
die positive verwandelt (Fig. 1). Also ergiebt sich, unter der Be- 


dingung, dass fiir ¢ = 1 die Potenz ¢-¢—' gleich 1 gesetzt werde, die 
Formel 


1 
_ v) = 
(5) r(a) -{" e' tl dt. 
Die Substitution (4) lisst aus (3) die Gleichung 


*) Band 35 dieser Annalen, S. 472. 
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” (0) — > 
(6) l(a) = ene f e ‘tIdt 
und aus (2) die Gleichung 


os 1 
=  —— 
(7) T (a) = — comin l e : t-*—! di 


entstehen, woselbst ¢, wie oben, eine unendlich kleine positive reelle 
Zahl bedeutet. In (6) und (7) nimmt die Potenz ¢-*—' den Werth 1 
an, wenn ¢ zum ersten Male im Punkte 1 eintrifft. 

Statt des Kreises mit dem Radius 1 kann in (5), (6), (7), als 
Theil des Weges von ¢, ein Kreis ® gewahlt werden, der mit einem 
beliebigen Radius & um den Nullpunkt gelegt wird. Denn die zu 
integrirenden Functionen haben keinen anderen endlichen singuliren 
Punkt als den Punkt ¢= 0. Ausser dem Kreise & bildet dann in (5) 
die (in beiden Richtungen vorkommende) Strecke von —e bis — f, 
und in (6) und (7) die Strecke von + ¢ bis + k den Integrationsweg. 
Es gilt in diesem Falle fiir das Integral (5) die Bestimmung, dass 
t-¢-1 im Punkte ¢ =k gleich e—(@+)!*s* wird, wo log k den reellen 
Logarithmus bezeichnet. Bei den Integralen (6) und (7) stimmt ¢--— 
auf dem ersten Theile des Integrationsweges (zwischen ¢ und k) mit 
dem Werthe e~ +)!s*, in welchem log ¢ reell ist, tiberein. 


§ 2. 

In dem Integral (1) wurde der unendlich entfernte Punkt der 
negativen reellen Axe als Ausgangspunkt und Endpunkt des Integrations- 
weges angenommen. Indessen kann man tiesen Punkt, ohne dass der 
Werth des Integrals sich ainderte, durch einen beliebigen Punkt der- 
jenigen Hilfte des unendlichen Horizontes, bei der die reellen Bestand- 
theile negativ sind, ersetzen, resp. zwei solche Horizontpunkte als untere 
und obere Begrenzung des Integrals nach u wiihlen. Dies folgt daraus, 
dass, wie Cauchy gezeigt hat, das Integral der Function e“w*', ge- 
nommen iiber irgend einen Theil der genannten Hiilfte des Horizonts, 
einen verschwindend kleinen Werth hat. 

Wird unter s eine sehr grosse positive reelle Constante verstanden, 
und u = se%' gesetzt, so ergiebt sich, wenn 

a=, +a, 
ist (a,, a reell), die Gleichung 
eutdu— (cos F-+-isin F) ga, giaslogs e(iai—a2)F 7] H , 
Man nehme, indem man durch 4 eine reelle, zwischen 0 und = liegende 


Constante und durch s’ das Product se-‘*—4* bezeichnet, die Werthe 
11* 
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— x und —(x—A) als Grenzen der Integration nach #, so dass —s 
und s’ die Integralgrenzen in Bezug auf u sind. Da 


mod. (e%ut—*du) = s% E88 Im F |] F 


ist, so besteht fiir den Modul des betrachteten Integrals die Ungleichheit 


*s' *—(n—A) 
mod. f eurdu< sh escos Fa, YD, 
sJ—8 e 


—a 


Hieraus folgt 
(8) mod. f Hutte < AgtetersIo—ar%, | 


wo @, eine Constante bedeutet, die zwischen — a und — (a—A) liegt. 
Mit unbegrenzt wachsendem s wird aber, da cos #, negativ ist, die 
rechte Seite von (8) beliebig klein, was um so mehr von dem links 
stehenden Integrale gilt. In derselben Art wird bewiesen, dass das 
Integral nach # zwischen den Grenzen — (w-++-A) und — = oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, zwischen den Grenzen a — A und = sich 

fiir ein unendliches s dem Werthe Null nihert. 
Man ziehe nun vom Nullpunkte aus zwei Gerade Qt, und Mi,, 
welche mit der positiven reellen Axe die Winkel — (w—4,) und x — A, 
bilden; 4, und 4, seien 


positiv und kleiner als > 


Die unendlich entfernten 
Punkte der Geraden %,, Mt, 
sollen kurz durch m,, m,, 
und der unendlich entfernte 
Punkt der negativen reellen 
Axe durch q bezeichnet 
werden, Ferner mége der 
Kreis &, der mit dem 
beliebigen Radius & um 
den Nullpunkt beschrieben 
" wird, die Geraden MN, , Mt, 
wt in den Punkten m, , m, und 
ie. 2 die negative reelle Axe im 
Punkte q treffen (Fig. 2). 
Die Schnittpunkte des Kreises mit der positiven reellen Axe, mit der 
negativen imaginiiren und der positiven imaginaéren Axe werden fk, 3, 
und 7, genannt. 
In dem Integrationswege des Integrals (1), welcher nach Fig. 2 
aus den Theilen 





11, Gm, %, ki,m,q, W9 
besteht, diirfen die Strecken qq und qm, durch den Bogen qm, des 
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unendlichen Horizonts und den geradlinigen Abschnitt m,m, ersetzt 
werden. Denn das Integral von e“w*—' liings des geschlossenen Weges 
VG, JM, Mm, My, mM, q Verschwindet, da die genannte Function auf dem ein- 
geschlossenen Flichenstiick eindeutig und stetig ist. Ebenso kann man 
statt mg und qq die Strecken m,m, und m,q wihlen. Die Integration 
von e“u* lings der Bogen qm, und m,q liefert aber, wie gezeigt 
wurde, das Resultat Null. Also ist F(a) auch gleich dem Integral 


e Me 
(9) l(a) ~f, e*ut—idu, 


dessen Grenzen m,, m, als die Ausdriicke 
(10) uty = lim se~'*—4)#, a, = lim sett)! 

(s==@) (s==@) 

-s 54 5s ‘ i 
(0 <4,<3,0S4,< 4 definirt sind, und dessen Integrationsweg 
sich aus den Strecken 
M, M,, M,t,ht,m,, M, My 

zusammensetzt. Fiigt man zu dem Integral (9) das (unendlich kleine) 
Integral der Function e“w*-! liings des Bogens m,qm, des Horizonts 
hinzu und transformirt den Weg in der angegebenen Art, so hat man 
die Formel 


(11) l(a) -/, eue—tdu, 
in welcher fiir die Variable w (nach Fig. 2) die geschlossene Curve 
Mm, mt, ki,m, gm, mM, 
zur Anwendung kommt. Statt m, kann_in (11) auch der Punkt m, 
zum Ausgangspunkt der Integration gendmmen werden; in diesem 
Falle durchliuft « den Weg 
M, My Gm, thi, My My. 
Fiir die Potenz w*-? gilt in (9) und (11) dieselbe Bestimmung wie 
in (1). 

Die obigen Betrachtungen tibertragen sich auf die Integrale (2) 
und (3). Integrirt man die Function e~“u*' lings eines Abschnittes 
derjenigen Hiilfte des unendlichen Horizonts, wo die reellen Bestand- 
theile positiv sind, so ist das Integral unendlich klein. Also kann 
man in (2) und (3) den Weg der Variable w in der Art abiindern, 
dass die Integralgrenzen nicht in den unendlich entfernten Punkt der 
positiven reellen Axe, sondern in beliebige andere Punkte der soeben 
bezeichneten Horizonthilfte fallen. Aus (2) werden auf diese Weise 
die Gleichungen 


= "Po 
(12) T (a) = aad | e~“ ur! du 


und 
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- 70) 
(13) F(a) = ennie ff e~“ut-1du 
abgeleitet, in denen 
(14) p, = lim se*‘,  »p, = lim se~ *# 
(s=o) (s=a) 


(0 <a, < = 0<A,< *) gesetzt ist, und unter yj’ ein beliebiger 


der zwei Werthe »,, p, verstanden wird. Der Integrationsweg von (12) 
wird in Figur 3 durch p, p,q}; 
der Integrationsweg von (13) durch 


PPidPrkp,p, oder pop kp, gp, Po 
angegeben. Fiir die Fixirung des 
Zweiges der Potenz u*-' mége in 
(12) und (13) derjenige Punkt be- 
nutzt werden, in welchem der Inte- 
grationsweg die negative reelle Axe 
schneidet. Bei dem Integral (2) 
geht die Variable « vom Punkte k 

Vig 8. zum Punkte — fk (in Fig. 1, 2, 3 

durch gq bezeichnet) iiber, indem sie 

die obere Hilfte des Kreises § im positiven Sinne durchliuft. Daher 

hat uw fiir w——k den Werth ef¢—(#++8% wo logk den reellen 

Logarithmus bedeutet. Diese Bestimmung bleibt fiir die Integrale (12) 
und (13) in Kraft. 

In thnlicher Weise lasst sich der Integrationsweg der Integrale 

(5), (6), (7) modificiren. Nennt man ¢, und ¢, die Producte 


(15) e = ce (Adi, g, = celta), 








in denen e wiederum eine unendlich kleine positive reelle Zahl be- 


zeichnet, und 4,, 4, reell, positiv und kleiner als : sind, so kann 
man nach Fig. 2 in (5) den Weg 
Cm, 2, Ki, my ey 
oder auch einen der zwei Wege 
Cy mM, 1, Ki, m,gm,ey, cM, qm, i, ki, m, e, 
fiir die Variable ¢ wihlen, ohne hierdurch den Werth des Integrals 
1 

(5) zu andern. Denn das Integral der Function ef ta » genommen 
lings eines unendlich kleinen Kreisbogens (mit dem Radius ¢), welcher 
von —c bis e, oder von —e bis e, (auf der Seite der negativen 


reellen Werthe) fiihrt, ist eine unendlich kleine Grésse. Demnach 
werden aus (3) die weiteren Formeln 
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1 
(16) - F(a) =e t-«— dt 
und 
: (0) + 
(17) l(a) = e' t-—dt 


erhalten, in denen die soeben angefiihrten Integrationswege anzuwen- 
den sind, und durch ¢’ ein beliebiger der zwei Werthe ¢,, ¢, bezeichnet 
wird. Fiir ¢ = (Fig. 2) hat man in den beiden letzten Gleichungen 
die Potenz ¢*-! gleich demjenigen Werthe e—@+!st, in welchem 
log & reell ist, zu nehmen. 


Hs soll noch kurz auf den Fall eingegangen werden, dass in den 
vorstehenden Rechnungen die Constanten A, und 4, den Werth * an- 


nehmen, so dass in Fig. 2 die Geraden SN, und Wt, in den negativen 
und den positiven Zweig der imaginiiren Axe iibergehen. In § 2 wurde 
mit Hiilfe der Ungleichheit (8) gezeigt, dass das Integral der Function 
e“u*— einen unendlich kleinen Werth hat, wenn die Integration tiber 
einen (bei — co beginnenden) Theil des zwischen — co und — ooi, 
resp. zwischen — co und + oo? liegenden Quadranten des unendlichen 
Horizonts erstreckt wird. Nun verschwindet, wie aus (8) folgt, auch 
das tiber den ganzen Quadranten ausgedehnte Integral (was in (8) dem 


Werth 4 =~ entspricht), falls der reelle Theil a, der Constante a 


negativ ist. Allerdings darf fiir 4 = = ‘die auf der rechten Seite von 


(8) stehende. Exponentialgrésse ¢*°*%-%% mit wachsendem s nicht 
mehr als identisch mit Null angenommen werden, da in Bezug auf 4, 


. + A . . 
nur die Grenzwerthe — a und —-= (in § 2: —a-+4), zwischen 


denen @, liegt, bekannt sind, und folglich fiir cos 6, der Werth Nuli 
nicht ausgeschlossen ist. Im Falle a, < 0 verschwindet aber die rechte 
Seite von (8) fiir s = co wegen des Factors s%. 

Diese Betrachtungen fiihren zu dem Grenzfall der lormel (9), wo 
m, durch — coi und m, durch + oo7# ersetzt wird. Man hat, wenn 
der reelle Theil von a negativ ist, die Gleichung 


i “ho 
(18) r (a) -f-, eur du, 


in welcher die Variable uw im Uebrigen die ganze imaginiire Axe durch- 
lauft, jedoch den Nullpunkt auf der Seite der positiven reellen Werthe 
umgeht. Denn die Schliisse, durch die man die Gleichung (9) bewies, 
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bleiben auch hier in Kraft. Der Integrationsweg von (18) besteht 
nach Fig. 2 aus den ausserhalb der Punkte 7, und i, liegenden Ab- 
schnitten der imaginaéren Axe und aus dem Halbkreise i,ki,. Da- 
gegen ist 


*4 ood 
(19) > a e“ur'du = 0, 


falls der Weg der Variablen w statt des Halbkreises i,ki, den Halb- 
kreis 7,q%, (Fig. 2) enthilt, falls also der Nullpunkt auf der Seite der 
negativen reellen Werthe umgangen wird. Die geschlossene Curve, 
welche sich aus der geradlinigen Strecke von — coi bis zum Punkte 
i,, dem Halbkreise i,qgi,, der geradlinigen Strecke von i, bis + coi 
und der auf der Seite der negativen reellen Werthe liegenden Hilfte 
des unendlichen Horizonts zusammensetzt, bildet die Begrenzung eines 
Flachenstiicks, auf dem die Function e“w*' eindeutig und stetig ist. 
Da nun das iiber die Horizonthilfte erstreckte Integral den Werth 
Null hat, so verschwindet auch das Integral (19), dessen Integrations- 
weg aus den drei iibrigen genannten Strecken besteht. 
Substituirt man in (19) w= — v, so entsteht die Gleichung 


+ we 
(19 a) f e—*vr dv =0, 


in welcher vorausgesetzt ist, dass die Variable den Nullpunkt auf der 
Seite der positiven reellen Werthe umgeht. 

Wie die Formel (9), so kann auch die Formel (11), sobald der 
reelle Theil von a negativ ist, in der Art modificirt werden, dass der 
Werth — coi an die Stelle von m,, resp. der Werth + coi an die 
Stelle von m, tritt. Man erhalt, gemiss den Bemerkungen am Eingang 
dieses Paragraphen, im Fall a, < 0 die Gleichungen 


- r=(0) 
(20) T (a) =f se eut—du, 


. (0) 
(21) r (a) =f" erw-tau. 


Hier kommt (nach Fig. 2) der ganze Kreis @ in dem Integrationswege 
vor; ausserdem wird in (20) die Strecke von — coi bis i,, in (21) 
die Strecke von +- ooi bis i, in beiden Richtungen durchlaufen. 

Es mége erwihnt sein, dass die Gleichuagen (18) und (19) giiltig 
bleiben, wenn a ein positiver reeller Bruch ist. Dieselben sind dann 
eine unmittelbare Folge der Dirichlet’schen Formeln 
(22) [rw cos w dw = cos ~“T (a), 


° 
“ 





(23) Fi “we sin w dw = sin ** (a), 
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in denen [(a) das Euler’sche Integral 2' Art bedeutet. Bei dem 
Integral (18) nimmt die Potenz w*-? im Punkte i, (Fig. 2) den Werth 
— 24 (@-1) = (a1) 

ke-1, im Punkte i, den Werth e? . ke an, wo k-! die 
positive reelle Potenz von & bedeutet. Denn nachdem u = ke*‘ gesetzt 
ist, hat man die anfangs erwaihnte Bedingung fiir u*-! zu beriicksichtigen. 


Substituirt man auf der negativen imaginiren Axe u = —ir, auf 
der positiven «== -+ ir, so wird auf ersterer das Product udu 
__ aia nia 


gleich e ® ya-1dy, auf letzterer gleich ¢ * x1 dr, da die Bestim- 
mung im Punkte ¢,, resp. ¢,, massgebend ist. Bei dem Integral (19) 
hat dagegen, weil der Nullpunkt auf der negativen Seite umgangen 


wird, das Product w*—'dw auf der positiven imaginiren Axe den Werth 
__ 3aia 

e * y—tdr, Man wahle, was erlaubt ist, den Kreisradius & unend- 

lich klein; dann sind die Integrale der Function e“u*—! lings der Halb- 

kreise 7, ki, und ¢, gi, (da @ positiv sein soll) zu vernachliissigende Gréssen. 

Hierdurch geht das auf der rechten Seite von (18) stehende Integral, 

wenn man die Gleichungen (22) und (23) benutzt, in die Summe 


_ nia ha — sie 
o*) ieee 7 +e yf r*—sin rdr 


= 2% sin (wa) F(a) =f (a) 
iiber, wihrend fiir das Integral (19) der Werth 


: 1a 2 a o. 
e- 14 T(a) )— cos — \e ) 4 ésin #4 (¢* +e ° )}eo 


erhalten wird. 


( 





Formt man das Integral (18) durch die Substitution « = ‘ um, 


so ergiebt sich, dass [(a@) auch mit dem Ausdruck 


- +e8 z 
(24) r (a) =f" e' t-a—1dt 


identisch ist, falls die Variable ¢ den Nullpunkt auf der Seite der 
positiven reellen Werthe umgeht. Durch ¢ wird, wie in § 1, eine 
unendlich kleine positive reelle Constante bezeichnet. Der Integrations- 
weg von (24) lisst sich (da & willkiirlich ist, statt = also wieder & 
genommen werden darf) nach Fig. 2 durch das Stiick der negativen 
imaginéren Axe von 0 bis 7,, den Halbkreis 1,47, und das Stiick der 
positiven imaginairen Axe von 7, bis 0 darstellen. Wird der genannte 
Weg in der Art abgeiindert, dass der Halbkreis i,qi, an die Stelle 
des Halbkreises i,k7, tritt, so ist, wie aus (19) folgt, 
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“ei 2 
(25) J “e! t-e-1dt = 0. 


—ee 
Aus (20) und (21) erhilt man, wenn u = ; gesetzt wird, die zu 
(17) analogen Gleichungen 


1 


(0) = 
(26) [ (a) = ee t-4—1 dt 
und 
a 1 
= (0) — 
(27) l(a) -f, e' i-4¢-1dt, 


In den Formeln (24) bis (27) wird der reelle Bestandtheil der Constante a 
als negativ vorausgesetzt. Der in (24), (26), (27) anzuwendende Zweig 
der Potenz ¢-¢—" ist derselbe wie in (5), (16), (17), d. h. es gilt auch 
hier fiir ¢-«—' die am Schlusse des § 2 genannte Bedingung. 


Kiel, im Mai 1891. 











Ueber eine Gattung von bestimmten Integralen. 
Von 


L. PocuHamMer in Kiel. 


§ 1. 

Im Folgenden sollen gewisse Integrale betrachtet werden, in denen 
«x als Parameter vorkommt, wihrend gleichzeitig die Grenzen von x 
abhiingen. Es werde in der Ebene, welche die complexen Werthe 
darstellt, eine Gerade G durch die Punkte 0 und w gelegt und ein 
Kreis ® mit dem Radius y um den Nullpunkt beschrieben. Bezeichnet 
man durch ¢ eine unendlich kleine positive reelle Constante, so wird 
die Grésse — ex durch einen Punkt x der Geraden G abgebildet, 
welcher dem Nullpunkte benachbart und durch letzteren vom Punkte x 
getrennt ist. Die Durchschnittspunkte des Kreises 8 mit der Geraden G 
mégen d@ und » heissen, und zwar werde der in der Richtung Or 
iegende > genannt. Es sei nun S das Integral 


“0 = 
(1) ’ =f we p(u) du, 


in welchem die Variable w zuniichst die geradlinige Strecke vom 
Punkte y bis zum Punkte », hierauf den Kreis & in positiver Drehungs- 
richtung und zum zweiten Mal das genannte Stiick der Geraden & 
vom Punkte » bis zum Punkte y durchlaiuft*). Man setzt voraus, dass 
das Integral S einen bestimmten Sinn hat, und dass die (von w allein 
abhiingige) Function m(u) innerhalb des Kreises & eindeutig ist; p be- 
deutet eine beliebige Constante. 

Das Integral S nimmt den Factor ¢*‘” auf, wenn die Grosse x 
einen positiven Umlauf um den Nullpunkt ausfiihrt. Es sei «’ der 
beliebige Anfangswerth von 2, und yr’ = — ew’. Die durch die Punkte 
x’, 0, x’ gehende Gerade, welche ©’ heissen mége, schneide den 


*) Fiir das obige Integral ist die abgekiirzte, auf 8. 472 des 35 Bandes 
dieser Annalen angegebene Bezeichnung angewendet worden. 
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Kreis @ in den Punkten d’ und 9’ (Fig. 1). Der zu « =~’ gehidrige 
Anfangswerth von S sei 8S’. Umkreist ~ den Nullpunkt lings einer 
Curve z’aba‘, so iindert sich der Inte- 
grationsweg von § dadurch, dass die Gerade 





_— a/ ~. Gum den Nullpunkt rotirt; der schliessliche 
Vi“ *. Integrationsweg stimmt aber mit dem an- 
ay | okt n , fiinglichen iiberein. Von den verschiedenen 


V4 : Zweigen der Potenz w?—! wird ein bestimmter, 
\é ) / den man durch [w?—"] hezeichnet, an der 

4 ~ unteren Grenze wu = xy’ des Integrals S’ fixirt. 
7 = Y Da x mit 2 zugleich einen positiven Umlauf 

ho eg um den Nullpunkt macht, und die Aenderung 
der betrachteten Functionen als stetig voraus- 
gesetzt wird, so geht, indem 2 die Curve w’abw’ durehliuft, der zur 
unteren Grenze u = gehdrige Werth der Potenz u?-! von [y’?—"] in 


x 


Fig. 1. 


eir[y'?—| iiber. Die Factoren e“ und g(u) sind eindeutig. Also 
ist der Endwerth von S gleich ¢?*‘? S’. 

Aus dieser Eigenschaft des Integrals S folgt, dass das Doppel- 
integral 


re x e 
0) — ) — 
(2) T = | e° yt dv f e“ uP—! p(u) du, 
oe) — ex —ev 
dessen Variable «, v analoge Wege zuriicklegen sollen, wie fiir (1) 


angegeben wurde, den Factor ¢*‘(?+?) aufnimmt, wenn « den Null- 
punkt im positiven Sinne umkreist. Denn die Grésse 


*(0) = ; 
vi} J e u?— p(u) du 
—¢eo 


verhiilt sich, wie gezeigt wurde, in der Umgebung von v =0 wie 
ein Product v?+i/f(v), in welchem /f(v) eine in dem genannten Gebiet 
eindeutige Function von v bezeichnet. Der vom Integral (1) bewiesene 
Satz kann somit zum zweiten Male angewendet werden. 

Aus demselben Grunde tritt, falls p(v) bei v =O eindeutig ist, 
auch zu dem Integral 


" @ = 70 = 
(3) e° vt ov) dvf e* uP! p(u) du 
—ex to 


der Factor e?*(?+ hinzu, wenn «x einen positiven Umlauf um den 
Nullpunkt ausfiihrt. Es sei ferner y(w) eine in der Umgebung von 
w = 0 eindeutige Function von w; dann nimmt das dreifache Integral 


0 


“0 = @ eo) 2 
(4) J. e” w*- x(w) aw f e° vt-1 w(v) av fi, e” uP? p(u) du 


—Cu 
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bei einem Umlauf der Grésse x um den Nullpunkt den Factor ¢#‘(e+v+” 
auf. Analoges gilt von den auf dieselbe Art gebildeten n-fachen 
Integralen. ° 

Die obige Betrachtung lisst sich auf die Integrale 


~~ © 
(5) S =f a e“ (u — x)! uP _p(u) du, 


ro @ ame 
(6) = -{". e° (v — x)! yr! (v) aw f e“ (u— v)*-1 wP—1 ep (u) du 


ausdehnen, bei denen dieselben Integrationswege wie bei (1), bezw. (2) 
zur Anwendung kommen sollen (positiver Umlauf um den Nullpunkt 
von —¢x aus, bezw. von —evw aus). Unter (wu) und %(v) werden 
wieder Functionen verstanden, die in der Umgebung des Nullpunktes 
eindeutig sind, wiihrend k, J, p, q beliebige Constante bedeuten. Man 
laisst ~ die Curve w’aba’ durchlaufen (Fig. 1) und bezeichnet die an- 
fanglichen, zu =’ gehérigen Werthe von © und & durch ©’ und LT’. 
In G’ werden fiir den Ausgangspunkt w—-—ex’= 1’ des Integrations- 
weges bestimmte Werthe der Potenzen (w — x’)! und w?- fixirt, 
welche man [(r’ — x’)*-*] und [y’?-"] nennt. Die «-Curve mége den 
Integrationsweg vollstiindig umschliessen, was keine Beschrinkung ist, 
da in Fig. 1 der Kreis § beliebig klein genommen werden kann. 
Dann wird (wie bei S) der Integrationsweg des Integrals © beim 
Variiren von 2 nur insofern ein anderer, als die Gerade & sich dreht. 
Der zur unteren Integralgrenze «= —ew— ry (des Integrals ©) ge- 
hérige Werth der Potenz (w —)*—' nimmt, wenn x den Weg x’ aba’ 
zurticklegt, den Factor e? *** auf. Denn der genannte Werth (r—)*— 
ist vom Werthe (x’—az)*-!, mit dem er fiir a=’ tibereinstimmt, 
stets nur unendlich wenig verschieden, da ¢ und yr’ verschwindend 
kleine Gréssen sind. Zur Potenz (r’— x)* tritt aber durch den 
Weg w’aba' der Variable x, welcher den (festen) Punkt x’ umkreist, 
der Factor e?#** hinzu. Hinsichtlich der Potenz w?—' gilt fiir (5) 
dasselbe wie fiir (1). Die an der unteren Integralgrenze erfolgende 
Aenderung des Werthes der zu integrirenden Function tibertragt sich, 
der vorausgesetzten Stetigkeit halber, auch auf alle folgenden Integral- 
elemente. Also hat das Integral (5) die Higenschaft, den Factor 
e’7i(t+») aufzunehmen, wenn « die Curve 2’ abs’ durchiiuft. 

Fiir das Integral (6) ist zu beriicksichtigen, dass, gemiss dem 
soeben erhaltenen Resultat, das Product 


ro) = 
vty ) f° e” (w—v)t-! uP! p(u) du 
gleich einem Ausdruck v'+»+2 F(v) gesetzt werden kann, wo unter 
Fv) eine in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige Function von v 
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verstanden wird. Die auf © beziiglichen Schlussfolgerungen sind also 
auch auf & anwendbar, wenn statt u,k, p, m die Gréssen »v, l, 
k+p-+q, F eingefiihrt werden. Demnach nimmt das Integral & 
den Factor e?‘(*+'+e+9) auf, wenn x den Nullpunkt im positiven Sinne 
durchliiuft. Man erkennt leicht, dass ein entsprechender Satz fiir die 
mehrfachen Integrale von der obigen Form besteht. 


§ 2. 

Man setze nunmehr voraus, dass die Function m(w) in der Um- 
gebung des Punktes « = 0 nicht nur eindeutig, sondern auch stetig 
sei, so dass sie in eine convergente Reihe 
(7) p(u) =e + eu ou? +---+ cu +--- 
entwickelt werden kann. Dann ergiebt sich fiir das Integral (1) die 
Reihe 
(8) S= OG, + G,+%G4,+---+6G,+->,, 
in der G, (fiir v = 0,1,2,...) das Integral 


0) 2 

Go fo e” wrt! du 
bedeutet. Wird hierin 

u=—a2u, du=x«du 
substituirt, so ist bei der Integration nach u die untere Grenze gleich 
dem constanten Werthe —e. Die Variable nu durchliuft, von — ¢ 
ausgehend, ein Stiick der negativen reellen Axe, umkreist den Null- 
punkt im positiven Sinne und kehrt lings der negativen reellen Axe 
zum Punkte — e¢ zuriick. Man findet auf diese Weise die Gleichung 

1 


r(0) 
G, = arr | e” yPt—l du. 


Der Radius des Kreises §, der im (1) einen Theil des Weges von u 
ausmacht, wurde durch y bezeichnet. Der Weg von u in der letzteren 
Gleichung fiir G, enthalt also einen Kreis um den Nullpunkt mit dem 
Radius r. Jedoch kann statt desselben ein Kreis mit einem beliebigen 
constanten Radius y’ genommen werden, da die Grésse des Kreisradius 
keinen Einfluss auf den Werth des obigen Integrals hat. Indem man 
die Gleichung (5) des vorstehenden Aufsatzes ,,Bemerkungen iiber das 
Integral F(a)“ *) anwendet (unter der Voraussetzung, dass der Zweig 
der Potenz u?+’-' in derselben Art, wie dort angegeben ist, bestimmt 
wird), erhalt man, nach Beriicksichtigung der Reductionsformel**) 


*) Seite 158 dieses Bandes. 
**) Seite 515 des 35te" Bandes dieser Annalen. 
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(9) ee a 


(a— 1) (a—2)...(a—») ’ 
fiir G, den Ausdruck 


= sl ol oe 
G, = «2? T(— p—») = x? *T (— p) 


(p+ 1) (p+2)...@p+y) - 
Demnach entsteht aus (8) die Gleichung 


x 


70) = 
(10) Je: e* uP! fey eu Er ae 
=rrf t C,% Cyt 
x?T (— p) Lest + op tO a" +t |, 


in welcher [p + 1]* die Factorielle 
(11) [p+ IF = (p +1) (p+2)---(p +») 


bezeichnet. 
Als Beispiel mége einerseits 
p(u) =e = 14 4 + = ae 
andererseits 
p (u)—= (1 —u)e-e—t = 1 ot" op Set emer Os +... 


genommen werden. Dann ergeben sich aus (10), wo gleichzeitig 
p=1— @ gesetzt wird, die Gleichungen 


ro) Z4u 
(12) J e“ une du 


a= 21-6F a. See : a ae 
= el (9 1) {1+ 1.2—e) a 1.2.(2—9)(8—e) + } 
und 
x0) = 
(13) s.. e” u-e(1l — uje-e—! du 


wae eet O(a et ®) 
= ate (9— 1) {1+ oe ap Kae Fee att. |. 
Ersetzt man in dem cal ve die Constante g durch g — p 
und substituirt fiir m(w) die Reihe (7), so erhilt man die Gleichung 


ro = ro) = 
(14) fo e° vrrtdy fe" uP?—! p(u)du 
=H, + ¢,H, + ¢H,+---¢4H,+--', 
in der H, das Doppelintegral 


ro = ro) = 
H, = f € vrrtde e” wrt! du 
—ev 


—ex 
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bedeutet. Die Substitution 
US VU PLU, v= 2y 


du=wyadu, dv=xdy, 
lisst H, in das Product 


eo + Po) = 
ant f° e” yt! dy ? i e" wet du, 
= «tT (— p —»)F(—q—»), 
iibergehen, wofiir (mach (9) und (11)) 
at T(— p) F(— 9) 
(p +1} fa + 11F 
geschrieben werden darf. Also folgt aus (14) die Formel 


ro = roy 2 
(15) fe vr?! dy fe. e“uP(1+eut---+toew+---)du 


o 42 C2" 





Auch diese Betrachtung lasst sich leicht auf die analog gebildeten 
vielfachen Integrale ausdehnen. 
Es ist zu erwihnen, dass in der obigen Gleichung (10) die linke 
Seite in der Art modificirt werden kann, dass die Formel (16) des 
vorstehenden Aufsatzes — statt der Formel (5) desselben — Anwendung 
findet. Man bezeichne durch x, und x, zwei reelle, zwischen = und 
a liegende Constante und durch ¢,, ¢, die Gréssen 
(16) t= ee-*%, ee, = ceim, 
in denen e wiederum eine unendlich kleine positive reelle Zahl be- 
deutet. Die Producte e,2 und ¢e,2 nenne man kurz 7, und y,. Dann 
bilden die Geraden N,, M,, welche vom 

_** Nullpunkte aus durch den Punkt y,, resp. 

‘i durch den Punkt yx, gelegt werden, die 
(stumpfen) Winkel x,, x, mit der Geraden 
@G, die den Nullpunkt mit w verbindet 
(Fig. 2). Der um den Nullpunkt beschrie- 
bene Kreis  werde von der Geraden %, 
im Punkte »,, von der Geraden X, im 
Punkte », und von der Geraden @ im 
Punkte d getroffen.. Wahlt man nun fir 
das Integral 


(17) [re uP—l fey out---+ ou +--+} du 
den Integrationsweg (Fig. 2) 
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Tym, dn, r, 
(dessen mittlerer Theil in positiver Drehungsrichtung von n, zu n, 
lings des Kreises  iibergeht), so fiihrt die Substitution «— au zu 
der Gleichung 


Ce @ = eo ry 
ee“ wPt-l dy =< grt e° uPt—t du, 
oJ ix % 


Die rechte Seite derselben ist mit dem Ausdruck 


1 


a? T (— p) 
(p+ 1) (p-+2)...(p+) ” 
identisch. Denn die Variable u durchliuft den niimlichen Weg, der 
in der Formel (16) der vorstehenden Abhandlung als Weg der Variable ¢ 
vorausgesetzt ist. Also besteht fiir das obige Integral (17) die Gleichung 


xP++T(— p —v), = 





"tox . 
(18) I. e” uP fo, + cutew+---+ow+-- du 


= | Cy ix* } 
ae (— P) yor pFitGEn@tr er 4+ te 


Man kann ferner, wenn der reelle Theil der Constante p positiv 
ist, als Grenzen des Integrals (17) — nach Formel (24) des vor- 
stehenden Aufsatzes — auch die Gréssen — evi und + cai wihlen, 
ohne hierdurch den Werth des Integrals zu fandern. In diesem Falle, 


welcher aus dem soeben behandelten fiir die Werthe x, = x, = = ent- 
steht, enthilt der Integrationsweg die Hilfte des Kreises & (Hig. 2), 
die wiederum in positiver Drehungsrichtung durchlaufen wird. 


Kiel, im Mai 1891. 
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Ueber eine specielle lineare Differentialgleichung 2‘* Ordnung 
mit linearen Coefficienten. 
Von 


L. PocuHammer in Kiel. 


Die Differentialgleichung 
dz 
(1) aes + @ 2 —y=0, 


in der unter @ eine nicht ganzzahlige, aber sonst beliebige Constante 
verstanden wird, gestattet, wie der Verfasser in einer friiheren Arbeit*) 
gezeigt hat, eine Lésung durch bestimmte Integrale von der Form 


1 
h . a 
y -{ (wu —a)* , Udu, 
g 


wo U nur von uw abhingt. Im Folgenden soll auf ein anderes Ver- 
fahren, die Gleichung (1) durch bestimmte Integrale zu lésen, ein- 
gegangen werden. Man substituire in (1), indem man durch U wiederum 
eine Function von w allein und durch g, h Constante bezeichnet, das 
Integral 


(2) Y= = fe" *U du. 
Dann entsteht die Gleichung 


s = 4 ae 
f os Udu+ J e* (2 — 1) Udu=0, 


deren erster Summandus durch theilweise or in den Ausdruck 


[_ e" v\_, +f e —— Tau 


*) , Ueber einige besondere Fille der linearen Differentialgleichung 2** Ord- 
nung mit linearen Coefficienten, §§ 2—4, Band 38 dieser Annalen, S, 228—240. 


























Lineare Differentialgleichung 2'* Ordnung mit lin. Coeff. 
umgeformt wird. Auf diese Weise ergiebt sich 


x u=h 2 
u tujaU @ 
Man stellt nun fiir U die Differentialgleichung 


dU 
(4)  +({—-1)u=0 
auf, die fiir U den Werth 
(5) U =e"u-e 
liefert. Das Integral (2) geht hierdurch in den Ausdruck 
*h ~ A 
(6) y= e“ ue du 
iiber. Die Grenzen g, h haben, nach (3), die Bedingung 
<u ee 
(7) Le wth: a E oth, = 0 


zu erfiillen*). 

Die Gleichung (7) wird zunaichst durch die Werthe g = h = — co 
befriedigt. Man lasse in (6) die Variable w von dem unendlich ent- 
fernten Punkte der negativen reellen Axe ausgehen und nach einem 
positiven Umlauf um den Nullpunkt zu dem genannten unendlich fernen 
Punkte zuriickkehren. Das hierdurch definirte Integral 


“7 Sin 
(8) M4 =| eK u-e du 


ist die eindeutige Hauptlésung der Differentialgleichung (1). Setzt man 


x 


x 1 2 1 o 
em lite at + =o) he hae 


Vv. 


so wird y, gleich der Reihe 
2 v 
w= K+ K+ Kh t+: +h 


v! 


eves, 
in der K, (fir v= 0, 1, 2, ...) das constante Integral 
K, -{* et u-e-* du 


bedeutet. Es werde hier derjenige Zweig der Potenz u-e-” gewihlt, 
bei dem in der Gleichung 
Ue” =< e— (e+) logu 





*) Man vergleiche auch C. Jordan, Cours d’analyse, Tome III, § 204 (Paris, 
Gauthier -Villars, 1887). 
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der Werth log u fiir den Schnittpunkt der w-Curve mit der positiven 
reellen Axe reell ist. Dann hat man*) 


—f in aaa “alain Fa—e) wee 
X, =1(1 — ¢— ») e(e+1)(e+2)...(e+%—1)) 


Also fiihrt, bei Anwendung der abgekiirzten Bezeichnung 





%(0; 2) — ST eee! See eee 
(9) (Q;%) = 1+ cs + Tee tD a inf,, 
die obige Entwickelung zu der Gleichung 
(10) y, = F(1 — @) F(e3 2). 


Ist der reelle Bestandtheil von @ grésser als 1, so kann, wie er- 
wihnt sein mdge, an Stelle von (8) auch das Integral 


4-0 Zn 
f e u-e? du 
2 


genommen werden, in welchem die Variable w im Uebrigen die ima- 
giniire Axe durchliiuft, jedoch den Nullpunkt auf der Seite der posi- 
tiven reellen Werthe umgeht. Denn in diesem Falle hat man, nach 
Formel (18) des Aufsatzes ,,Bemerkungen tiber das Integral [ (a) **), 
fiir die Grosse F(1 — @ — v) den Ausdruck 


ax +o 
ril—e—v)=— + Se ev u-e-” du. 


Wird das letztere Integral fiir K, substituirt, so folgt aus der soeben 
angestellten Rechnung die (fiir @ > 1 geltende) Gleichung 


+ani Pau _ 
(11) f e“ =u @du=T(1 — @) ¥(e; 2). 


—ai 


Die Grenzen g, h des Integrals (6) wurden bisher als constant 
vorausgesetzt. Man kann indessen, wenn durch ¢ eine unendlich kleine 
positive reelle Constante bezeichnet wird, auch den Werth — ez fiir 
g oder h wiihlen. Denn bei der Differentiation des Integrals (6) nach 
a verschwinden in diesem Falle diejenigen Summanden, die von der 
Variabilitat der Grenzen g,h herrihren. Fiir g — h = — ex entsteht 
aus (6), wenn man die Variable « einen positiven Umlauf um den 
Nullpunkt machen lisst, der Ausdruck 


x 
©) —-+u 
(12) Y> -{ e“ ue du, 


welcher das mehrdeutige Hauptintegral der Differentialgleichung (1) 
darstellt. Die Entwickelung dieses Integrals nach steigenden Potenzen 


*) Bd. 35 dieser Annalen, 8. 514 und 515, 
**) Seite 163 dieses Bandes. 
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von « wurde bereits in der Formel (12) des vorstehenden Aufsatzes 
»Ueber eine Gattung von bestimmten Integralen“ angegeben. Bei 
Benutzung der Bezeichnung (9) hat man die Gleichung 


(13) Y. = (9 — 1) at-e F(2 — 9Q; 2). 


Die f-Integrale vermitteln demnach sowohl in (10) und (11) als 
auch in (13) den Zusammenhang zwischen der obigen Lésung der 
Differentialgleichung (1) durch bestimmte Integrale und der Lésung 
durch Potenzreihen*). 


*) Wird die Substitution 
+, = 
y= J e“ Udu 
g 


d*?y dy 
& ax = (% — @) da + ay 


auf die Differentialgleichung 





(A) 


(cfr. die Arbeit des Verfassers ,,Ueber die lineare Differentialgleichung 2'* Ord- 
nung mit lin. Coeff. im 36" Bande dieser Annalen, S. 84) angewendet, so 
findet man fiir U die Function w~°(1 — u)°-*—*. Als mehrdeutige Hauptlisung 
von (A) ergiebt sich dann das bestimmte Integral 


(0) = oO a—1 
e“ w 8 (1 — ue —** du, 
—ez 


welches nach Formel (13) des vorstehenden Aufsatzes ,,Ueber eine Gattung von 
bestimmten Integralen“ mit der Reihe 


A—-@F(, —1) $1 w—efl . (a —e +1) (@ = +2) ae 
a“ e- +a °* 13.4=06-0 “T 
identisch ist, Die eindeutige particuliire Lisung von (A) wird, falls der reelle 


Theil von @ — @ positiv ist, durch das Integral 


x 


*(0) 0 —a—1 
/ e“ « 8 (1 — uw)? -** du 
1 

e 


und im allgemeinen Falle durch das Integral 


rt91—6—) — 
J e“ u-"(1 — ue-*—! du 
e 


c 
x 


dargestellt. Das erstere Integral geht, wenn e“ entwickelt wird, in die Reihe * 


oe 1 
e718) Be — a, 1—@) +7" a+ ets we+t.. { ’ 
das letztere in die Reihe 





(s. Band 35 dieser Annalen, 8. 513 und 499) iiber, 


a+. 
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Man bemerke, dass.die Reihe 
(14) J(x) = 2 {1 — 


at 


a 
2(24 +42) + 3 @i+D 0145 = 








. inf.t, 


welche unter dem Namen der Bessel’schen Function bekannt ist, nach 
(9) als das Product 


ag(a+1; —*) 


geschrieben werden kann. Daher wird durch Benutzung der Glei- 
chungen (8) und (10), in denen man die Gréssen x und g durch 


= = und 4+ 1 ersetzt, fiir J(~) der Ausdruck 


ah (0) - Zu 
(15) J (x) — Ti» * 


u~— du 

erhalten. Die rechte Seite von (15) hat in allen Fallen einen be- 
stimmten Sinn, wo ein solcher der obigen Reihe J (x) zukommt. Denn 
der Fall, wo 4 eine negative ganze Zahl, und folglich [(— 4) gleich 
Null ist (Band 35 dieser Annalen, 8. 516), macht auch die Reihe (14) 
illusorisch. 


Kiel, im Mai 1891. 
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Ueber fiinf Doppelintegrale. 
Von 


L. PocuHamMMeErR in Kiel. 


In den nachstehenden Rechnungen werden fiinf Doppelintegrale 
behandelt, welche zu den Euler’schen Integralen in Beziehung stehen. 
Das erste dieser Doppelintegrale erweist sich als identisch mit dem 


Product [(a)1(b), das zweite mit dem Product F(a) f(b). Die drei 


iibrigen reduciren sich auf Producte, in denen je ein [-Integral und 
ein Euler’sches Integral erster Art, resp. ein E-Integral als Factor 
vorkommt (s. Band 35 dieser Annalen, 8. 510 und 514). Jedes der 
fiinf Doppelintegrale bildet den Gegenstand eines der fiinf folgenden 
Paragraphen. 


$ 1. 
Es sei Z das Doppelintegral 


0 


“2 ‘mo — —~—y 
(1) L =|, y-t dv, ae ut—o—-1 dy, 
( ( 


in welchem die Variablen w und v die positiven reellen Werthe von 
0 bis co durchlaufen. Die Doppelintegrale werden hier so geschrieben, 
dass die zuletzt angegebene Integration zuerst ausgefiihrt wird; in (1) 
ist also zuerst nach w zu integriren, Fiir die Potenzen u*--!, y’— 
sollen, falls die Constanten a und b reell sind, die reellen positiven 
Werthe, und im allgemeinen Fall die Werthe e¢-?—)!os~, eo—t)loge jn 
denen log w und log v reell sind, genommen werden. Man setzt die 
reellen Bestandtheile von a und 6 als positiv voraus. Da v in dem 
Integral nach w als Parameter vorkommt, so sind, wenn fiir wu die 
Grenzen 0 und oo eingesetzt werden, die Werthe v als endlich und 
von Null verschieden anzusehen. Werden also die zwei Grenzen oo, 
resp. die zwei Grenzen 0, der Variablen w und v mit einander ver- 
glichen, so ist die Anniherung an die Werthe oo und 0 bei wu in be- 
liebig hohem Masse stiirker als bei v. Um dies hervorzuheben, schreibt 
man J lieber als den Ausdruck 
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; *q oly a—b—1 
(1a) L = lim J vw sav ff, ;* * ae, 
(d=0, q=@ ) é 0 


welcher erkennen lisst, dass erst schliesslich @ als unendlich klein 
und q als unendlich gross angenommen werden sollen. 

Das Integral Z wird durch Aenderung der Integrationsfolge auf 
das Product zweier Euler’scher Integrale zuriickgefiihrt. Man hat die 
Zulissigkeit der genannten Aenderung, durch welche die gegenseitigen 
Verhiltnisse der zwei Grenzen oo, bezw. der zwei Grenzen 0 umgekehrt 
werden, zu beweisen. Zu diesem Behufe nennt man 0’ eine sehr kleine, 
q eine sehr grosse positive reelle Zahl, von der Beschaffenheit, dass 


bei abnehmendem @ der Quotient + beliebig klein, bei wachsendem 
q der Quotient ra beliebig gross wird (z. B. 8° =//0, q =//q), und 
theilt das Integral nach wu in die drei Theile 


d *q! nies 
f +J, +J, : 
Das Integral Z zerlegt sich dementsprechend in die drei Summanden 
(2) L=L,+L,+ L;, 
wo zur Abkiirzung 


(3) L, = lim “av {° f(u, v) du, 


(d=0,q=&), J J 0 


(4) L, = lim fre, f(u, v) du, 
(d=0,q=), Jd J 


‘ , *q -. 

(5) L, = lim dv f(u, v) du 
(8=0,q=«),J Jb q’ 

und 


(6) flu, v)— ote eet 

gesetzt ist. In dem Integral L, kann, so lange @, q, 0’, q’ endliche 
Werthe bedeuten, die Integrationsordnung umgekehrt werden, da /(u, v) 
stetig und eindeutig bleibt, und wenn 0,0’ bis zur Null abnehmen, 
q, q’ unendlich werden, so geschieht dies (nach der Definition von 
0’,q’) in der Art, dass die Variable v sich vor der Variable « den 
Grenzen 0 und oo nihert. Hieraus folgt, dass die Grosse L, bei ab- 
nehmendem 0, 6° und wachsendem q, q in das Integral 


(7) fier auf e “wtdy 


iibergeht, welches aus (1) durch Aenderung der Integrationsfolge ent- 
steht. Man kann somit die Identitat der Integrale (1) und (7) dadurch 
beweisen, dass man zeigt, dass die Integrale LZ, und L, verschwindend 
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klein sind. Bevor jedoch hierauf eingegangen wird, miégen einige 
kurze Bemerkungen Platz finden. 

Es seien w, 6, t positive reelle Gréssen, und 6,7 unabhingig 
von vw. Der Ausdruck < +. * wird sowohl fiir ein unbegrenzt ab- 
nehmendes als fiir ein unbegrenzt wachsendes « unendlich, und da 
die Gleichung 

d (6 u u?—or 
EGt+D-a 
die Wurzelu u=-+- Yor hat, so ergibt sich zwischen u =O und 
wu = oo fiir die obige Function das Minimum 
6 u ‘ 6 
G+) _=+2/5. 
“=+ Vor 
Mithin ist fiir alle positiven reellen Werthe von u 
o u o 
- oo — 3 Vz 
(8) e (" ?) <e of 
Das Product e “ u- *, welches fiir ein unendlich grosses und fiir ein 
unendlich kleines (positives) « verschwindet, nimmt, wie die Gleichung 


a 


a o 
- (, ‘ as) =e “u-(o—TtU) 
zeigt, fiir «= < den Maximalwerth e~* (=) an. Also besteht unter 


den fiir (8) erwihnten Voraussetzungen auch die Ungleichheit 
o 
et 7 ryt 
(9) to <e*(2ys 
Ks sei ferner 
(10) a=a,+ta,, b=b,+ ih, 
WO 4,4, b,,b, reelle Zahlen bedeuten. Dann gelten fiir positive 
reelle Werthe von « und v die Gleichungen 


mod, (w@—?-!) == w%--!, mod, (v’!) = vr, 


Denn die Gréssen w'(—) und v'®, welche e(%-*)logu und efloge ge- 
schrieben werden kénnen (log w, log v reell), haben den Modul Eins. 

Man geht nun dazu iiber, Ungleichheiten fiir die Moduln der 
Integrale LZ, und L, aufzusuchen. Da der Modul einer Summe héchstens 
gleich der Summe der Moduln der einzelnen Summanden ist, so folgi 


+. Fu =e. oae 
(11) mod. L, < fy'omavf ot gence 


nH 


(12) mod. L. < J, Adv f. ee * yah du. 
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Aus (8) ergiebt sich, wenn fiir 6 und rt die Werthe o=v, r= 2 
gewahlt werden, 


u 
s * fe g T. 


Durch Benutzung dieser Ungleichheit findet man 


mod. DL, <f, e— V20 vr-tdv J, e 


D. a Wy 1 a 
oder, wenn /2v = v,, v= = v2, und w= =, Substituirt wird, 
= ‘1 


2 
uu—ai—! dy 


V2q - 2. 
1 —_ _ . 2% — 4 
mod. L, <a J, ey, 2% dv J, e 4, h—a-1 dy, . 
In dem rechts stehenden Ausdruck ist das Integral nach v,, da man 
0 unendlich klein, q unendlich gross zu nebmen hat, gleich dem Euler’- 
schen Integral [(20,). Fiir das Integral nach u, kann (gemiiss dem 
bekannten Theorem vom Mittelwerthe) das Product 
1 
FF ygh—a—1 t 
q 
gesetzt werden, in welchem x einen zwischen 0 und - liegenden Werth 


bedeutet. Also nahert sich, wenn q’ unbegrenzt wiichst, mod. L, dem 
Werthe Null. 


Bei der auf JL, beziiglichen Rechnung unterscheidet man, ob 
a, — b, positiv oder negativ ist. Da aus (8) (fiir o =v, tr = 1) 


e u“ = < e- 2 Vo 
folgt, so besteht (nach (11)) die Ungleichheit 
4 y +3" 
mod. L, </f, e~ 2Ve yl av f, util dy, 


welche im Falle a, — b, > 0 den Schluss erlaubt, dass mod. L, mit 
0” zugleich beliebig klein wird. Denn das Integral nach wu ist gleich 


+; d’s— und das Integral nach v geht durch die Substitution 
. 
2Vu=—=0,,0= x, in den Ausdruck 
2Vq 
aan e—%y.24—1 dy, == 2!-24 [(20,) 
‘ 2V3 : ” 
iiber. 


Ist a, — b, negativ oder gleich Null, so bezeichne man durch « 
irgend eine positive reelle Constante, die kleiner als a, ist (z. B. “ 


oder “), und schreibe 
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v v 


—-—-4u - > 4 


<a 
a3 2u 1 
€ ua—a-! = @ 


2u e 
ey 
Da nun aus (8) (fir o—2,c—1) und aus (9) (fir 6 = 


t = b, — a, + «) die Ungleichheiten 


role 


v 
v 


ee e %* a 
e <e-V®, Soak Smee 
erhalten werden, wo % die Constante 
A — es * (2D, — a, + elooat 


bedeutet, so ist nach (11) 
“4 ee “J 
mod. L, < af, e—V20 ya-e—t dv, w—du. 


Durch Anwendung der Substitution /2v = v, ergiebt sich 
| ie ee = Zi+e—a, an 2421 dy, 
é V20 
= 24-4 [(2a,—2e), 
so dass fiir Z, die Ungleichheit 


gite-a 


mod. Ly < =——* 8" (2a, —2e) 





besteht, deren rechte Seite sich mit abnehmendem 0’ der Null nihert. 
Hiermit ist bewiesen, dass wenn a, und b, positiv sind, die Inte- 
grale L, und LZ, Grdssen darstellen, die-man vernachlissigen darf. 
Also stimmt das Integral (1) mit dem Integral (7) im Werthe iiberein. 
Indem man in (7), wo die Integration nach v zuerst auszufiihren ist, 
v=ut, dvu=—udt, 
setzt, findet man 


re) 


Lam J, oowrtduf, oetdt = Ta) T. 


Somit gelangt man zu der Formel 


(13) JS. vt de f, e* ut -tdu—(a)F(b), 


bei der die reellen Bestandtheile der Constanten a und 6 als positiv 
vorausgesetzt sind. 
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§ 2. 
Es soll nunmehr ein Doppelintegral 
(0) "4 mi ase 
(14) v=" yt dof ea out-e-t du, 


in welchem u und v complexe Werthe annehmen, betrachtet werden. 
Man lege um den Nullpunkt als Mittelpunkt zwei Kreise &, % mit 
Radien k, 1. Von den zwei Halbkreisen, in welche der Kreis 8 durch 
die imaginire Axe zerlegt 

| wird, heisse der auf der 

t Seite der positiven reellen 

Werthe liegende §,, der 

| andere ®,. Als Weg der 





’ Variable « nimmt man in 
nN (14) das Stiick der negativen 
al i imaginaren Axe von — oot 

- raat \\ bis —ki, den Halbkreis &, 

ce i. ie * \, (so dass der Nullpunkt zur 
—_— "sa ae }.---.----- Ljinken bleibt) und das 
‘%, “Ga ) Stiick der positiven imagi- 

‘ ot =r A niren Axe von +i bis 

as , +ooi. Die Variable v soll 

| "a den Abschnitt der negativen 


reellen Axe von —oo bis 

—1, den Kreis % im posi- 

tiven Sinne und zum zweiten 

Mal die Strecke von —1 bis 

—oo durchlaufen, Die hier 

vig. 1 anzuwendenden Zweige der 

Potenzen u**-! und v?-! 

werden durch die Werthe in den Punkten u =k, resp. v = / fixirt, 
indem man die Gleichungen 

fa—-P—1 = gla—P—1)logk — Jo—1 = gl—t)log! 











gelten lisst, in denen logk und log/ die reellen Logarithmen be- 
deuten. Wie in (10) wird 
a=a+ia, b=b, +b, 

gesetzt. Jedoch nimmt man hier die Gréssen a,, b,, a, — 0, als 
negativ an. 

Das Integral N wird nach derselben Methode wie das Integral (1) 
behandelt. Man beweist, dass die Integrationsordnung umgekehrt, 
d. h. die Integration nach v zuerst ausgefiihrt werden kann. Dann 
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ergiebt sich N als das Product zweier einfacher Integrale. Es werde 
fiir N (analog zu (1 a)) die genauere Schreibweise 


(*(0) foi 40 
(14a) N = lim fio av f ew ut—-l dy 


(a=) 


angewendet, welche andeuten soll, dass die unendlichen Grenzen von 
wu noch als unendlich gross gegen die unendlichen Grenzen von » 
gelten miissen. 

Das Integral nach w wird, wie in §1, in drei Theile getheilt. 
Indem man y als eine iiberaus grosse positive reelle Zahl, die aber 
klein gegen q bleibt, (z. B. » = )/q) definirt, nennt man N,, N,, N, 
die Integrale 


= (0) —pi 
(15) N, = lim J : av f _ plu, v) du, 
(q=a@)e/ — ia 
(0) pi ' 
(16) N, = iim f aw f — p(u, v) du, 
"  (q=e)es—4 = 
‘ ‘ (0) *+ot 
(17) N, = end # dv J. p(u, v)du, 


in denen p(u,v) die Function 


~ tie — 
(18) p(w, v) = vrte" UP 
bedeutet. Es ist dann 
(19) N=N,+N,+N;. 


Man will zeigen, dass wenn fiir » eine geniigend grosse Zahl gesetzt 
wird, mod, N, und mod. N, beliebig klein sind. 

Bei N, und N, soll das Integral nach v in je drei Theile getheilt 
werden, niimlich in die 2 Integrale mit geradlinigem Integrationsweg 
und in das Integral lings des Kreises Z. Man setzt 


*—1 —pi 
N,® = lim i dv | p(w, v) du, 


(q=@) 


r(0) —pi 
N,®) -{" av [> p(u,v)du, 


x %—pi 
N,®) = lim "de — p(u, v) du, 
1 i —oae 


(q=a)eJ — 


also 


N, =N,® + N+ N,%. 





(re nn rr 
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Wird in WN,” 


u=— ri, v=—y 
substituirt, so entsteht die Gleichung 


— et) a ° —1(2++) 
N,® =e lim , wtdvy e ye-o—l dy. 
p 


(qe) 


Nach Beriicksichtigung von (10) folgt hieraus 


(ars) ‘ 7 
mod. VN, <e Prssesl yr! dy ; gu-t-idr. 
Die Constanten b,, a, — 6, sind aber nach der Voraussetzung negativ; 
somit ergiebt sich 
F rth) 
dNO< {Sd part 
— by (@,—b) 
d. h. NV,“ wird fiir ein grosses ) verschwindend klein. Die nimliche 
Eigenschaft kommt dem Integral N,) zu, da dasselbe sich von N, 
nur durch den Factor —e***> unterscheidet. Das Integral N,®), in 
welchem v den Kreis mit dem Radius 7 durchliuft, geht durch die 
Substitution 


uwa—ri, v=let—losa+ilsna 


in den Ausdruck 


—*! (a—0-+1) (*x —_ ae +i (a ~ r) 
N,® =e comida € ye dr 
p 


tiber. Dies fiihrt zu der Ungleichheit 


n ising 
g (br) a - = Sm 
mod. N,® < lhe dof e ya—b—l dy, 
—a p 


lsinw 


Indem man die Exponentialgrésse e * durch ihren Maximalwerth 
l 


e” ersetzt, findet man, dass mod. N,®) kleiner ist als das Product 
n i 
S aby) ++ 
2al e , 1 
by — a pore ? 











welches (da b, — a, positiv) mit wachsendem » sich der Null nihert. 

Hiermit ist bewiesen, dass N, fiir ein hinreichend grosses » kleiner 
als jede angebbare Zahl ist. Dasselbe gilt von dem in (17) genannten 
Integral N,. Denn die obige Rechnung dndert sich in keinem wesent- 
lichen Punkte, wenn bei der Integration nach u die Grenzen — pi 
und — oo¢ durch + pé und + oo ersetzt werden. 
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Ks bleibt iibrig, die Grésse N, zu behandeln, auf die sich, gemiiss 
der Gleichung (19), das Integral N reducirt. 

Bezeichnet man durch w,, wu, zwei beliebige Punkte des Integrations- 
weges von u und durch v,, v, zwei beliebige Punkte des Integrations- 
weges von v, so macht es fiir den Werth von o(u., v,) keinen Unter- 
schied, ob zuerst u von uw, nach u, und dann v von v, nach v, tibergeht, 
oder ob zuerst v und hierauf w in der angegebenen Art variirt. Denn 


p(w, v) ist nach (18) gleich dem Product aus einer Function von u, 


einer Function von » und der eindeutigen Grésse e“. Werden also in 


dem Doppelintegral 
(*(0) *+pi 
fie dv f py (u,v) du, 


das als Grenzfall einer Doppelsumme aufzufassen ist, diejenigen Sum- 
manden gesammelt, welche einen und denselben Werth e*u*—’-! du 
als Factor enthalten, so ist deren Summe gleich dem Product aus dem 
letztgenannten Werthe und dem Integral 


— e 
0) = 
f e“y—'dy. 
=—=@ 


Man bemerke ferner, dass der Weg der Variable « durch den Werth 
von v nicht beeinflusst wird, und dass die zu integrirende Function 
fiir alle vorkommenden Werthe von w und v stetig bleibt. Es folgt 
hieraus, dass man in dem Integral N,, in welchem » und q zuniichst 
als endlich angesehen werden mégen, die Integrationsfolge iindern 
darf, so dass fiir N, die Gleichung 


N, =f eye o- ‘du f ro e” v1 dy 
fe, 
entsteht, in der die Integration nach v zuerst ausgeftihrt wird. Dies 
bleibt giiltig, wenn q und » unbegrenzt wachsen; denn die unendlichen 
Grenzen, die zum Integral nach » gehdéren, sind (nach der Definition 


von ») unendlich gross gegen die Grenzen des Integrals nach wv. Die 
Substitution 

v=ut, dvu=udt 
ergiebt dann 


N, -{ ow duf et dt. 
—pt =. | 


Man kann nun zeigen, dass das in letzterem Ausdruck enthaltene Integral 


(20) Opt dt 


ae 
u 
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von « nicht abhiingt, vielmehr stets den Werth f(b) hat. Da mod. u 
im Maximum den Betrag » erreicht, so ist mod. 2. eine unbegrenzt 


grosse Zahl. Im ersten Theil des Weges von u, wou—=—ri, por>k 


ist, hat man — 2 —— — — ® so dass der Werth —— einen 
u ret r u 


iiberaus entfernten Punkt der negativen imaginiren Axe darstellt. 
Gehért « sodann dem Halbkreise @, an (Fig. 1), so ist « — ke, 


ae ao", wo # von — = durch 0 zu +3 tibergeht. Hier 


durchliuft der Punkt — 2 diejenige Hiilfte des unendlichen Horizonts, 
in der die reellen Bestandtheile negativ sind. Im letzten Theil des 
Weges von u, wo u=-+ ri ist, bedeutet der Werth —i einen 


unendlich entfernten Punkt der positiven imaginaren Axe. Aus dieser 
Betrachtung ergiebt sich, dass das Integral (20), wenn q unbegrenzt 
wiichst, stets mit einem von drei Integralen identisch ist, welche der 
Verfasser in der Abhandlung ,, Bemerkungen tiber das Integral [ (a)“ 
behandelt und dort durch die Nummern (11), (20), (21) bezeichnet 
hat*). Letztere Integrale haben, obwohl ihr Integrationsweg ein ver- 
schiedener ist, doch den gleichen Werth. Je nachdem u dem ersten, 
zweiten oder dritten Theile der w-Curve angehért, stimmt das obige 
Integral (20) mit dem Integral (20), (11) oder (21) der erwiihnten 
Arbeit (woselbst nur 0} statt a@ zu schreiben ist) tiberein. Daher hat 
das Integral (20) allgemein den Werth f(b). Fir N, entsteht in 
Folge dessen die Gleichung 


™ +i 
N, = roof. eur! du. 


Das Integral nach « ist aber fiir ein unbegrenzt wachsendes », gemiiss 


der Formel (18) des soeben genannten Aufsatzes**), gleich [ (a). 

Die vorstehende Rechnung fiihrt auf diese Weise, unter der Voraus- 
setzung, dass die reellen Bestandtheile der Constanten a, b, a — b 
negativ sind, zu der Gleichung 


fre vide , at ue->—! du 


in welcher der Integrationsweg der Variable « so zu bilden ist, dass 
der Nullpunkt in einer auf der Seite der positiven reellen Werthe 
liegenden Curve umgangen wird. 


5 Dieser Band, S. 161 und 164. 
**) Dieser Band, S. 163. 


(21) 
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§ 3. 
Man nenne P das Doppelintegral 


(22) p=" v—ldy [* (euVe + e-2Ve) (1 —w2)—1 du, 


bei welchem v die namliche Curve wie bei dem Integral (14) durch- 
liuft, wahrend w einen reellen Integrationsweg hat. Fiir dasselbe 
modge die niihere Bestimmung gelten, dass die Potenz (1—w?)*-! an 
der unteren Integralgrenze « = 0 den Werth 1 annimmt, und dass fiir 
die Potenz v’-! der in § 2 angegebene Zweig gewahlt wird. Indem 
man (wie in (10)) 
a=a,+ia,, b=b, + ib, 

setzt, macht man die Annahme, dass a, positiv, b, negativ sei, 

Es werde durch 6 eine positive reelle Zahl, welche sehr klein, 
jedoch endlich ist, und durch P, das Doppelintegral 
 -rdy [° (euVe + e-24V*) (1—ut)1 du 


a 0 


P, = 


bezeichnet. Liasst sich zeigen, dass mod. P, fiir ein geniigend kleines 
0 beliebig klein wird, so darf in (22) bei der Integration nach wu die 
Grenze 0 durch 6 ersetzt werden. 

Der Integrationsweg der Variable v besteht nach Fig. 1 aus dem 
doppelt durchlaufenen Abschnitt der negativen reellen Axe von — oo 
bis —7? und dem Kreise %. Der Theil von P,, der dem Kreise 2 
entspricht, wird zugleich mit 0 beliebig klein, weil die zu integrirende 
Function stetig bleibt, und der Weg der Variable v eine endliche 
Linge, der Weg der Variable « jedoch die Liinge 0 hat, Auf den 
geradlinigen Strecken werde v = — s gesetzt (s>l). Es ist dann 


e2uVo 4 e—2uVo — e2uiVs 4 e—2uiVs — 2 cos (2uyj/s). 


Der Modul der letzteren Grosse erreicht also héchstens den Werth 2. 
Man erhialt hierdurch die Ungleichheit 


= *~g m 
mod. f yt dv J, (e2uVo + e-24Ve) (1 —u?)— du 
en *d 
<2 sl ds ) (1—w?)"—" du, 


deren rechte Seite verschwindend klein ist, da dieselbe (nach Aus- 
fiihrung der auf s beziiglichen Integration) durch Anwendung des 
Satzes vom Mittelwerth in den Ausdruck 


by 
25 (Lui 48, wo 0< p<, 


Mathematische Annalen, XLI. 
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iibergeht. Eine analoge Ungleichheit gilt fiir den letzten Theil des 
Integrals nach v. Wird demnach @ hinreichend klein gewihlt, so ist 
mod, P, kleiner als jede angebbare Zahl. 

Wie bei WN, (§2), so kann auch bei P, nachdem die Grenze 0 
statt der Grenze 0 fiir die Integration nach w eingefiihrt ist, die 
Reihenfolge der Integrationen geiindert werden. Es entsteht hierdurch 
fiir P der Ausdruck 


P= (i. wytdu (euVe 4 e-24Ve) yt dy, 
é —@ 


auf welchen man die Substitution v — w?, w—)v anwendet. Fiir 
v = — oo nimmt w den Werth + ico an. Man wiihle — ioo als den 
Werth von w, welcher der unteren Integralgrenze entspricht. Dann 
durchliuft w zuniichst die negative imaginiire Axe von — ico bis zum 
Punkte —i/V1, sodann diejenige Hialfte des um den Nullpunkt mit 
dem Radius// beschriebenen Kreises, welche auf der Seite der positiven 
reellen Werthe liegt (da v den Umlauf lings des Kreises 2 in positiver 
Drehungsrichtung ausfiihrt), und endlich den Abschnitt der positiven 


imaginiiren Axe von + i/j/l bis + ioo. Auf diese Weise ergiebt sich 
die Gleichung 


. 71 + wi 
P= 2f, (1—u?)" auf — (eee fe 2") wl dw, 
—ae 


Man setze nun 


2uwo—=t, dw= ae. 


7 a? 2u 


Dann wird 


% +i 
P= ana f (1— u?)2—! w-2? auf (e+e) dt. 


Da uw reell und positiv ist, so besteht der Weg der Variable ¢ aus dem 
Stiick der negativen imaginiiren Axe von — ico bis — 2wi//, aus dem 
Halbkreise um den Nullpunkt mit dem Radius 2uj/l und aus dem 
Stiick der positiven imaginféren Axe von + 2wi Vl bis + ico. Jedoch 
kann der Radius des Halbkreises, in welchem die ¢Curve den Null- 
punkt umgeht, beliebig geiindert werden, ohne dass dies den Werth 
des Integrals beeinflusste. Denn die zu integrirende Function hat auf 
dem Flichenstiick, welches zwischen der urspriinglichen und der 
modificirten ¢-Curve liegt, keinen singuliiren Punkt. Man erkennt, 
dass sobald der genannte Radius constant genommen wird, P in das 
Product zweier einfacher Integrale iibergeht. Bei dem Integral nach 
u moge statt der Grenze 0 nun wieder die Grenze 0 angewendet 
werden. Nach den Formeln (18) und (19a) des erwihnten Aufsatzes 
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, Bemerkungen iiber das Integral F(a)“*) ist in dem obigen Ausdruck 
von P (da die Variable ¢ den Nullpunkt auf der Seite der positiven 
reellen Werthe umgeht) 


“4m: ae! 
fe eI dt =f (25), 
*- ao d 
f em tPO-1dt = 0, 
Indem ferner durch E(p, q) das Euler’sche Integral erster Art 
“1 
(23) Ep, @) = E(g,n) =f, 81a 


bezeichnet wird, findet man mit Hiilfe der Substitution «= + yé 


1 


“4 iby iwi 5 om r 1 1 
J, u—2>(1— wu?) du = 2, E (l—§)"dE= 5 E(; — d, a). 
, 


Somit erhilt man fiir P die Gleichung 


foetae fC peeV) 1 wey a 
(24) ” ' 
— E(t —b, a)f (2b), 


gud 
in welcher der reelle Bestandtheil von a als positiv, der reelle Be- 
gemiiss den Festsetzungen fiir v’—', resp. fiir #*-!, den Werth e—2?!82, 
woselbst log 2 den reellen Logarithmus bedeutet. 

Wie die vorstehende Entwickelung zeigt, kann (durch Fortlassung 
des Summandus, der den Werth Null hat) das gewonnene Resultat 
auch dahin formulirt werden, dass 


“4 wd l 
| J wtdwf, eeu (1 — y?)2—1'du 
(25) e ~oni 0 
=~, E(4— 0, a)F (2) 
2? +1 2 ’ 


standtheil von b als negativ vorausgesetzt ist. Die Grésse hat, 


ist, falls bei Umgehung des Nullpunktes der Weg der Variable w auf 
der Seite der positiven reellen Werthe bleibt. 


§ 4. 
Es soll sodann das Doppelintegral 


(26) Q -{" yl dof e-te(1—wtytdu 
—_—_ — @ 0 


*) Dieser Band, Seite 163 und 164. 
13* 
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betrachtet werden. Als Integrationsweg von v nimmt man, nach 
Fig. 1, den Abschnitt der positiven reellen Axe von oo bis 1, den 
Kreis %, der im positiven Sinne durchlaufen wird, und die Strecke 
von | bis co. Fiir v’—' werde auf dem ersten Theil des Integrations- 
weges der Werth eee, in welchem log v reell ist, gewahlt. Die 
Potenz von (1—w#?)*-! sei gleich 1 fiir « = 0, Der reelle Theil von a 
wird als positiv, der von } als negativ vorausgesetzt. 

Indem man durch 6 wiederum eine sehr kleine, jedoch endliche 
positive reelle Zahl bezeichnet, bildet man das Integral 


Q, -{° yl dv f ¥e(1 uty du, 
wx 0 


von dem bewiesen werden soll, dass es fiir ein geniigend kleines 0 
beliebig klein wird. Wie bei dem Integral P, (§ 3) schliesst man aus 
der Stetigkeit der zu integrirenden Function, dass der zum Kreise < 
gehérige Bestandtheil von Q, mit 0 zugleich unbegrenzt abnimmt. In 
den iibrigen Theilen von Q, sind w und v reell und positiv, also 
e-2¥e < 1. Man erhalt, nach Beriicksichtigung von (10), die Un- 


gleichheit 
% J 
moa. f, v? 'avf, e—24o(] —y?)e—! du 
( 


co) *d 
<f vr-tde f (1 —wu?)"—1 du 


ys . 9 > v 
<=, (iw) td, woO <<, 


d. h. 


aus der die Kleinheit von Q, folgt. Hiernach darf in Q die Grenze 0 
der Integration nach w durch die Zahl d ersetzt werden. In Analogie 
zu den Rechnungen des vorigen Paragraphen ergiebt sich durch Um- 
kehrung der Integrationsordnung die Gleichung 


i . *(0) 
= lL u®y—'du e-tuey—i dy. 
0 ow 


Durch die Substitution 


t 1 
vo= ou ? dv — to dt 
findet man dann 


(0) (0) 
f e- Mey dy =x uf e-*t—-1 dé. 
ao no 


Fir ¢ kann (da der Werth «=O nicht mehr in Betracht kommt) 
derselbe Integrationsweg wie fiir » gewihlt werden. Denn die Grosse 
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des Radius desjenigen Kreises, in welchem ¢ den Umlauf um den 
Nullpunkt ausfiihrt, ist fiir den Werth des Integrals unerheblich. 
Also ist Q gleich dem Ausdruck 


Q => 4 u-? (1—u?)e~2 du fe du, 
in welchem zwei einfache Integrale mit einander multiplicirt sind. Das 
Integral nach ¢ hat den Werth e*‘*T(b) — s. Band 35 dieser Annalen, 
Seite 515, Gl. (34), — und das Integral nach w geht durch die Sub- 
stitution « = + /€ in den Ausdruck = cc. a) iiber (cfr. (23)) . 
Man erhilt demnach die Formel : ; 





0) 1 1 e a 
J e-"dug c~™*e(l—w)* du 
(27) » 0 


1 erib E(—, a) r (b) ° 


got 





Mit Riicksicht auf gewisse Anwendungen soll die letztere Glei- 
chung durch die Substitution v= -+j/z umgeformt werden. Die 
Variable 2 durchliiuft dann zuniichst die positive reelle Axe von oo 
bis 7?, hierauf zweimal hinter einander einen um den Nullpunkt mit 
dem Radius / beschriebenen Kreis (in positivem Sinne) und endlich 
wiederum die reelle Axe von 7? bis oo, Ferner ist in der Gleichung 

© ail 


1 -y ‘ 
v-idy = ¥ edz 


lo 


be 


. —1 
auf dem ersten Theil des Weges von ¢ fiir die Potenz z der Werth 


7) 

($-2 logs 
e\* , wo log z den reellen Logarithmus bedeutet, zu wiihlen. 
Man gelangt somit zu der Formel 


6 


0 31 toys , 
J Z da | e~2uV2(1— wt)e—tdu 
(28) e o 


- E(*>*, a) Fb, 


in der, wie in (27), der reelle Theil von @ als positiv, der reelle 
Theil von } als negativ angenommen wird. Die Grésse )/z hat (da 
sie fiir v eingetreten ist) auf dem ersten Theil des Integrationsweges 


das positive Vorzeichen, so dass in der Exponentialgrésse e*"V= der 


1 


Exponent negativ ist. Fiir den Factor aT in (27) und den Factor r) 


in (28) sind die Werthe e~(+!°8?, resp. e~?!e8?, in denen log 2 reell 
ist, zu setzen. 
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§ 5. 

Wird der reelle Theil der Constante a negativ oder gleich Null, 
so hért in (27) und (28) das Integral nach w auf, einen bestimmten 
Sinn zu haben. In diesem Falle mége, statt des geradlinigen Weges 
von 0 bis 1, fiir die Variable 


a 


4 i w eine geschlossene Curve 
/ \ RT eal gewihlt werden, die vom 
gt--——0+ — ~x4- 4... ..«« Nullpunkte ausgeht und den 
\ ) aa, Punkt 1 umschliesst. Man 

i, al zieht mit einem kleinen Radius 


Fig. 2. h einen Kreis § um den 

Punkt 1 als Mittelpunkt. Die 

Winkel, welche die vom Nullpunkt an den Kreis § gelegten Tangenten 

mit der positiven reellen Axe bilden, sollen +- x genannt werden. Der 
Punkt 1 — h heisse h, (Fig. 2). Man betrachtet das Integral 


*(0) (1) 2 
(29) a =| . dof e-2ue (1 —u2)-1 du, 
a 0 


in welchem der Weg der Variable u aus der geradlinigen Strecke von 
O bis h,, dem Kreise § (in positiver Drehungsrichtung) und der Strecke 
von h, bis 0 besteht. Der Weg von v ist derselbe wie in (26). Ebenso 
moégen fiir die Potenzen (1—u*)*— und v—' die in § 4 bezeichneten 
Zweige genommen werden. 

Auf die geradlinigen Theile des Weges von w iibertragen sich die 
in § 4 fiir Q angestellten Rechnungen. Auch in (29) ist es zulissig, 
statt der Null die kleine Zahl 6 als untere Integralgrenze von wu an- 


zuwenden und die Integrationsordnung zu findern. Hierdurch entsteht 
fix Q der Ausdruck 


; P(t) . P(0) 
(30) D =f, (1 —a?)e-1 du f g-saey’—tda. 
D 


Das Integral nach v wird durch die Subtitution 
t 1 
oa dv = ae dt, 
umgeformt; jedoch sind bei dieser Rechnung die verschiedenen Werth- 
gebiete der Grosse w zu unterscheiden, Ist w ein Punkt der positiven 


reellen Axe zwischen 0 und h,, so ergiebt sich, wie in § 4, unmittel- 
bar die Gleichung 


f° Ee 2uryr—l dy — (2, J *(0) e—*t—-1dt = (2u)-* er? r (b). 


D 


Diese Gleichung gilt nun auch, wenn wu dem Kreise § angehdrt. Setzt 
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man w= re%, so liegt fiir die Punkte w des Kreises § der Modul r 
zwischen 1 —h und 1+h, der Winkel # zwischen — x und + x. 
Der Weg der Variable ¢ (welche dann gleich 2re%‘y ist) entsteht aus 
dem Wege der Variable v, wenn man den letzteren um den Winkel 
® dreht und zugleich den Massstab im Verhiiltniss 1 : 27 iindert. Der 
Ausgangspunkt und Endpunkt des Weges von ¢ ist also ein unendlich 
entfernter Punkt, dessen Verbindungslinie mit dem Nullpunkte den 
Winkel # mit der positiven reellen Axe bildet. Da die Variable ¢ 
wiederum einen positiven Umlauf um den Nullpunkt ausfiihrt, so folgt 
aus obiger Substitution die Gleichung 


ro, . (0) 
J e~ 2ueyd—1 dy = Qu f’ e~ *—I dé, 
y 


an 
in welcher p’ den Werth 
yp’ = lim re% 
(ra) 
bedeutet. Die Potenz v’—' hat nach § 4 die Eigenschaft, fiir » = — ] 
(im Punkte q der Fig. 1 und 2) den Werth e@—)(#+1eg9, in welchem 
log J reell ist, anzunehmen. In Folge dessen wird #— in demjenigen 
Punkte ¢ = — 1’, den die ¢-Curve mit der negativen reellen Axe gemein 
hat, gleich e—!)(#i+1le8") | wo log 1’ den reellen Logarithmus bezeichnet. 
Denn bei der kleinen Drehung (— x < #< x) des Kreises, die durch 
die Substitution stattfindet, ist das Auftreten eines anderen Zweiges 
der Potenz #-! ausgeschlossen. Auf diese Weise wird die Formel (13) 
des bereits mehrfach genannten Aufsatzes ,,Bemerkungen iiber das 


Integral [ (a)*) anwendbar, wodurch fiir Q die Gleichung 


(31) 2 = patos” u-*(1—ut)ytdu 


entsteht. Hierin kann die Integralgrenze 6 wieder durch 0 ersetzt 
werden. Fiihrt man nun eine Variable durch die Gleichung wu = -+/é 
ein, so stellt der Weg von &, wie der von w, einen bei dem Nullpunkte 
beginnenden positiven Umlauf um den Punkt 1 dar. Denn wihrend 
w von 0 bis h, variirt (Fig. 2), durchliuft € das Stiick der  reellen 
Axe von 0 bis zu dem dicht vor 1 liegenden Punkte (1—/)*. Fiir die 
Umgebung des Punktes 1 reducirt sich aber die Substitution « = +Vyé 
auf eine lineare Beziehung zwischen den Variablen w und §, da die- 
selben sich dort gegenseitig eindeutig abbilden. In der That ist, wenn 
u=1l+uw =1- he*® gesetzt, und der Kreisradius h unendlich klein 
gewihlt wird, & als identisch mit 1-+ 2w’ anzusehen. Es ergiebt 
sich demnach : 


*) Dieser Band, Seite 162. 











196 L. Pocauammer. Ueber fiinf Doppelintegrale. 


™ =) tt 
ftw du = xf, é 7 (1 —§)—1d, 
0 


0 2 


wofiir nach Formel (24) der Abhandlung des Verfassers ,,Zur Theorie 
der Euler’schen Integrale“*) der Ausdruck 


1 , i—b 1 , 1—b 
—> ria B( — a) _— 5 erita-t) E/( a, a) 


geschrieben werden kann. Indem man diesen Werth in (31) substituirt, 
findet man die Gleichung 


Fo) muy. 
J rs dw f e— 240( | —4?)o-" du 
(32) ° ’ 


= — et i(at+o—1) E(4+—, a) r (b), 
in welcher der reelle Theil der Constante b als negativ vorausgesetzt 
ist, wihrend a eine beliebige Constante bezeichnet. 
Wird in (32) v—-+/2 gesetzt, so entsteht die zu (28) analoge 


Formel 
d 


P0,0) =} ri i 
f ds asf —2uV: (1 — wu?) "du 
(33) , 


host s/i—d \z 
a er i(ato- vE([;|, a) T(b). 


Der Integrationsweg der Variable z enthalt hier, wie in (28), einen 
zweimaligen positiven Umlauf um den Nullpunkt. 


Kiel, im Juni 1891. 


*) Band 35 dieser Annalen, Seite 510. Die Grisse E (p, q) ist, wenn die 
reellen Bestandtheile von p und q positiv sind, mit dem Euler’schen Integral 
E(p,q) durch die Gleichung 


E (p, q) = (e**4@—e—**2) E(p, q) = 24 sin (xq) E(p, g) 
verbunden. 








Ueber die Differentialgleichungen der Reihen $(o, 
O(0, 6,7; 2). 


Von 


6; x) und 


L. PocuHAMMER in Kiel. 


$ 1. 


Die unendliche Reihe 
0 (O11 Gar ++ + Qn-13 ®) 


‘aii x“ xt 

+ 1. Q1@e+- + Qn_a + 2. @1(Q:+ 1) o2(QeF1)-- + On_1(Cn—1 +1) sill 
gentigt, nach § 5 des Aufsatzes des Verfassers ,,Ueber die Differential- 
gleichung der allgemeineren F'-Reihe‘“*), einer linearen Differential- 
gleichung n'* Ordnung 








_, as a a” 
cet he att he iat 


+ Ly-2% <2 + Ly td — oe 0, 


in der L,, L.,... In1+ gewisse von Q;, Q2,-.+ Qa—1 abhiingige Con- 
stante bedeuten. Im Folgenden soll auf diese Differentialgleichung in 
den Fallen » = 3 und » = 4 niher eingegangen, und deren Lésung 
durch bestimmte Integrale behandelt werden. Die dem Fall n=3 
entsprechende Reihe 

a 


(1) ¥(@, 6; 2) = 1+ >—— = oe + 1.2. ele + 1)o(e+1) .: 
ist ein eg Integral der Gleichung 

¢ d 

(2) Fa t@to+la Gt +00 4% —y—0, 


welche ausserdem durch die mehrdeutigen Particulirlésungen 


sind daselbst in Gl, (26) und (33) angegeben.) 





a A eg a a Oh Ra CR EE ee 


*) Band 38 dieser Annalen, S, 586. (Die Ausdriicke fiir Z,, Z,,...L, , 













i tt ee ee se. 
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(3) ae¥(2 — 9, 6— e +1; 2), 
(4) xw'-*F(2—6, gp —6+1; 2) 
befriedigt wird. Die Differentialgleichung 4'* Ordnung 
© ipreretaned 
+ (es toert+ortetotr+ las 4 4+ gor iY —y—0 


hat einerseits die ucomag Reihe 


a 
+ 1.2 : 


(6) §(@, 6,7; 7) =1+4+>7 ieetieetiwwesa tT *** 


andererseits die Producte 


as Q6t 


(7) ae §(2—9,6—e+1,t—e+1; a), 
(8) awi-*%(2—6, 9p —o6+1, r—6+ 1; 2), 
(9) a §(2—4t,9—t+1,6—7t+]; 2) 


zu particuliiren Integralen (s, die erwahnte Arbeit). Es gilt hierbei 
die Voraussetzung, dass keine der Constanten 

0, 6,T, @—6, @—TtT,6—T 
gleich einer positiven oder negativen ganzen Zall oder gleich Null sei. 


Man gelangt nun zu Lieungen der Differentialglei ichung (2) in 
Gestalt bestimmter Integrale, indem man fiir y das Integral 


x 
. = 
y -f e° v-* Vdv 
g 


einsetzt und V als Function von v durch eine Differentialgleichung 
2' Ordnung bestimmt. Analog wird auf die Gleichung (5) die Sub- 


stitution 
= y= fre" " w-* Wdw 


angewendet. Die nur von w abhiingige Grésse W geniigt einer 
Differentialgleichung 3'* Ordnung von der Form (2). Die auf diese 
Weise erhaltenen Lésungen von (2) sind Doppelintegrale, die Lésungen 
von (5) dreifache Integrale. 

Die nachstehenden §§ 2—6 beziehen sich auf die Gleichung (2), 
die §§ 7—9 auf die Gleichung (5). Es ergiebt sich, dass die obigen 
Reihen aut verschiedene Arten durch bestimmte Integrale darstellbar 
sind. Werden die bestimmten Integrale, die man mittelst der an- 
gefiihrten Substitution als Lésungen von (2), resp. (5) findet, nach 
steigenden Potenzen von x entwickelt, so treten Euler’sche Integrale, 
bezw. Integrale f, ©, E (s. Band 35 dieser Annalen, S. 495) als con- 
stante Multiplicatoren der Reihen auf. 
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§ 2. 
Die Differentialgleichung (2) geht durch die Substitution 


, = 
(10) y -/{ e° v-* Vd, 

g 
wo g und h zuniichst als constant gelten sollen, und V eine Function 
von v allein bedeutet, in die Gleichung 


~— = my = 
fe Bo Vde + (e+ o+1) | e° £v-9-2 Vdv 
g g 


~ = 
“@e” w oe. i. hee 
+e w+ V(22 —1)dv=0 
iiber. Mit Hiilfe der Formel der theilweisen Integration findet man 
*h & * xz v=h 2 x a 
J e* = y-9 Vav——|e° yo 7] +f e” d(v V) ie 
Jd vo o=y g dv 


und durch zweimalige Anwendung derselben Formel 


*h = 72 
J => v1 Vdv 
g 


< = d (y-¢-! V) Pe = d d(v~* Vy) 
=—]e° av 2-1 V+e" op? —,——-|__ + } e° Z(o . - av. 
o=% e 


dv 9 dv de 


Wird also durch Jf die Function 


=. —o—1 
(11) Me — ec? fav-ot Py? He -_ M4 (ptotl)re Vv} 
bezeichnet, so folgt, wie eine kurze Rethnung zeigt, aus (2) die 
Gleichung 


¢ q v=h [°h ; weil a?v aV 
(12) (mye) +f eo fy 4 (gp—o 41) ¥ — Vt dv =0. 


Man definirt die Function V als ein Integral der Differentialgleichung 
d?V adv 








und unterwirft die Gréssen g und h der Bedingung 
(14) [Mona — [M]ony = 0. 


Dann ist das bestimmte Integral (10) eine particulire Lésung der 
Differentialgleichung (2). 
Nimmt man in (10) die Integralgrenze h als variabel an, so hat 


man fiir sy. die Gleichung 


2 x 
dy ss [.° 2 | dh 
J. == g e” ve V dv + . err o=h’ da 


dx 
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Hier verschwindet der zweite Summandus der rechten Seite, wenn 


man h = — ex setzt und unter ¢ eine unendlich kleine positive reelle 
1 


Constante versteht. Denn neben der Grosse ¢— * in welche der Factor 


e° fir v—=— ez itibergeht, kommen die negativen Potenzen von ¢ 
nicht in Betracht (V ist fir v =O entweder stetig oder wie eine 
Potenz von v unstetig). Ebenso zeigt man, dass die fiir ein con- 
stantes h geltenden Ausdriicke der héheren Differentialquotienten von 


y auch im Falle h = — ex in Kraft bleiben. Daher darf fiir h, und 
nicht minder fiir g, ausser constanten Werthen auch der Werth — ex 
in (10) und (14) gewihlt werden, Da der Atsdruck UM fiir v = — ex 


verschwindet, so wird der Bedingung (14) durch die Werthe g=h=— ex 
geniigt. In der That ergeben sich die mehrdeutigen Hauptlésungen 
der Differentialgleichung (2) aus dem Integral (10), wenn man als 
Weg der Variable v eine geschlossene Curve nimmt, die im Punkte 
— cx beginnt und endigt (§ 4). Das eindeutige particuliire Integral 
von (2) wird aus (10) durch Anwendung unendlicher Werthe fiir g 
und h erhalten. 


g 3. 


Fiir die Differentialgleichung (13), in welcher die Constante 
o—o6-+1 kurz durch s bezeichnet werden mége, lassen sich ver- 
schiedene Lésungen mittelst einfacher bestimmter Integrale angeben. 
Es sollen hier die zwei Arten der Lésung, welche in den Aufsiitzen 
des Verfassers im 38'"*) und in diesem**) Bande der Annalen ver- 
zeichnet sind, nach einander benutzt werden. Die Hauptintegrale der 
Differentialgleichung 


av av 
dk da ieatninaati 





lauten in Reihenform 


(15) ¥(s3 v0) = 1+ 5 + Trey eas 

und 

(16) v!-* §(2—s; v) = vif abe ae f- a an .. +}. 
‘ ’ 1.2—s) © 1.22@—s)@—s) 


Nun ist nach dem erwihnten Aufsatze in diesem Bande (Gl. (10) 
und (13)) 


*) , Ueber einige besondere Fille der linearen Differentialgleichung 2'et Ord- 
nung mit linearen Coefficienten“, §§ 2—4, 8. 228 — 240. 

**) ,,Ueber eine specielle lineare Differentialgleichung 2" Ordnung mit linearen 
Coefficienten", 8, 174. 


















Ueber die Differentialgleichungen der Reihen §(0, 6; x) und §(@,6, 7; 2). 


0) —+u “ 
(17) f e“ u-*du = (1 —- s) ¥(s; v), 


*(0) + ‘ 
(18) "i eX wt du =P (s—1) o* §(2 ~ 8; »), 


v 


und nach dem Aufsatze im 38'" Bande (GI. (33), (21), (23)) 


pas 1 
* (0,0, 0,2) = sem - 
(19) f. e-2Ve(4—y)? = = 22-1 ¢-2nis F(2_Ys) F(s; v), 


. 1 t 
v - >-8 *(0) - As 
(20) J, (e2Vu 4. ¢—2V«) (4 —y)* ie = JS.  @-2Va (w—v)* we 


- 
~ (nen, $— Jo ge—ny, @<3) 


1 1 
*(v) ~ - ——8 de *(v,0, o—,0—) Be =—* du 
21 J e2Vut e—2Vu) (4 —y)® du —| e2Ve (y—y)? 
( ) 0 ( )¢ ) Vu +. ( ) Vu 


= 2E(Z, < = s) vi? F(2—s; v), 
wo fiir die Integrale mit geschlossener Integrationscurve die auf S. 472 
des 35'" Bandes dieser Annalen angegebene abgekiirzte Schreibweise 
angewendet ist. Die bestimmten Integrale (17) bis (21) kénnen dem- 
nach, als particuliire Lésungen der Gleichung (13), an Stelle von V 
in das integral (10) eingesetzt werden. In (20) ist angenommen, dass 


der reelle Theil von s kleiner als + d. h. der reelle Theil von @ —o 


kleiner als + sei, Diese Bedingung kann jedoch immer erfiillt werden, 
da die Differentialgleichung (2) symmetrisch in Bezug auf die Con- 
stanten @ und 6 ist. 


Unter E(a, b) wird hier das Kuler’sche Integral erster Art 
ae | 
E(a, b) = } we (1—u)> du 


verstanden, wihrend E(a, b) und F(a) die in Band 35 dieser Annalen, 
S. 510 und 514, bezeichneten (Hankel’schen) Integrale sind. 


§ 4. 
Als Integrationsweg von (10) mége zuniichst ein vom Punkte 
— ex ausyehender positiver Umlauf um den Nullpunkt gewihlt, und 
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dieser Weg nach Fig. 1 aus der geradlinigen Strecke von — ez bis f, 

dem um den Nullpunkt beschriebenen Kreise § und der Strecke von f 
bis — ex zusammengesetzt werden. Aus (10) 

** entstehen dann, falls fiir V die Integrale (18) 
und (17) substituirt werden (in denen s den 
Werth e —o-+ 1 hat), die Ausdriicke 


: (0) = (0) Su 
(22) ev dv e ur—e-l du, 
ex —te 


e 


eo) = (0) Su 
(23) ev" dv € ure! du. 
—ex J -” 


Setzt man ferner fiir V die Integrale (20) und (19) ein, so gelangt 
man zu den Doppelintegralen 





‘a i 
* ©) = v ” = po | 

(24) J e’ v-* dv f (e2V« +-e-2Vu) (u —v) 2 > 
—tz 0 ~ 


7 ® (0) = A(0, v,0,v) “ -e— = 1 
(25) J e°v-* dv ; eV“ (u— v) : Va ; 
—ex 2 uU 


Die Reihenentwickelungen der Integrale (22) bis (25) nach steigenden 
Potenzen von « ergeben sich unmittelbar aus der Formel 


P (0) = 
(26) te e° yP-! {ey + ev + 6,0? + c,v8 +--+} dv 
Cy x? 


= << ——— ba Ta . a 
2T(—nlotsiit oper +t ornernern t+} 


welche der Verfasser in dem Aufsatze ,,Ueber eine Gattung von be- 
stimmten Integralen“*) abgeleitet hat. Fiir c, + c,v-+--- werden 
in (26) nach einander die Reihen substituirt, welche auf den rechten 
Seiten der Gleichungen (17) bis (20) stehen (die Constante p wird 
gleich 1— @ oder 1— 6). Dann findet man fiir die Integrale (22) 
und (23) die Gleichungen 


p (0) = p (0) Su 
(27) e° v-* du € ure! du 
ond —ez —€e 


=F (9 — 1) F(e@—s) 2° F(2—e, «—e+1; 2), 


* (0) = P (0) 2 4u 
(28) | Jue vedy f ve" ue-e—! du 


— (6 —1) r(o— @) z-° $(2—s, e@—6-+1; 2), 





*) Dieser Band, Seite 171. 
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wahrend das Integral (24) in den Ausdruck 


ey | 
(29) (—1) * *2T(@—1) E(}, o—0+4) 2*-e F2—e, e—e +1; 2) 


und das Integral (25) in den Ausdruck 
(30) 22¢-2e+1 2i(o—e) F (g — 1) F (26 —2Q) 2'-* F¥(2—6, p—o+1; z) 
iibergeht. Abgesehen von constanten Factoren stimmen also die Inte- 


grale (22) und (24) mit der Reihe (3), die Integrale (23) und (25) 
mit der Reilie (4) iiberein. 


§ 5. 


Es mége nunmehr angenommen werden, dass in (10) die Variable v 
von dem unendlich entfernten Punkte der negativen reellen Axe aus- 
geht und nach einem positiven Umlauf um den Nullpunkt zu — oo 
zuriickkehrt. In dieses Integral, fiir welches man die abgekiirzte 
Bezeichnung 


Pw = 
(31) Et e° v-* Vdv 
hat, wird an Stelle von V wiederum ein particuliires Integral der 
Differentialgleichung (13) substituirt. 

Nach Formel (11) des oben erwihnten Aufsatzes ,,Ueber eine 
specielle lineare Differentialgleichung 2' Ordnung etc.‘ (dieser Band, 
8. 176) besteht, wenn der reelle Theil von s grésser als 1 ist, die 
zu (17) analoge Gleichung 


+t ae si te 
(32) J e“ u-*du=(1 — 8) ¥(s; v). 


J—ai 


Fir den Integrationsweg gilt hierbei die nahere Bestimmung, dass die 
Variable w, die im Uebrigen die imaginiire Axe durchliuft, den Null- 
punkt auf der Seite der positiven reellen Werthe umgehen soll. Man 
setze in (31) fiir V das Integral (32) und zugleich fiir die Constante s 
den Werth e —o-+ 1 ein. Das hierdurch entstehende Doppelintegral 


Pr (0) = “pot S40 
(33) f e” ved f ee“ ute du - 
geht, wenn e” entwickelt wird, in die Reihe 
2 v 
MEM tM te tM t+: 


iiber, in welcher N, (fiir v = 0, 1, 2,...) das constante Doppelintegral 


(0) +i hu 
N, = v-9—* dv a use! du 
—® —ai 
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bezeichnet. Aus der Gleichung (21) der vorstehenden Abhandlung 
Ueber fiinf Doppelintegrale‘‘ (Seite 188 dieses Bandes, woselbst 
a=1—g@—v, b=1— 6—~vy genommen wird) folgt aber 

N, =T(i—e — v) Fil —o—»), 
unter der Voraussetzung, dass die reellen Theile von ge —1, 6 —1 


und @ — 6 positiv sind. Indem man die letztere Annahme macht und 
die Formel*) 


(34) Te — +) = (— 1 ba. 


(@—1) @—2)..-@—>») 
beriicksichtigt, erhilt man die Gleichung 


x 


(0) .5 +eF Su 
e v-%dv e ure! du 
ow — Os 


= F(1 — @) F — 6) &(e, 9; 2). 
Das Doppelintegral (33) ist also gleich dem Product aus der Reihe (1) 
und einer constanten Grésse. 

Zu einer anderen Form der eindeutigen particuliren Lisung der 
Differentialgleichung (2) gelangt man, wenn man in (31) fiir V das 
bestimmte Integral (20), unter Fortlassung einer Potenz von — 1, ein- 
fiihrt. Es ergiebt sich dann das Doppelintegral 


(35) 





1 


(0) = *» = 
(36) i e*o- av f, (Vu + e-2Vu) (y — u) . =, 


7 


welches sich durch die Substitution «= vu’, du=—vdu’, in den 
Ausdruck 


(o) = 1 i ns o= ew 
f e’v edo | (e2Ve oe 4 ¢~2Vu'e) (l—u’) i al 
J-@® 0 Vu 
verwandelt. Wird e? =1 + - +--+ gesetzt, so entsteht hieraus 
die Reihe 
Pthit: +R td 
in der P, die Constante 


a 1 
(0) 1 _— -_ os : 
P, = f oe" aw f, (e2Vu v oh e— 2 Vu °) (1 a @ 2 du 
—@ 0 Vui 


bedeutet. Durch Einfiihrung der Variable u == +- /w’ erhiilt man dann 


* (0) 1 7 c. ~~ > 
Pm 2f Soe aw f, (e2uVo + e-2uVo) (1—u2) * * du. 


*) Band 35 dieser Annalen, Seite 515. 
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Mithin ist die Formel (24) der vorstehenden Abhandlung (Seite 191 
dieses Bandes) anwendbar, aus der, unter der Voraussetzung, dass die 


reellen Theile von 9g — 1 und 6 — 9+ ; positiv sind, 
P, = Bett E(o-- 5 +», o—e + 5) F2— 20 — 2») 


folgt. Da nun fiir das Euler’sche Integral erster Art die Reductions- 
formel 


in 4-o, Bes fe Bef 
(37) E+, b)=— (a+b)(a+b+1)...(@@+b+9—1) E(a, b) 
gilt, und [(2 — 2@ — 2y) sich nach (34) umformen lisst, so findet 


man (nachdem einige Factoren sich fortgehoben haben) P, gleich dem 
Quotienten 


22¢-1 E(e — 5 »6—e+ >) T(2—2¢) 
e+)... (e+v—1) 6641)... (69-1) * 


P om 
= 


Auf diese Weise entsteht fiir das Integral (36) die Gleichung 


* x 1 
(0) — *o 7 — oW-F du 
»” »—o 1 2Vu —~2Vu 7’ Ss 
(38) fe ‘ ao f, en Vu 


20- 4 1 1 « Lo 
== 92e-1 E(e aes 6—o-+ =} [(2—2 0) & (0,9; x). 


§ 6. 


Es sollen noch zwei weitere Doppelintegrale betrachtet werden, 
die sich von der Reihe (1) nur durch das Hinzutreten constanter 
Factoren unterscheiden. Das erste derselben ist das Integral 


= 1 
(0,0) = " aoe 
(39) f. e° wv" dv f e-2Viu (v — u) e-5 


welches durch die Substitution «= vu’, du =v du’, in den Ausdruck 


ne, x 1 
(0,0) = al oe ay’ 
° we —2Vu'o er oe 
(40) f ev aw f, e (1 ~- w’) Vai 
tibergeht. Die Variable o soll in (39) und (40) einen Weg durch- 
laufen, der im unendlich entfernten Punkte der positiven reellen Axe 
beginnt und nach zweimaliger positiver Umkreisung des Nullpunktes 
zu dem genannten unendlich fernen Punkte zuriickkehrt. Man setze 


in (40) e* oni +h < +--+ und definire Q, als das Integral 


Mathematische Annalen. XLI. 14 











206 L. Pocunammer. 


po 1 
(0,0) 1 -—e-> 
= f. — aw f et¥to(1—u’y 7 
/ ? 
” 0 Vu 


(fir »=0,1,2,...). Dann ist das obige Integral gleich der Reihe 


x 


QHEAZ ++ QZ 4. 


Durch die Substitution + /w =u verwandelt sich aber Q, in den 
Ausdruck 


P (0,0) 4 o—e- 1 
= 2, verde f, e~2uVo (1 — 1”) * du, 
3) 


der nach Formel (28) des vorstehenden Aufsatzes (Seite 193 dieses 
Bandes), unter der Voraussetzung, dass die reellen Bestandtheile von 


eo —1 und 6—e+ + positiv sind, mit dem Werthe 
° y 1 1\F € 
Qrettr—1 ¢-21e E(g — tv, ¢—et <) r(2 — 29 — 2n) 


identisch ist. Hieraus folgt, dass Y, aus dem im vorigen Paragraphen 
behandelten Integral P, entsteht, wenn letzteres mit e-?*‘¢ multiplicirt 
wird. Das Integral (39) ist also gleich dem Producte 


Q2e-1 e-2aie E (9 — >? ¢—e+ =) F(2 — 20) F(e, 6; 2). 
Es soll nunmehr von der Annahme, dass der reelle Theil von 


1 ie a 
6 —o-+ = positiv sei, abgesehen werden. Dann kann man statt des 


Integrals (40) das analog gebildete Integral 


cae ra vs 
(0,0) — (1) as ong~. , 

(41) f e” v-e av f e~2Vuv 0] xa u’) es ~ 
7 . Vu 


anwenden, in welchem die Variable «’ vom Nullpunkte aus einen 
positiven Umlauf um den Punkt 1 ausfiihrt. Der Weg von v ist der- 
selbe wie in (39) und (40). Das Integral (41) liefert, wenn e” ent- 
wickelt wird, die Reihe 


2 v 
WEATHA TE t+ +UP+-:+ 


in der 


ol 1 
(0,0) *() _ —0-> du’ 
Dy = v-e-* dy [ e~2Vwo(1 — y’) i. =. 
@ 7? Vu 
gesetzt ist. Der Werth von Q, ergiebt sich aus der Formel (33) der 
vorstehenden Abhandlung (Seite 196 dieses Bandes). Denn wean man 
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+ Yu = 1x substituirt, so umkreist auch u, vom Nullpunkte aus, den 
Punkt 1 im positiven Sinne (cfr. Seite 195 dieses Bandes), so dass 
die Gleichung 


a a, 1 
(0,0) a) 7 am: 

o—2 v-e—" dv f, e—2uVo (1 _y2) ” du 
erhalten wird. Folglich ist nach der angefiihrten Formel 


(--e~3) E(o— 5 +% 6—e+ 4)F(2-2e—2»). 


Fiir die Grésse E(o —+ +v,¢6—o+ *) wird die Reductionsformel 
(Band 35 dieser Annalen, 8S. 511) 


_ at 
DQ, == Q2e+27—1 ¢ 





= — a(a-+1)...(a+»—1) Th 
(42) E(a+», b)= (@+b)(@a+b+4+1)...@+b+0—1) E(a, 6) 


benutzt. Dann findet man fiir das Integral (41) die Gleichung 


= re 1 
70,0) — (1) = a | 
{ e° ve aw f, e~2Vu'e (J “) "3 a 
(43) « 0 Vui 


1 
ni (o—3 = - 
mae *) B(e—4,6—e+1)F (2 — 20) Fle, 6; «); 
in welcher der reelle Theil der Constante g@ — 1 als positiv voraus- 
gesetzt ist. 

Die in §§ 4 und 5 abgeleiteten particuliren Integrale der Diffe- 
rentialgleichung (2) ergaben sich aus dem Integral (10), indem in 
letazteres particulire Lésungen der Differentialgleichung (13) an Stelle 
von V substituirt wurden. Man bemerke, dass dies von den Integralen 
(39) und (41) nicht gilt. Diese Integrale entstehen aus (10), wenn 
man fiir V die Function 


1 
, ee ee 
(44) JC rie w? &, 
resp. die Function 
Qs 1 
() ~ —e-> du 
(45) f e—2Vu (y -- w) Va 


einsetzt und die Variable v den oben bezeichneten Integrationsweg 
durchlaufen lisst. Die Ausdriicke (44) und (45) gentigen aber nicht 
der Differentialgleichung (13) 


aeVv dV 
ose tle—s+1)4> -—-V—9, 


14* 
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sondern einer Differentialgleichung von der Form *) 
V 
(46) v ae tle—o+1) 4, — V= x00). 


In der That lasst sich das in § 2 angegebene Verfahren dahin aus- 
dehnen, dass die Gleichung (13) durch die Gleichung (46), in der 
z4(v) irgend eine Function von v bedeutet, ersetzt wird. Man hat 
dann, wie aus (12) folgt, statt der moenenng (14) die Bedingung 


(47) [Moma — (Meny +f “e* 0° x(0) dv = 0 


zu nehmen. Es fndert sich also nur die Gleichung, welche sich auf 
die Grenzen g, h des Integrals (10) bezieht. 


6%. 


Man geht nun dazu iiber, die in (5) angegebene Differential- 
gleichung 4'*" Ordnung 


a 2 + (e+ vidoe glad 
cae namsenorons Gx +esr-Gt —y = 0 


zu behandeln. Dieselbe gestattet eine ahnliche Lésung durch bestimmte 
Integrale wie die sia ei (2). Durch die Substitution 


(48) y —fre w-*Wdw, 


wo W nur von w abhiingen soll, nimmt die Gleichung (5) die Form 


hi’ = 2h! = 
f e” x* io-*-4 Waw+(o+o+e+3) f/ e” «2? w-*-3 Wdw 

g gy 
yw = 

+ (e6+or+or+e+o4+r+ nf, e” cw-t Wdw 

(* } z 
5 ay—e (OSt __ _ 
+f, 6 w (#2 1) Wdw =0 
an. Indem man die Forme] der theilweisen Integration auf den ersten 


Summandus dieser Gleichung dreimal, auf den zweiten zweimal, auf 
den dritten einmal anwendet (cfr. § 2), findet man 


, ow LW 
wt Sa +(e’ +6'+ 1)0 
(m'ye= h + fr e” w-* oi AW W dw = 0, 


wo unter M’ der Ausdruck 


*) Man vergleiche § 2 der Abhandlung des Verfassers ,,Ueber einige be- 
sondere Fille der linearen Differentialgleichung 2'** Ordnung mit linearen Coeffi- 
cienten‘‘, Band 38 dieser Annalen, Seite 229, 
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wt? {2 — (+2) wa+(t+ 1)(r+2)w?} W 
2=|+w- {x—2(r+ 1)w} GW wnt ss 

(49) M’=—e” w w ~~ 

+(e o+e+3)w-'}(o— [e+ 1]w) W+ w? Go 

+(96+ot+or+o0+6+1+1)0-"W 
und unter @’, o’ die Constanten 
(50) - @=e-t+1, o =o—t+1 
verstanden werden. Die Function W sei nun ein particulires Integral 
der Differentialgleichung 

o aW , , a> w 1 dW 

(1) we +(e’ +o'+1)wZ+e'o' SG -— W=0, 
Zugleich mégen die Gréssen g’, h’, fiir welche man nach § 2 entweder 
Constante oder den Werth — ew setzt, die Bedingung 


(52) (Mwanw — (MM wug = 0 


befriedigen. Dann geniigt das bestimmte Integral (48) der Differential- 
gleichung (5). 

Die Gleichung (51) entsteht aus (2), wenn man 9’, o’, w, W statt 
0, 6, x, y schreibt. Also kann man fiir W Doppelintegrale von der 
Art, wie sie in den vorstehenden Paragraphen erhalten wurden, sub- 
stituiren, Der Ausdruck (48) geht hierdurch in ein dreifaches Inte- 
gral iiber. 





§ 8. 
Um zu den mehrdeutigen Hauptintegralen der Differentialgleichung 
(5) zu gelangen, lisst man in (48) die Variable w den in § 4 (Fig. 1) 
erwahnten Integrationsweg durchlaufen, der im Punkte — ew beginnt 
und endigt und den Nullpunkt im positiven Sinne umkreist. Man 
bildet also das Integral 


a0 = 
(53) JS -—_ w-* Wdw. 


—e 


Werden hierin fiir W die zu (22) und (23) analogen Doppelintegrale 


Pm ~ 0) =u 
(54) e v2! dy e ure! du, 
J —ew —ev 


“o = 70) 2 4u 
(55) f e° wetdy f es ut-e— du 
ef —tw —@ 


eingesetzt, so entstehen die dreifachen Integrale 





210 L. Pocnnammer. 


eh ) (0) P (0) 

(56) foaw fr ac ep PO 
p (0) > (0) (0) 

(57) fora fr av fro ay, 


in denen ® die Function 


x w vo 


(58) ® = ce” w* ee” 2-1 ev uo—e-t 
und ¢ (wie in §§ 3 und 4) eine unendlich kleine positive reelle Con- 
stante bezeichnet. 

Zur Entwickelung der Integrale (56) und (57) nach steigenden 
Potenzen von x wird wiederum die Formel (26), in welcher w an die 
Stelle von v tritt, benutzt. Nach Beriicksichtigung der Gleichungen 
(27) und (28) (mit 9’, o’, w statt 9, 6, ) findet man fiir das Integral 
(56) den Ausdruck 


(59) F(e—1) F(e—s) F(e — z) ate F(2—e, o—e+1, r—e+ 15 2) 
und fiir das Integral (57) den Ausdruck 


(60) F(e—1) F(o—@) F(e—z) 2’ F(2—6, p—o6+1, r—6+1; 2). 
Reihen derselben Art, die sich von (7) und (8) nur durch constante 
Factoren unterscheiden, ergeben sich, wenn in (53) fir W die zu 
(24) und (25) analogen Doppelintegrale substituirt werden. 

Man erhalt ferner dreifache Integrale, die, von einem constanten 
Factor abgesehen, in die Reihe (9) tibergehen, indem man fiir die Grésse 
W in (53) eines der Doppelintegrale nimmt, welche die eindeutige Haupt- 
lésung der Differentialgleichung (51) darstellen (§§ 5 und 6). Es 
sollen hier zwei der beziiglichen Ausdriicke angegeben werden, bei 
denen fiir W nach einander das zu (33) und das zu (41) analoge 
Integral gewahlt ist. Aus den Formeln (26), (35) und (43) folgt 


P (0) (0) P+ wi 
(61) | fae frae f~ ® du 


= F(r—1) F(t —9@) F(x—e) a §(2—r, p—t+1, o—1+1; z) 


P (0) (0, 0) Ai) 
feraw f. dv ‘ Y du 
=€2'* §(2—1t, p—t+1, 6-—1t+1; 2), 


wo unter ® die Function (58), unter Y die Function 


und 


(62) 





w 


. 1 i 
: ry os 2 
(63) =e" wre” vt e-te-2Vuery __y) | * y ? 
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und unter © die Constante 


1 

IF a—1f@r—2e)B(e—++4, 6-0 +4) 
verstanden wird. In (61) sind die reellen Theile von @ — 6, 9 —rt, 
6 —t, in (62) der reelle Theil von @ —r als positiv vorausgesetzt. 


§ 9. 

Fiir das Integral (48) soll schliesslich ein Integrationsweg gewahlt 
werden, der (wie der Weg von v in (39), (40), (41)) seinen Anfang 
und sein Ende in dem unendlich entfernten Punkt der positiven reellen 
Axe hat und einen zweimaligen positiven Umlauf um den Nullpunkt 
euthilt. An Stelle von W wird wiederum ein Doppelintegral nach u 
und v eingefiihrt; jedoch soll fiir » ein thnlicher Integrationsweg zur 
Anwendung kommen, wie fiir das Integral (17) des Aufsatzes ,,Ueber 
eine Gattung von bestimmten Integralen‘‘*) angegeben ist. Es seien ¢, 
und ¢, die Producte 
(64) ¢, = ce, cy = ce, 


— ni (39—0—2 t+ 
Q2e-2r+1 ¢ ( ° 


° . ° Pd , 
in denen eine reelle, zwischen =- und z liegende Constante, und ¢ 


wiederum einen unendlich kleinen reellen positiven Werth bedeutet. 


Man betrachtet, indem man Q die Function 


x w . 1 
> 6 -~?—— 


(65) Qe” we” yo e2WVe(y—v) | a 
nennt, das dreifache Integral 


(0, 0) "ew a) 
(66) f dw J dv J Qdu, 

no ew 0 
das sich, abgesehen von einem constanteiFactor, als identisch mit 
der Reihe (6) erweist. Der Weg der 
Variable v moge, fiir einen beliebigen 
der vorkommenden Werthe von w, nach 


wl = 


ew 
y 


Fig. 2 aus einer geradlinigen Strecke von a ae 
¢,w bis zum Punkte m,, einem Kreis- / A a 
bogen m,dm,, welcher in _ positiver ( : 
Drehungsrichtung durchlaufen wird, of oe \ 
He 
} 


bis zum Punkte e,w bestehen. Die 


und der geradlinigen Strecke von m, \ ie 
beiden genannten geraden Wegstrecken 


bilden mit der Verbindungslinie der 7 Xa 
Punkte 0 und w den stumpfen Winkel «x. ee 

Man setzt in (66) die reellen Theile Vig. 2. 

der Constanten g@ — 1 und 6 — 9+ : als positiv voraus. 


*) Dieser Band, Seite 172. 
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Das Integral (66) nimmt durch die Substitution 


“= vu = yw, v = wy, 


du=vdui=ywdu, dv=wdy 
die Gestalt 


1 


x 1 
*(0,0) — *e. 1 -e—> du 
f e w-edwf e° ye tdvf, e-2Vuow (y — 1) ? —— 
iil * 0 Vu 


x 
° — w x ee 
an. Wird hierin e” = 1 + > t::: gesetzt, so hat man fiir das 


Integral (66) die Entwickelung 


mn” An sene-4044--4, 


woselbst A, (fiir v= 0,1,2,...) das constante dreifache Integral 
(0,0) ~ = “ - o-¢- du 
f w-e-* dw J eyed ff e~?Vuvw (] — y) Vu 
i) JX u 


bezeichnet. In A, wird die Variable w= +/w eingefiihrt, welche 
den Nullpunkt einmal umkreist, wenn w zwei Umliufe um denselben 
macht.. Neunt man 

1 
(68) Q’ == 2y!-2e-2 @” yee-1 e—2wVuv (| — u) 


= = 
u ? 


so ergiebt sich fiir A, der Ausdruck 


(0) Cy “1 
(69) A, =f. aw f av ff Q’ du. 


Die Rechnung, durch welche man den Werth des letzteren Integrals 
ermittelt, ist derjenigen analog, die in § 4 der vorstehenden Ab- 
handlung ,,Ueber fiinf Doppelintegrale“ angestellt wurde. Man dndert 
die Integrationsfolge, indem man zeigt, dass nach w zuerst integrirt 
werden darf. Zu diesem Behuf soll zuniichst bewiesen werden, dass 
die zu u==0O und »y =O benachbarten Integralelemente nur einen 
verschwindend kleinen Beitrag zum Werthe von A, liefern. Es seien 


0 und é zwei endliche, jedoch iiberaus kleine positive reelle Constante, 
und ¢,, & die Producte 


& =e, 8, = ee”, 


wo unter x die in (64) genannte (cwischen = und z liegende) Con- 
stante verstanden wird, Die drei Integrale 
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/ (0) Co *d 
G =f. aw f, dy f, du, 
2 e 0 
(0) & 1 
(70) \9, =f. aw J, av f, Q’ du, 
; (0) "es 1 
[M2 —f. dw J. av f, Q’ du 


enthalten diejenigen Elemente von A,, in denen u oder » unendlich 

klein ist. Indem man G, §,, §, in ihre einzelnen Bestandtheile zer- 

legt, kann man nachweisen, dass sie mit 0, ¢ 

zugleich beliebig klein werden. ( 
In dem Integral (69) sowohl als in dem - 











Integral © durchliuft die Variable » einen \ 
Weg, der nach Fig. 3 aus den Abschnitten A’ 
¢,m,, mlm, und m,'c, gebildet wird. b os 
Bezeichnet man mod. » durch r und setzt } 
»y = re’, so folgt j 
1 1 P 
, ‘ (cos — ésin F) > ( 
Auf den geradlinigen Strecken ¢,m,' und —n 
Ms t, ist cos negativ (® = — x auf m,, ®—-+% auf m,'c,); 


daher nimmt e° nur endliche, resp. unendlich kleine Werthe an. 
Ebenso ist der Werth von e~2?~V«» hier stets ein endlicher. Denn 


in Yo, =r (cos 5 + isin +), und folglich auch in /uy ist der 
reelle Bestandtheil positiv (da —=A< > $F , so dass fiir grosse 


positive reelle Werthe von w die Grésse e~?”V¥ sich der Null niihert. 
Das in & vorkommende Doppelintegral 


1 1 1 
3 é - Hs ->. 
J. e” vetdy f, e~2~Vuv(J—y) ° Fu “du 
a 


ist demnach fiir ein geniigend kleines 6 kleiner als jede angebbare 
Zahl. Dieser Schluss tibertrigt sich auf digjenigen Bestandtheile von 
, bei denen nach w tiber endliche Wegstrecken integrirt wird. Hs 
bleibt tibrig zu zeigen, dass wenn p irgend eine positive reelle Zahl 


ist, das Integral ne 
o = f aw fav f Q’ du 
P e 2 0 


mit 0 zugleich beliebig klein wird. a 
In G’ ist, wie aus den obigen Bemerkungen folgt, mod. e~2"V"° 


kleiner als 1, da der reelle Theil des Exponenten das negative Vor- 
zeichen hat. Setzt man 
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=O+10,, 6=—6,+16,, tT=—t, +itn, 


WO 0;) Qo, 9, 6, T,, tT) reelle Zahlen bedeuten, so wird 


1 1 
ai at a-~ = 
mod. la — u) | = (1—un) 7, mod. [w!-2e-27)] == yyt-2e-2”; 


denn 1 — u und w sind reell und positiv. Fernet ist 


1 


r (cos — isin 9] ~ cos 9 
mod. \e° ) = mod. \e =e 


mod, (y*-¢-1) = mod. (r*-e-1 elt—e—1] oe) — y—-Or-1 EF (t—@2), 


und 


Fir die zu integrirende Function in ©’ gilt also die Ungleichheit 


1 1 1 
r a A > 008 F (T-—~ Oo) 0,—0,— “Ck 
mod, Q° < 2w!-%er-2” ¢ ri—@—! (1 —n) Pe 


Ks sind nun die einzelnen Abschnitte des Integrationsweges von » zu 
unterscheiden. Es sollen durch (,’, G,’, G,’ die Theile von G’, welche 
den drei Strecken ¢, m,', m,'lm,', m,'e, des Integrals nach » entsprechen, 
bezeichnet werden, so dass 

GO = G6 + 6 + G, 
ist. Fiir das Integral G,’, in welchem » die Werthe re-*‘ (von r=c 
bis r = 1) durchliuft, besteht die Ungleichheit 


1 
t —cosx 
mod. G," < e*(%-&) BD f e” y—i-l dy, 
e 
wo }$ und D die Gréssen 
wD 2p" 
p= 2 | w!—20.—27 gy = — 

D 


2@+29—2’ 
1 


Fi 
é “—e-F du 
7 = 1 — ° — 
” Sc e=—% Vu 


bedeuten. Die rechte Seite der letzteren Ungleichheit geht, wenn x 
durch — x erseizt wird, in einen Ausdruck iiber, der grésser als 
mod, @,’ ist. Nun sind sowohl $$ und e*(-@) als auch das Integral 


t 1 osx 
e” ye dy 
e 


(in welchem die zu integrirende Function an der unteren Grenze ver- 
schwindet) endliche Werthe. Andererseits findet man fiir D mit Hiilfe 
des Satzes vom Mittelwerth die Gleichung 


a 
20,—2) 


— = J 2 : 
D=(i— sy "Ff 98% — bre! 


o Vu 


-~) 
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in der 0 < 6’'< @ ist. Demmach nehmen D, und folglich auch 
mod. G,’ und mod. G,’ mit d zugleich bis zur Null ab. Dasselbe gilt 
von der Grésse G,. Da in G,’ 


y=lert, dy = lie?! dé 
zu setzen ist, so ergiebt sich die Ungleichheit 


= cos F — (%.— Qo) F 


1 
mod. G,’ < 14-@ BD je dt, 


deren rechte Seite wiederum den Factor D enthalt, wihrend /%-¢, B 
und das Integral nach @ endliche Gréssen bezeichnen. 

Ks ist somit bewiesen, dass das in (70) genannte Integral einen 
zu vernachlissigenden Werth hat, sobald fiir d eine geniigend kleine 
endliche Zahl gewahlt wird. 

Man kann ferner leicht zeigen, dass die Gréssen §, und §, be- 
liebig klein werden, weil die in ihnen enthaltenen Integrale nach » 
diese Eigenschaft haben. Fiir positive reelle w ist auch hier mod. e-?”V#» 
kleiner als 1, so dass analoge Schliisse wie bei G,’ und G,’ angewendet 
werden kénnen. 

In dem Integral (69) sind die unendlich kleinen Werthe von u, 


resp. », noch als unendlich klein gegen die Werthe ~ , in denen w 


unendlich gross wird, anzusehen, da nach w zuletzt integrirt werden 
soll. Dieses Verhiltniss kehrt sich um, falls man die Integrations- 
folge in der Art andert, dass die Integration nach w zuerst ausgefthrt 
wird. Aus dem Umstande, dass die Ausdriicke G, §,, §, beliebig 
klein sind, geht indessen hervor, dass der genannte Wechsel in dem 


gegenseitigen Verhiiltnis der unendlich kleinen Gréssen u, », = keinen 
Einfluss auf den Werth des Integrals A, ausiibt, 


Liasst man in (69) die zu vernachlissigenden Bestandtheile G, 5, , 5, 
fort, so entsteht fiir A, der Ausdruck 


(0) *&& 1 
(71) Ay =f, dw J, av f, Q' du. 


Hierin ist die zu integrirende (in (68) angegebene) Function Q’ fir 
alle Werthe von u, », w stetig. Nennt man ferner u,, u,, bezw. 
Yy> Yd. und w,, w, beliebige Punktepaare der obigen Integrationswege 
von u,», Ww, so erhalt man bei dem Uebergang von den Argumenten 
U,, 0, W, zu den Argumenten u,, »,, w, einen und denselben Werth 
Q' (Uy, Yo, W.), Ohne Riicksicht darauf, in welcher Reihenfolge die 
Gréssen u, », w variiren. Da ausserdem die Integrationswege fest- 
stehende sind, so kann auf Grund der vorangegangenen Rechnungen 














216 L. Pocnuammer. 


die Integrationsfolge geiindert werden. Indem man zuerst nach w 
integrirt, gewinnt man aus (71) die Gleichung 


1 1 " 
» = 1 o—e- > (0) a 
A= 2f, e” y*-e-1 av f, (1— un) . auf’ e—2wV uv yyt—2¢—2% dy, 
a d Vu J 


Es werde nun an Stelle von w die Variable ¢ durch die Substitution 


1 
eo 


t 
wn=- =» a 
2Vuv 2Vuv 
eingefiihrt. Da u reell und positiv ist, und » = re** gesetzt wurde, 
so beginnt und endigt der Weg der Variable ¢ in dem unendlich ent- 


fernten Punkte 
on 


vt 
, 3 
lim (se), 
(so) 


welcher kurz durch 4’ bezeichnet werden soll. Das Integral nach w 
geht, weil auch ¢ den Nullpunkt einmal im positiven Sinne umkreist, 
hierdurch in den Ausdruck 


*(0) se *(0) 
J e-2 WV uv yyt-2e-2” dy = (4uy)err-! J. e—* {1—-8¢-2" Gi 
q 


ao 


iiber. Die Verbindungslinie der Punkte 0 und q’ bildet mit der posi- 
tiven reellen Axe einen spitzen Winkel; denn es ist 


% 


|x 


| 


s.< ud ~<#x< a. 


we 


o 


t 


In Folge dessen wird die Formel (13) des Aufsatzes ,,Bemerkungen 


iiber das Integral fF (a)“*) anwendbar, welche fiir das Integral nach ¢ 
(obwohl die Grenze q von @ abhiingt) den constanten Werth 


J ) = . 
I. ent t1-Be-8r dt — e210 F (2 — QQ — 2) 


q 


ergiebt, Also ist 


1 
° & — 
A, = 22et2y-1 e—221e [ (2 — 29 — ay) f. e” yttr-2 dy 
. * 


1 


3 
"1 e+-= o—e-— 
J, u *(1—n) * du, 


woselbst die Integralgrenzen 0, ¢,, &, wieder durch 0, ¢,, ¢, ersetzt 
werden kénnen. Das Integral nach » hat gemiiss der Formel (16) 


*) Dieser Band, 8, 162. 
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der soeben genannten Arbeit ,, Bemerkungen etc.‘ den Werth fF (1—r—v), 
und das Integral nach u ist das Euler’sche Integral 


7 1 i 
Be +»— 1, o~e+4) 
Folglich besteht, unter der Annahme, dass die reellen Theile von 


o— 1 und 6 — e+ > positiv sind, die Gleichung 


(0) "ea b.. 
(72) in f. dw i) dy f Q’ du 


= 22¢+2r—! e~2xief (2 —29—2y)P (1 —t—v) E(o+v—t, 6—o +3), 


in der Q’ die Function (68), und e¢,, ¢, die unendlich kleinen Gréssen 
(64) sind. Durch Benutzung der Reductionsformeln (34) und (37) 
findet man dann 

att! e241 F229) F(1—z) B(e—+, e—e-+ +) 
e@+!)...(e-+y—1) 661)... 6+ e—1) r(eF 1)... (e-Fy—I) | 
Wird dieser Werth in die Reihe (67) eingesetzt, so ergiebt sich fiir 
das in (66) genannte Integral die Gleichung 


aaa Cyt 
(73) te fra f Q du 


= ¢’ $e. 4, T; @), 


wo unter ©’ die Constante 


A, = 





a-y  pre-te-taier (2 20) F(t—r) E(e—+, e—e+4), 
und unter Q die Function (65) verstanden wird. 
Das auf der linken Seite von (73) stehende dreifache Integral 


moége, wenn der reelle Theil von 6 — 9 + + negativ oder gleich Null 
ist, durch das Integral 


(0,0) ew P(e) 
(74) f aw f° dv jf, Qdu 


ersetzt werden, welches sich von dem erstgenannten dadurch unter- 
scheidet, dass die Variable «, vom Nullpunkte aus, einen positiven 
Umlauf um den Punkt v ausftthrt. Wird das Integral (74) in eine 
Reihe von der Form (67) entwickelt, so kénnen fiir die Coefficienten, 
in Bezug auf die Umkehrung der Integrationsordnung, dieselben 
Schlisse wie fiir das Integral (69) angewendet werden*). Man erhiilt 





*) Man vergleiche auch § 5 der vorstehenden Abhandlung ,,Ueber fiinf 
Doppelintegrale.‘ 
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auf diese Weise, unter der Voraussetzung, dass der reelle Theil von 
@ — 1 positiv ist, fiir das Integral (74) den Ausdruck 


ce” ®(@, 6, 7; 2%), 
in welchem €” die Constante 
©” — Qe e-2ie fF (2—20)F(1—t)E(e—+, o—e+5) 
bedeutet.*) 
Kiel, im Juni 1891. 





*) Man vergleiche auch die Abhandlung des Verfassers ,,Ueber die Reduction 
der Differentialgleichung der Reihe §(e, @2,-- +) Q,—13 &)“ im 110% Bande des 
Crelle’schen Journals. 








Kin Beitrag zur Discussion der Bewegungsgleichungen eines 
Punktes. 


Von 


Orro Sraupe in Rostock. 


Einleitung. 


Um die Richtung und Kriimmung einer riumlichen Curve in 
irgend einem ihrer Punkte zu untersuchen, vergleicht man die Curve 
in der Umgebung des Punktes mit der Curve constanter Richtung, der 
geraden Linie, und mit der Curve constanter Kriimmung, dem Kreise. 
So wird man auf den Begriff der Tangente und des Kriimmungs- 
kreises gefiihrt. Zur analytischen Darstellung dieser Gebilde bedarf 
man die ersten und zweiten Differentialquotienten der die Curve ana- 
lytisch definirenden Functionen. 

Neben die solchergestalt entwickelte Theorie der Kriimmung der 
riumlichen Curven, diirfte sich als gleichberechtigt eine entsprechende 
Theorie stellen, die sich auf die Bewegung eines Punktes im Raume 
bezieht. Man wird die Beweguag eines Punktes in irgend einem Zeit- 
punkte in erster Linie in Beziehung setzen zu der Bewegung constanter 
Geschwindigkeit, der gleichférmigen geradlinigen Bewegung, in zweiter 
Linie zu der Bewegung constanter Beschleunigung, der gleichférmig 
beschleunigten Bewegung. Dadurch erhilt jede Bewegung in jedem 
Zeitpunkte ihre ,, Tangeutialbewegung“ und ihre ,,Schmiegungsbewegung“. 
Zur analytischen Darstellung dieser Bewegungsgebilde bedarf es wieder 
der ersten und zweiten Differentialquotienten der die Bewegung 
analytisch definirenden Functionen. 

Der Zweck einer solchen Theorie, wie sie in den §§ 1—4 der vor- 
liegenden Mittheilung entwickelt wird, ist zunachst der analoge, wie 
bei der eben vergleichsweise erwahnten Theorie der Kriimmung der 
Raumeurven, Man gewinnt aus der Form der Tangential- und 
Schmiegungsbewegung eine tibersichtliche Classification der verschie- 
denen Zeitpunkte einer durch ihre endlichen Gleichungen gegebenen 
Bewegung, wie solche in § 5 allgemein ausgefiihrt und in § 6 an 
einigen Beispielen erliutert ist, 
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Als Nebenzweck kénnte man hierbei eine Erginzung der analy- 
tischen Theorie der Kriimmung riumlicher Curven in’s Auge fassen. 
Entwickelt man namlich die Formeln fiir die Kriimmungsverhiltnisse 
einer Raumcurve unter Zugrundelegung einer Parameterdarstellung, 
welche die 3 Coordinaten eines Punktes der Curve als Functionen 
einer Variabeln giebt, so vermischen sich in diesen Formeln die 
Singularitiiten, welche die Raumcurve als sulche unabhingig von dem 
gerade benutzten Parameter besitzt, und diejenigen, welche die Formeln 
in Folge der Wahl des Parameters in sich aufgenommen haben. Beide 
Bestandtheile werden durch Vermittlung der hier gegebenen Theorie 
in anschaulicher Weise auseinander gehalten, woriiber am Schlusse 
der §§ I und 5 nihere Erlaiuterung gegeben ist. 

Kin weiterer Zweck der Theorie der Tangential- und Schmiegungs- 
bewegung liegt nun aber in ihrer Verwerthung zur Discussion der 
Bewegung eines Punktes, wenn dieselbe nicht durch ihre endlichen, 
sondern durch ihre Differentialgleichungen gegeben ist. Da niimlich 
die analytischen Bestimmungsstiicke der Schmiegungsbewegung wesent- 
lich von den 1. und 2. Differentialquotienten der Coordinaten des be- 
wegten Punktes nach der Zeit abhiingen, so kénnen gewisse Sitze 
iiber die Bewegung aus den Bewegungsdifferentialgleichungen hergeleitet 
werden, ohne die vollstindige Integration der letzteren auszufiihren. 
Diesen Anwendungen sind die Capitel I] und III der Mittheilung ge- 
widmet, von denen das erstere die freie, das andere die an eine Fliiche 
gebundene Bewegung mit Kriiftefunction behandelt. Es wird hier 
beispielsweise der Satz aus der Theorie der parabolischen Wurfbe- 
wegung: ,,Liasst man von einem Punkte des Raumes mit der gleichen 
Geschwindigkeit, aber unter allen méglichen Elevationswinkeln para- 
bolische Wurfbewegungen ausgehen, so liegen die Directricen der 
Bahnparabeln aller Bewegungen in einer und derselben Ebene“ auf 
die Bewegung eines Punktes unter Einfluss einer Kriftefunction mit 
entsprechenden Modificationen verallgemeinert (§ 7). Es wird ferner 
eine Kigenschaft der Newton’schen Centralbewegung abgeleitet, durch 
welche diese Bewegung als die einfachste aller Centralbewegungen 
erscheint, in ahnlichem Sinne, wie der Kreis als die Curve der ein- 
fachsten Kriimmungsverhiltnisse (§ 10). Es wird weiter untersucht, 
wann eine Spitze der Bahncurve einer Bewegung eine vollige Umkehr 
der Bewegung in die bereits durchlaufene Bahn oder einen Uebergang 
auf einen neuen in der Spitze sich anschliessenden Curvenzweig mit 
sich bringt (§ 9, § 14). Zur Erlauterung dieser letzteren Betrachtung 
wird ausfiihrlich ein bisher wohl nicht hervorgehobenes Vorkommniss 
bei der viel behandelten Theorie der Bewegung eines schweren Punktes 
auf einer Fliche erdrtert, niimlich das Vorkommen einer pendelartigen 
Oscillation auf einer doppelt gekriimmten Bahncurve (§ 15). 
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Durch die hiermit angedeuteten Verwerthungen diirfte sich die 
Entwicklung der Theorie der Tangential- und Schmiegungsbewegung 
einigermaassen rechtfertigen. 


Capitel I. 
Theorie der Tangential- und Schmiegungsbewegung. 


§ 1. 
Die Tangentialbewegung. 


Die Gleichungen der Bewegung eines Massenpunktes im Raume 
seien: 


(1) t=(t), y= x), #= v0), 
es bedeuten a, y, 2 die auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem be- 
zogenen Coordinaten des Massenpunktes zur Zeit ¢ und g, x, » gegebene 
Functionen der unabhiingigen Veriinderlichen ¢. Wir bezeichnen die 
Gleichungen (1) als die ,,Gleichungen der Bewegung in laufenden 
Elementen 2, y, 2, t. 

Es sei gegenwirtig ¢ ein bestimmter Zeitpunkt und 2, y, 2 der 
zugehérige Ort des Punktes, wiihrend die laufenden Elemente der 


Bewegung neuerdings &, 7, §, t genannt werden sollen. Wir nehmen 
die Taylor’schen Entwicklungen: 


E= 9(t) —plt+r—t) =a 4 a (e—t) +52" (t—-th +, 





Ge +e (r—t) + oe"(e—tPe, 
in welchen die Accente die Differentiation nach ¢ bezeichnen, fiir hin- 
reichend kleine Werthe der Differenz tr — ¢ als convergent an. Die 
erhaltenen Gleichungen (2) sind die Gleichungen der Bewegung in der 
Umgebung des Zeitpunktes ¢ in laufenden Elementen &, y, €, t. 

Die nach den ersten Potenzen abgebrochenen Gleichungen: 


: =2+2 (r—2), 


(2) | n=y t+ ye—) +59" (C—O +: 


(3) y=yty'(t—b), 

€=2 + 2'(t—?) 

stellen alsdann die ,, Tangentialbewegung der durch die Gleichungen (1) 
gegebenen Hauptbewegung im Zeitpunkte ¢“ in laufenden Elementen 
—, 7, €, 7 dar. Diese Tangentialbewegung ist — nach der Form der 
Gleichungen (3) — eine gleichférmige geradlinige Bewegung eines 
Punktes und ist — nach der Beziehung der Gleichungen (3) und (2) — 
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in einer hinreichend kleinen Umgebung des Zeitpunktes ¢ (bis auf 
Glieder 1. Ordnung des Zeituuterschiedes + — ¢ einschliesslich) mit 
der Hauptbewegung identisch. Als gleichformige geradlinige Bewegung 
hat sie eine gewisse Geschwindigkeit, die wir sowohl nach ihrer Grosse: 


(4) sax? t+y?+e22 
(der doppelte Horizontalstrich bezeichnet den positiven Werth der 
Quadratwurzel), als auch nach ihren Richtungscosinus: 


(4) ©, 2,5 


-* ¢@ ? 





auffassen und geometrisch durch eine Richtungslinie (Vector), eine gerade 
Linie von bestimmter Linge und Richtung (einschliesslich Pfeilspitze), 
dargestellt denken. 

Ist der Begriff der Geschwindigkeit nur fiir die gleichfoérmige 
geradlinige Bewegung definirt, so haben wir unter der Geschwindig- 
keit der allgemeinen Bewegung (1) im Zeitpunkte t die Geschwindig- 
keit der diesem Zeitpunkt entsprechenden Tangentialbewegung zu 
verstehen. 

Die Richtungscosinus (4) der Geschwindigkeit (und zwar ohne 
bestimmtes Vorzeichen der Quadratwurzel) sind zugleich die Richtungs- 
cosinus der Tangente derjenigen Raumcurve im Punkte x, y, ¢, welche 
in den Gleichungen (1) ohne Riicksicht auf die Bedeutung von ¢ ihre 
Parameterdarstellung und eventuell nach Elimination von ¢ eine von 
¢ unabhingige analytische Darstellung findet, und die im allgemeinen 
als Bahneurve der Bewegung (1) zu betrachten ist. Wir kénnen 
daher sagen: 

Die geradlinige Bahn der Tangentialbewegung fiir den Zeitpunkt t 
ist die Tangente der Bahneurve der Hauptbewegung im Punkte xyz. 

In einem Falle — immer die Giiltigkeit der Entwicklungen (2) 


vorausgesetzt — hat die Tangentialbewegung keine Bahncurve, wenn 
namlich : 
(5) gal, y =O, 20:59 = 0. 


Dann ist sie tiberhaupt keine eigentliche Bewegung mehr, sondern in 
Ruhe iibergegangen; ihre Geschwindigkeit ist an Grésse 0 und an 
Richtung unbestimmt (vgl. (4). Der ausgesprochene Satz bleibt aber 
in entsprechendem Sinne bestehen, wenn wir zwischen der oben- 
erwihnten, unabhingig von ¢ rein geometrisch betrachteten Raum- 
curve und der Bahncurve der Bewegung unterscheiden, und in dem 
Falle, wo die Tangentialbewegung keine Bahn mehr hat, der Bahn- 
curve der Hauptbewegung die Tangente absprechen. Die zugehérige 
Raumeurve kann trotzdem eine Tangente haben. Wir mégen beispiels- 
weise an die oscillirende Bewegung des gewdhnlichen Kreispendels 
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denken; nach unserer Auffassung hat die Bahncurve derselben an den 
beiden Umkehrstellen der Pendelbewegung keine Tangente, wihrend 
der Kreis, auf dem sie liegt, daselbst eine Tangente besitzt. 


§ 2. 
Die Schmiegungsbewegung. 


Die nach den zweiten Potenzen abgebrochenen Gleichungen (2): 
fata (r—t) +52" (r—t), 
(6) n=y ty (e—-O+ 59" (e—O, 
€=—¢+2(r—t)+ se" ( —t) 


stellen eine Bewegung in laufenden Elementen &, 7, €,1 dar, welche 
wir die Schmiegungsbewegung der Hauptbewegung im Zeitpunkte ¢ 
nennen wollen, Sie ist — nach der Form der Gleichungen (6) — eine 
gleichformig beschleunigte Bewegung und ist in einer hinreichend 
kleinen Umgebung des Zeitpunktes ¢ (bis auf Glieder 2. Ordnung der 
Zeitdifferenz t — ¢ einschliesslich) mit der Hauptbewegung identisch. 
Als gleichférmig beschleunigte Bewegung hat sie eine gewisse Be- 
schleunigung, die wir sowohl nach ihrer Grésse: 


(7) g=Vx? ty? +e, 


als nach ihren Richtungscosinus: N 





x 4 z 
% g’ 4 7 9 
auffassen und geometrisch durch eine Richtungslinie dargestellt denken. 

Ist der Begriff der Beschleunigung nur fiir die gleichformig be- 
schleunigte Bewegung definirt, so haben wir unter der Beschleunigung 
der Bewegung (1) im Zeitpunkte t die Beschleunigung der diesem 
Zeitpunkte entsprechenden Schmiegungsbewegung zu verstehen. 

Die Schmiegungsbewegung hat im Zeitpunkte ¢ dieselbe Tangen- 
tialbewegung wie die Hauptbewegung, also auch dieselbe Geschwindig- 
keit. Im Allgemeinen ist die Bahn der Schmiegungsbewegung als 
einer gleichférmig beschleunigten Bewegung eine Parabel, welche mit 
der Bahn der Hauptbewegung im Punkte a, y, ¢ nicht nur die 'Tangente, 
sondern auch die Schmiegungsebene und den Kriimmungskreis gemein 
hat und sie in der 2. Ordnung beriihrt. Fiir Mittelpunkt &, , ¢ 
und Radius g des letzteren wiirden im vorliegenden Falle bekanntlich 
die Formeln gelten: 


15* 
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8’ (s a’ — 2's”) _— 8”) 
g—-s? ” i -y= 26 ey ae 3 or 


§—r=—- 
8 re 
eo ie—e"" 
wobei ss" = #2" + y’y” + 22” ist, Formeln, von denen wir spiter 
(§ 6,2; § 13) Gebrauch zu machen haben. 
Die Ebene der Schmiegungsbewegung geht durch die Richtungs- 
linien der Geschwindigkeit und der Beschleunigung der Hauptbewegung 
im Zeitpunkte ¢. 


§ 3. 
Die Normalform der Gleichungen der Schmiegungsbewegung. 


Bevor wir auf die Betrachtung besonderer Fille eingehen, wollen 
wir die Gleichungen der Schmiegungsbewegung durch Coordinaten- 
transformation in die iibliche Normalform der Gleichungen der para- 
bolischen Wurfbewegung versetzen. Die Richtungscosinus der vom 
Punkte z, y, ¢ ausgehenden Axen =, H, Z des neu einzufiihrenden 
Coordinatensystems seien a, B, y; «’, 8, y'; «”, B’,y”. Der zwischen 
O und aw gerechnete Winkel zwischen Geschwindigkeit s’ und Be- 
schleunigung g sei a (0 < @ < z), sodann: 


(8) coe SE tHe tee LT 


— 3 
, sho=— Vor—s 
sg 9g 9 
Wir setzen voraus, dass g 7 verschwindet. Es soll nun (vgl. Fig. 1) 


~ le By) -/ 
\ Emhyy 


Lice. BS as 





‘a 


Fig. 1. 
die =-Axe die Richtung der Beschlieunigung haben, also nach (7): 


a — —_ 
7 as - oe ys 


. 
’ 
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die Z-Axe auf den Richtungen von s’ und g senkrecht stehen , also: 


a 





. a y' 2” wre zy” 8" an oa a2” sa ay” —y' a" : 
sgsno ’ sgsno ? 


sgsina ’ wai 
endlich die H-Axe in der Ebene von s’ und g liegen und mit der 
Richtungslinie von s’ einen spitzen Winkel bilden, woraus folgt: 





* an SEIT fn, EO go, OTE 
= sgsno ° ~ sgsneg ? ~ sgsno — 
Hiernach ergiebt sich mit den Abkiirzungen: 

(9) A=scos@, B=s'sina(>0): 
av + By + ye =A, aa" + By" + ye" =y, 
da + By + ye = B, co + By’ + 72" =0, 
wet BY + y= 0,  a'e + Bly + 7's =0 
und bestehen zwischen den beiderseitigen Coordinaten &, y, € und 
=, H, Z eines Punktes die Relationen: 


S=a (§—x) +8 (n—y) +7 (§—-2), §—et@—=aeb+e'H+e’Z, 
H=a@ (§—2)+ 8 (n—y)+yY7 b—2), n—y=B6=+ PH+ 6'Z, 
Z= a" (E—2) + B’(n—y) +7" (E—2), €—#=vE+y7H+ 7”Z. 
Die Benutzung dieser Formeln fiihrt alsbald zu der erwiihnten Normal- 
form der Gleichungen der Schmiegungsbewegung: 


== A(t — 1) + Sy (e—9), 
(10) H = B(r — 2), 
Z=0. 


Haben Geschwindigkeit und Beschleunigung gleiche oder entgegen- 
gesetzte Richtung (a :y:¢ =a": y": 2"; @ =0, x) oder wird die 
erstere 0, so werden die H- und Z-Axe unbestimmt, die =-Axe aber 
bleibt in der bisherigen Bedeutung erhalten und die Gleichungen (10) 
fahren fort zu gelten, nur dass B = 0 und beziehungsweise A = +- s’ 
oder A = 0 wird. 


§ 4. 
Die geometrischen Elemente der Schmiegungsbewegung. 
In der Form (10) pflegt die gleichférmig beschleunigte Bewegung 


mit vertical abwirts gerichteter =-Axe als ,,parabolische Wurfbe- 
wegung “ discutirt zu werden.*) Man erhalt dabei fiir den Parameter 


der Bahnparabel: 


*) Vgl. etwa Schell, Theorie der Bewegung und der Kriifte, 2. Aufl, Bd. 1, 
8. 360ff. Bauer, Ueber einige, auf die parabolischen Wurflinien beziigliche, 
geometrische Oerter etc., Poggendorff’s Annalen, Bd. 134, 8, 265 (1868). 
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fiir die Entfernung der Directrix vom Punkte x,y, 2 (==—0, H=90, 
Z = 0) (vgl. Fig. 2): 





und als Gleichungen der Directrix: 


S=-—d, Z=0. 
Fiir die Coordinaten des Scheitelpunktes der Parabel ergiebt sich: 
- A? AB / 
ena Wg’ Hy, = a ri ? Z, = 9; 


fiir die Coordinaten des Brennpunktes: 


- A— By AB 
2 9 
endlich gehen als Gleichungen der Symmetrieaxe der Parabel hervor: 


HoH, =H, Z=—0. 





Z, = O; 


Mittels der in §3 angegebenen ‘Transformation findet man die Be- 
stimmungsstiicke dieser geometrischen Elemente der Schmiegungs- 
bewegung in Bezug auf das urspriingliche Coordinatensystem. Wir 
fassen das Resultat in folgenden Satz zusammen, der sich in allen 
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Theilen wieder auf das urspriingliche Coordinatensystem der x, y, 2 
oder &, », € bezieht: 

Die Elemente der Bahnparabel der Schmiegungsbewegung der durch 
die Gleichungen: 
1) r=(t), y=xt), =) 


gegebenen Hauptbewegung fiir den Zeitpunkt t sind, wenn die Differen- 
tiation nach t durch Accente bezeichnet, ferner zur Abkiirzwng 





A) SAV ET ER, Og FHT 


gesetat und g +0 angenommen wird, die folgenden: 
der Parameter : 


_ s*(gt—s"*) y's" —2'y")* +(e a” — a2 2")? + (a'y”— yx")? | 
(ll) p= ; = —- 
y g i ) 


die Entfernung der Directrix vom Punkte x, y, 2: 
(12) d= *; 


die Coordinaten des Scheitelpunktes : 


’ 1 gw , 1. 
. __ Ga — Zire i fo ee | 
So = &— SS es NM =y—ss — ; 
(13) . 9 
sa ; a we 
f2z— z> 88's 
’ ”” — 
GQ —=s—ss Ng! iia 
die Coordinaten des Brennpunktes: 
1 , 1 
xs 5 8a 77 = —eF 
{-2-—-'—y— 4&~9-*—zZz ) 
(14) . , 
oo” uw 
se=— = 82 
o =—_—_7Zz— s = —_—e 


Die Symmetrieaxe der Parabel erhilt die Gleichungen: 

(15) E—Eo:n— mi —fy easy ss" 

und stimmt in ihrer Richtung vom Scheitelpunkte nach dem Brennpunite 
mit der Richtung der Beschleunigung dberein. 


Die Directrix kann mit einem Parameter 6 durch folgende 3 Glei- 
chungen dargestellt werden: 
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§&—a2+ ; “2 = {(ay"—ya")y” — (2 a" —a'2")2"}o 
= {g'u'—ss"a' lo, 

L sty” Oy gt fo’ — a e\a'\e 

(16) s-9+5 lie {yz zy’ )z (ay —yx")a"\o 
= {oy —ss"y"ho, 


1 € 22 , ” , * ” = , ” , ” “” 
€-e+- a = {2x — x'2")x" — (y's”— vy")y"}o 





= {ga —ss"e’\o. 


Fiir eine ebene Bewegung in der Ebene z = 0 leitet man aus den 
beiden ersten Gleichungen (16) als Gleichung der Directrix (in der 
Hesse’schen Normalform) ab: 


‘es 


(16) (E-#) -+in—y)* + 5, =o. 


§ 5. 
Eintheilung der reguliren Momente der Bewegung. 


Wir betrachten bei der Bewegung (1) als reguldre Zeitpunkte der 
Bewegung alle diejenigen endlichen Zeitpunkte ¢, in deren Umgebung 
die Entwicklungen (2) fiir hinreichend kleine Werthe von (t—?) con- 
vergiren. In einem reguliren Zeitpunkte kann also weder die Ge- 
schwindigkeit noch die Beschleunigung unendlich gross werden. 

Die reguliren Zeitpunkte der Bewegung ordnen wir nun nach 


der Beschaffenheit der Tangential- und Schmiegungsbewegung in 
folgender Weise an: 


I) 9g + 0, die Beschleunigung im Zeitpunkte ¢ verschwindet nicht: 
Die Schmiegungsbewegung ist eine eigentliche gleichférmig 
beschleunigte Bewegung. 

1) ss” + 0, Geschwindigkeit und Beschleunigung stehen nicht 
senkrecht zu einander: Die Bahnparabel der Schmiegungs- 
bewegung beriihrt die Bahn der Hauptbewegung nicht mit 
ihrem Scheitelpunkt. 

a) v:y:2 +a" :y":2", Geschwindigkeit und Beschleunigung 
fallen nicht in dieselbe Gerade: Die Bahnparabel der 
Schmiegungsbewegung ist eine eigentliche Parabel (,,ge- 
wohnlicher Wurfmoment der Bewegung‘). 

b) av :y':2 = 2" :y":2", Geschwindigkeit und Beschleunigung 
fallen in dieselbe Gerade: Die Bahnparabel der Schmie- 
gungsbewegung ist in eine gerade Linie zusammenge- 
klappt (,,gewdhnlicher Fallmoment der Bewegung“). 
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2) s‘s” =0, Geschwindigkeit und Beschleunigung stehen senk- 
recht zu einander oder die erstere verschwindet: Die Bahn- 
parabel der Schmiegungsbewegung beriihrt die Bahn der 
Hauptbewegung in ihrem Scheitelpunkt. 

a) s +0, die Geschwindigkeit verschwindet nicht: Die 
Bahnparabel der Schmiegungsbewegung ist eine eigent- 
liche Parabel (,,Scheitelwurfmoment der Bewegung“). 

b) s’' = 0, die Geschwindigkeit verschwindet: Die Bahn- 
parabel der Schmiegungsbewegung ist in eine gerade 
Linie zusammengeklappt (,,Scheitelfallmoment der Be- 
wegung **). 

Il) g=0, die Beschleunigung verschwindet: Die Schmiegungs- 
bewegung ist in eine gleichférmige geradlinige Bewegung aus- 
geartet; in zwei aufeinanderfolgenden Zeitpunkten ist die 
Tangentialbewegung die namliche. 

1) s’ +0, die Geschwindigkeit verschwindet nicht: Die Schmie- 
gungsbewegung ist eine eigentliche gleichférmige geradlinige 
Bewegung (,,Stationdrer Moment der Bewegung“). 

2) s' = 0, die Geschwindigkeit verschwindet: Die Schmiegungs- 
bewegung ist Ruhe (,,Ruhemoment der Bewegung“). 

Folgende Bemerkungen dienen zur Erliuterung der Classification. 

Das Unterscheidungsmerkmal der beiden Hauptgruppen I und II 
ist ein hauptsiichliches; denn die Gleichungen (6) der Schmiegungs- 
bewegung stellen immer dann aber auch nur dann eine gleichférmige 
geradlinige Bewegung dar, wenn alle quadratischen Glieder fehlen, 
also 2” = 0, y” =0, 2” =0 oder g 0 ist. 

Das Unterscheidungsmerkmal der beiden Gruppen 1 und 2 unter I 
ist der Frage nach dem Zusammenfallen des Scheitelpunktes &), ,, &, 
der Schmiegungsbewegung des Zeitpunktes ¢ mit dem Orte 2, y, 2 des 
bewegten Punktes zur Zeit ¢ hergenommen. Dazu ergiebt sich aus (13) 
als nothwendig und hinreichend, dass gleichzeitig: 


(ed 4] , 1 > “ of , 1 ow” ” 

ss" (g'a’ — + s's’a) =0, ss" (gy — + ss'y’) =0, 
PY? 9 7 1 oo 
ss (g's —- +388 a’) = 0. 


Setzen wir diese 3 Gleichungen als erfiillt voraus, so folgt, dass ent- 
weder s's” == ( oder, wenn s’s” + 0 ist, dass 


o ee oe , 1 +o. " ee } 
gu g 88a" = 0, Py —zssy=—0, Pae—_ sss” =0; 


eliminiren wir hieraus die nicht verschwindenden Gréssen g? und s‘s”, 
so ergiebt sich: 
y 2” "7? gy” — 0, ea’ th ae” ai 0, xy” aeee y x" = 0, 








eg eee 





= aS 








| 
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oder mit einem Proportionalititsfactor x: 
gamnr’, yomuy’, o=— xe". 
Damit wird: 
Sea +yy +72’ —ue 

und nehmen die 3 obigen Gleichungen, aus denen g* und s’s” eliminirt 
wurden, die Gestalt an: 

~ ugu’ =O, + xgy” =0, > “g?2’ = 0. 
Da aber g nicht 0 und daher 2”, y’, 2’ nicht alle 0 sind, so erhalten 
wir x =0 und damit nach der voraufgegangenen Formel: s‘s” = 0. 

Die Bedingung s’s” = 0 ist also im Falle g +0 nothwendig und 
hinreichend dafiir, dass der Punkt z, y, 2 mit dem Scheitelpunkt 
£5, Mo» & der Schmiegungsbewegung zusammenfillt. 

Die Unterscheidung endlich der Fille a und b unter I, 1 und 2 
ergiebt sich beidemal aus dem Werthe (11) des Parameters p der 
Schmiegungsbewegung. 

Auf die weitere Unterscheidung der Zeitpunkte, wo sowohl s’ = 0) 
als g = 0 ist, mit Bezug auf die Glieder 3. und héherer Ordnung der 
Entwicklungen (2) soll hier verzichtet werden. 

Beziiglich des gemeinsamen Kriimmungsradius q der Bahneurve 
der Hauptbewegung und der Bahnparabel der Schmiegungsbewegung 
ist ibnlich wie am Schlusse des § 1 zu bemerken, dass derselbe in den 
Fallen I, 1, a und b; I, 2,a; Il, 1 tibereinkommt mit dem Kriim- 
mungsradius derjenigen Raumcurve, welche durch die Gleichungen (1) 
unabhingig von ¢ dargestellt wird. Im Besonderen ist bei I, 1, b und 
II, 1: g= oo. Wenn jedoch, wie bei I, 2, b und II, 2, s’' = 0 ist, so 
brauchen die Kriimmungsradien von Bahucurve und Raumcurve nicht 
mehr tibereinzustimmen. Nach der am Schlusse des § 1 entwickelten 
Auffassung sind dann fiir die Bahncurve der Hauptbewegung die 


Richtungscosinus = 2, = der Tangente unbestimmt und damit 


8S" == Saf" + Ly’ 4 Ls 2” in den beiden Fallen g+0 und g=0 
beziehungsweise unbestimmt oder 0. Dementsprechend geben die am 
Schlusse des § 2 angefiihrten Formeln fiir den Kriimmungsradius q 
den Werth gO oder einen unbestimmten Werth, jenachdem der 
Fall I, 2, b oder Il, 2 vorliegt. 


§ 6. 


Anwendung auf gegebene Bewegung. 


1. Ist die Hauptbewegung eine gleichfirmig beschleunigte, so ist 
sie mit der gemeinsamen Schmiegungsbewegung aller ihrer Zeitpuukte 
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identisch, da dann die Gleichungen (2) auch ohne Vernachliissigung 
héherer Potenzen von t — ¢ mit den Gleichungen (6) zusammenfallen. 

2. Bewegt sich ein Punkt au/f’ seiner iibrigens beliebig gestalteten 
Bahn gleichformig da. h. mit constanter Grésse der Geschwindigkeit, 
s = c, so wird fiir jeden Zeitpunkt ss” = 0. Es tritt also, da 
s =c +0 ist, fiir jeden Zeitpunkt ¢, wo die Entwicklungen (2) gelten, 
der Fall I, 2, a ein; alle Zeitpunkte der Bewegung sind Scheitelwurf- 
momente. Fir den Brennpunkt der Schmiegungsbewegung ergiebt 
sich aus (14): 


ee ee gut lig euoendt fe 
| 2 g > 1 y 2 g Y, 4 a 2 9 & 
und fiir den Parameter aus (11): 
3? 
Pp = re 


Hieraus erkennt man mit Riicksicht auf die am Schlusse des § 2 an- 
gegebenen Formeln, dass die Symmetrieaxe der Bahnparabel der 
Schmiegungsbewegung in die Hauptnormale der Bahneurve der ge- 
gebenen Bewegung fallt und der Parameter jener gleich dem Kriim- 
mungsradius dieser ist. Der Brennpunkt &,, 4,, € der Parabel fallt 
also in die Mitte zwischen den Punkt a, y, ¢ und den Kriimmungsmittel- 
punkt der Bahnecurve. 

3. Bewegt sich ein Punkt nach irgend welchem Gesetze auf’ einer 
geradlinigen Bahn, die wir als z-Axe nehmen, so werden die beiden 
letzten Gleichungen (1): y=0O, 2—=0 und folgt: y =—0, 2=—0; 
y’=0, ¢’=0. Es wird daher nach (4) und (7) 

s=|z|, 9 ={x"|, 
wo die Verticalstriche die absoluten Werthe bezeichnen, ferner s’ s” = 2’ x” 
und nach (11): p=0. Aus (13) und (14) folgt: 


>) m =, & =0; 
§—r—> So, m =, & = 0. 


und aus (15) fiir die Symmetrieaxe der Bahuparabel der Schmiegungs- 
bewegung: 
E—E,:4:§=—2":0:0. 
Bei jeder geradlinigen Bewegung fallt daher die Bahnparabel der 
Schmiegungsbewegung ganz in die Bahngerade der gegebenen Be- 
wegung binein; Brennpunkt und Scheitelpunkt der Parabel fallen zu- 
sammen; die Entfernung des Scheitelpunktes &, vom Punkte z ist: 
1 «?* 

&—-t—— sy 

Wir betrachten beispielsweise die geradlinige Oscillation: 











232 Orro Sraupe, 


at 
x = a cos — 
@ 
wo @ und @ Constanten sind. Fiir dieselbe ergiebt sich: 


i at 
&= 2 a {eos eo + — 
cos —— j 
o 


1 


Es entsprechen sich daher die Werthe: 
0<t<f:a>a>0 und ax<h&<+o0, 
So <t<a:0>24>—a und —co< & < —a, ete, 


Wihrend also der Hauptpunkt x zwischen a und — a iiber 0 oscillirt, 
bewegt sich der Scheitelpunkt der Schmiegungsbewegung zwischen a 
und — @ durch oo hindurch. Die Zeitpunkte, da sich der Hauptpunkt 
in £=-+ a befindet, sind Scheitelfallmomente, die Zeitpunkte, da er 
sich in « = 0 befindet, stationdre Momente, alle iibrigen Zeitpunkte 
gewohnliche Fallmomente der Bewegung. 


4. Fiir die Centralbewegung unter Einfluss einer der Entfernung 
proportionalen Kraft gelten die Bewegungsgleichungen: 
z=acosut, y=—bDsinut, 
wo a, b, w Constanten sind. Es wird daher mit: 
2 =—apsinut, y' = bucosut; 
“2” =—ap cosut, y” —=— bu’ sin ut: 
3’? == uw? (a? sin? wt + b? cos? ut), s’s” = w®(a? — b*) cos wt sin wt, 
g? = w'(a@ cos? wt + BD? sin? we). 
Man erhalt dann als Parameterdarstellung des Ortes der Scheitelpunkte 
aller Schmiegungsbewegungen (mit wu fiir wé): 








é _ tl  _ (a*cos*u-+ b*sin® u) (a*cos*w-+ b* sin? w+ a*) + (a? — b*) b? sin? 
ao 2 a& COSU (a® cos? w+ b? sin? u)? P 
—— 1 helee (a? cos? u-+ B? sin? u) (a? cos? w+ b?sin? w+ b2) + (b? — a?) a? cos? u 
— : (a? cos? u-+ b? sin? «)? 





und des Ortes der Brennpunkte: 


1 a* cos? u + b? sin? u + a? — b? 
—, = = a cosu — a + 


a® cos* u + B® sin? x , 
1 b si a® cos? wu + 0? sin? u + b?—a® 
%— 7 Ont costal eae 


zwei rationale Curven, welche neben der Kriimmungsmittelpunktscurve 
der elliptischen Bahn der Centralbewegung Beachtung verdienen. Die 
7m 22 32 ‘ ° 

t t durch die 


erstere geht fir ¢=—0, t= : PO gy te - 


4 Scheitelpunkte der Ellipse, da dieselben in Scheitelwurfmomenten 
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der Bewegung getroffen werden, wahrend die zweite fiir dieselben 
Augenblicke durch die Punkte: 
1 1 a 
f—a—s a N=9; &—0, =H b-— ZF; ete. 


hindurehgeht, welche die Kriimmungshalbmesser der Scheitelpunkte 
der Ellipse halbiren. 


Capitel IT. 


Freie Bewegung eines Punktes unter Einfluss einer Kriifte- 
function. 


§ 7. 
Die den Niveauflichen zugeordneten Flichen. 

Kin Massenpunkt bewegt sich unter Einfluss einer nur von seinem 
Orte x, y, 2 abhiingenden Kriiftefunction U(«, y, 2), die eine ein- 
deutige analytische Function ihrer 3 Argumente sei. Wir verstehen 
unter U,, U,, U, die partiellen Differentialquotienten von U nach 
Z, Y¥, 2, sodass: 

(1) U' = U,«' + U,y' + U;2’ 

wird und die Differentialgleichungen der Bewegung die Gestalt an- 
nehmen: 

(2) 2"=U,, y"=T, 2” =U;. 

Wir haben dann (vgl. § 2, 7) * 

(3) g@ = UP+ UZ4+ 0,2, 8's" a'a"+y'y" +22" =U, 
und erhalten das Integral der lebendigen Kraft mit einer Integrations- 
constanten h in der Form: 

(4) 5 s?=U+h. 

Fiir den Scheitelpunkt und den Brennpunkt der Schmiegungsbewegung, 


welche zum Zeitpunkt ¢ und zum Orte w, y, 2 gehdrt, folgt daher 
nach § 4, 13; 14: 








1 U,U"? U's" 1 U,U"* U'y’ 
(5) E, 7 x _ 2 —_ ana ge >? No ah y _— 2 g' 7 g ’ 
1 U,U*? U’2’ 
b — 2 9 ne a ’ 
- U,(U+h U' a’ U,(U+h) U'y’ 
(6) §—-@#= ee g”’ ™-y= ae . * ? 
Gan gi U;(U+h) U's’ 





F F 








H 
| 
Ul 
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und fiir den Parameter nach § 4, 11: 
2(U+h) g* — U"? 

(2) p= 
Zufolge der Schlussbemerkung des § 2 geht gegenwirtig die Ebene 
der Schmiegungsbewegung im Zeitpunkte ¢ durch die Richtungslinie 
der Geschwindigkeit 2’, y’, 2’ und die Normale der Niveaufliche der 
Kriftefunction im Punkte 2, y, 2 hindurch. 

Wir kniipfen nun zuerst an die aus § 4, 16 hervorgehende Para- 
meterdarstellung der Directrix der Schmiegungsbewegung an, welche 
im vorliegenden Falle lautet: 


B— a+ SF" 0, = (024+ 0,) 2 — U, Dry’ — U,U,2") 6, 








(8)\n-—y+ vn U, = {—U,U,2' + (U,2+ U,2)y'— U,0,2'} 6, 


ress U, = {—U,U, 2’ — Uy U,y’+(U,2+ U,) 2'} 6. 


Multiplicirt man diese 3 Gleichungen der Reihe nach mit U,, U,, U, 
und addirt, so ergiebt sich: 

(9) Of —«#)+ U,(q — y) + U3 — 2) + (0+ h) =0 

und folgt: 

Bei unveriinderlichem Werthe der Constanten h der lebendigen Kraft 
gehirt 2u jedem Punkte x,y, 2 des Rawmes eine bestimmte Ebene (9) 
die dem Werthe h entsprechende Directrixebene des Punktes.“ In 
dieser liegt die Directrix der Schmiegungsbewegung, so oft die den 
Differentialgleichungen (2) geniigende Hauptbewegung den Punkt x, y, 2 
in irgend welcher Richtung x’: y': 2’ trifft. 

Da die Directrix selbst in der Ebene der Schmiegungsbewegung, 
also in der durch die Geschwindigkeit gelegten Normalebene der Niveau- 
fliiche liegt, ist sie der Schnitt dieser Normalebene mit der Directrixebene. 

Die Ebene (9) ist der Tangentialebene der Niveaufliiche im Punkte 
x,y, @ parallel und hat von dieser den Abstand: 


(10) g—— 2+". 





Jeder Punkt x,y, 2 hat nach vorigem Satze seine Directrixebene; 
wir betrachten nun die Gesammtheit der Directrixebenen, welche den 
einzelnen Punkten der Niveaufliiche U(x, y,2)—c zugehdren. Die- 
selben umhiillen eine Flache, deren Gleichung in Ebenencoordinaten 
w, v, w wir erhalten, indem wir aus den 4 Gleichungen: 


(1) w— Us ous Us 
(U+)— O,a-+ Vay + Uys)" (OF) — O,2-+ Uy+ 0,2)" 
U; 





o= 


UFH—Tertgtte Vv e)—< 
die 3 Gréssen 2, y, 2 eliminiren. 
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Fiir einen bestimmten Werth von h ergiebt sich daher zu jeder 
Niveaufliiche eine sugeordnete Fliiche, die von den Directrixebenen aller 
Punkte der Niveaufliche wmhiillt wird. 


Ist U(x, y, 2) eine homogene Function »'" Grades, also: 
U,“ + U,y+ U,2=nU, 
so werden die Gleichungen (11): 
(QV) w= spies: °— oeRoae 8m opine 
U(x, y, 2) =e. 
Setzt man nun c+ h—nc=—=—wpnc, indem man hierdurch eine 


Grosse w definirt, so kann man, da wegen der homogenen Beschaffen- 
heit von U, U,, ete.: 








U(x,y, uy, ue), 
U, (2, y, » WY, U2), ete, 
die Gleichungen (11’) so schreiben: 
(11”) “= — eae “9 2. «a 0 ae 
a Tipe, oY, oe 


rar U(ux, wy, we) = wre. 
Die Eliminationsresultante von wx, wy, we aus diesen Gleichungen 
(11”) ist aber identisch mit der Eliminationsresultante von 2%, y, 2 
aus den Gleichungen: 


ad U, (x, ’ 2) U, (x, ’ 2) 
(11) 6 Se, oe — 
pe nm. me 
a Us(@, ys 2) 


——-, U(a,y, 2) = pre. 
nm. mC 
Durch Elimination von z, y, ¢ aus (11”) erhilt man aber die Glei- 


chung der Niveaufliiche U(x, y, 2) = "ec in Ebenencoordinaten u, v, w. 
Es folgt also: 


Wenn die Kriiftefunction U(x, y, 2) eine homogene Function 


ne Grades in x, y, # ist, so ist die der Niveaufliche U=c (c +0) 
zugeordnelc Fliiche wieder eine Niveaufliiche, niimlich U = u"c, wo: 


ne — (c-+h) 
ae ae 
Kir n= 1 wird w=—4, also w"c=—=—h; in diesem Falle 


haben alle Niveauflichen U —c eine und dieselbe zugeordnete Fiche, 
nimlich die Niveauflache der Geschwindigkeit 0: U=——h. Dies 
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ist der bekannte Fall*) der parabolischen Wurfbewegung selbst, wo 
die Directrix der parabolischen Bahn bei festgehaltenem h immer in 
der Niveauebene der Geschwindigkeit 0 liegt. 

Ist die Kraftefunction U = U(r) nur von der Entfernung r des 
bewegten Punktes vom Coordinatenanfang abhingig, so ist mit 


fo =-U,:0,=-0,2, ,=0,2, U,=U4; 
r 9 rT 


0 yr? 
U,x2 + U,y + U,2 = Uyr 


und werden die Gleichungen (11): 


eo z 
g, = u, ¥ v,= 
wth r r 


“Vsi-Ge’ §~ vts—te Teme 
Es folgt daher: 
21 9? 2 Uy J 
uw? + v? + w —(ga5 27) 
wo r den aus U(r) —c hervorgehenden constanten Werth hat, also: 
Bei der Centralbewegung mit Krdftefunction ist der Niveaukugel 


vom Radius r die Niveaukugel vom Radius (=¥* ~- r) zugeordnet. 
0 


§ 8. 
Das Niveau der Geschwindigkeit 0 und das Verschwinden des Parameters. 
Ohne Voraussetzung tiber die Form von U wird fiir einen speciellen 
Werth von c, namlich fiir c——h, die zugeordnete Fliiche der Niveau- 


fliche U = c = — h wieder eine Niveaufliiche; denn die Elimination 
von x, y, 2 aus (11) liefert dann die Gleichung der Fliche 
(12) U+h=0 
selbst in Ebenencoordinaten. In der That zeigt auch die Gleichung (9), 
in welcher dann das Glied U + h wegfillt: 

Die Directrixebene eines Punktes der Niveaufliiche U +h =O ist 
die Tangentialebene dieser Niveaufliiche im Punkte x, y, 2. 

Da mit U +h, nach (4), auch 2’, y’, z’ und U’ verschwinden, 
so wird nach (5), (6) und (7): 

&=&— 2, M=U—y¥, &—&=—s und p—O 

und folgt: 


Die Zeitpunkte, wo das Niveau der Geschwindigkeit 0 getroffen 
wird, sind im Allgemeinen Scheitelfallmomente der Bewegung. 


Die Axe der zusammengeklappten Bahnparabel der Schmiegungs- 
bewegung fallt nach § 4, 15 in die Normale der Niveaufliche. 


*) Vgl. Schell, a, a. O, S. 362. 
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Im Besonderen wiirde statt eines Scheitelfallmomentes ein Ruhe- 
moment eintreten, wenn an der betreffenden Stelle der Niveaufliche 
U +h =O zugleich die Beschleunigung g verschwiinde. Dies erfordert 
nach (3) die Bedingungen U, = 0, U, = 0, U, = 0, also einen singu- 
laren Punkt der Niveaufliiche, und soll daher nicht weiter verfolgt 
werden. 

Um die Bedingung fiir das Verschwinden des Parameters p tiber- 
haupt zu erhalten, wollen wir den Winkel @ zwischen Geschwindigkeit 
und Beschleunigung einfiihren und haben nach § 3,8 und § 7, 3. 4: 
Fides 2 eo 

89 go V2(0-F 1) 
Setzen wir den hieraus folgenden Werth von U’ in die Gleichung 
§ 7,7 ein, so ergiebt sich: 


cos @ = 





in? 
(13) pan OED sere, 
wo der Ziahler das Quadrat der in die Tangentialebene der Niveau- 
fliche fallenden Componente der Geschwindigkeit ist. Also: 

Der Parameter der Schmiegungsbewegung im Punkte x, y, 2 (Zeit- 
punkte t) wird nur dann gleich 0, wenn die in die Tangentialebene der 
Niveaufliche im Punkte x,y, 2 fallende Componente der Geschwindigheit 
verschwindet. 


§ 9. 
Von der Umkehr einer Bewegung in sich selbst. 
In den Gleichungen der parabolischen Wurfbewegung: 


(14) w@—aytat+ rat, yb + ht+ > be’, 


mit 9 Constanten a),...,¢, betrachtet man die Verinderliche ¢ ihrer 
Bedeutung der Zeit entsprechend nicht als Veriinderliche schlechthin, 
sondern als eine von —oo bis + co wachsende Verinderliche. In 
diesem Sinne ist die Bewegung: 


(14’) a = dy — ayt + > ay t?, y= by, — t+ > b,t, 
@=G —ot+> ot? 


von der ersterwihnten verschieden. Sie hat zwar genau dieselbe Bahn- 
curve, wie jene; jede Stelle x,y, 2, die von jener in einem gewissen 
Zeitpunkte getroffen wird, wird von ihr ebenfalls in einem gewissen, 
im Allgemeinen anderen Zeitpunkte getroffien; jede Stelle wird von 


. Mathematische Annalen. XLI. 16 
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ihr auch mit gleicher Grésse der Geschwindigkeit, wie von jener, aber 
in entgegengesetzter Richtung der Geschwindigkeit durchlaufen. Diese 
Beziehung der beiden Bewegunyen zu einander bleibt auch noch er- 
halten, wenn in den Gleichungen (14) ¢ — ¢ und in den Gleichungen 
(14) ¢ — ¢, fiir ¢ eingesetzt wird, also fiir einen beliebigen Zeitpunkt 
t= t,, respective t= ¢,, die Stelle a), b,, c, erreicht wird, statt wie 
vorher beiderseits fiir ¢ = 0. 

Wir wollen beide Bewegungen ,,entgegengesetat congruente“ Be- 
wegungen nennen und kénnen, da durch Ort und Geschwindigkeit fiir 
irgend einen bestimmten Zeitpunkt und durch die allen Zeitpunkten 
gemeinsame Beschleunigung die parabolische Wurfbewegung vollig 
bestimmt ist, den Satz aussprechen: 


Zwei parabolische Wurfbewegungen sind entgegengesetat congruent, 
wenn sie beide dieselbe Beschleunigung haben (an Grésse und Richtung), 
wenn sie ferner je zu irgend einem Zeitpunkte dieselbe Stelle des Rawmes 
und zwar mit entgegengesetzt gleicher Geschwindigkeit treffen. 

In eimem Falle vereinigen sich zwei entgegengesetzt congruente 
parabolische Wurfbewegungen zu einer und derselben Bewegung, 
nimlich wenn der Parameter p der Bahnparabel 0 ist oder, was auf 
dasselbe hinauskommt, wenn die Bewegung das Niveau der Geschwindig- 
keit 0 erreicht. Wir kénnen dies so aussprechen: 

Wenn die parabolische Wurfbewegung das Niveau der Geschwindig- 
keit O erreicht, so kehrt sie congruent in sich zuriick. 

Wir wenden uns nach diesen Vorbemerkungen zu den durch die 
Differentialgleichungen: 

(1) a= U,, y°=U,, 2" =U, 

definirten Bewegungen zuriick, wo U,, U,, U,; nach der in §7 iiber 
U gemachten Voraussetzung eindeutige Functionen von 2, y, 2 sind 
und wir die Entwicklungen § 1, 2 fiir alle in Betracht kommenden 
Zeitpunkte als bestehend annehmen. Mit Riicksicht auf die sechs 
Integrationsconstanten, von denen eine additiv mit der Zeit verbunden 
ist, kénnen wir verla::;:, dass eine solche Bewegung die gegebene 
Stelle 2, y, 2 und zwar mit einer gegebenen Geschwindigkeit x’, y’, 2’ 
treffe, gieichviel zu welchem Zeitpunkte. Wenn wir im Besonderen 
eine Bewegung kennen, welche den Differentialgleichungen entspricht 
und eine Stelle z, y, ¢ mit der Geschwindigkeit x’, y’, 2’ trifft, so 
kénnen wir nach derjenigen Bewegung fragen, welche zu irgend einem 
Zeitpunkte dieselbe Stelle x, y, 2 und zwar mit entgegengesetzter Ge- 
schwindigkeit — x’, — y’, — 2’ erreicht. 

Da nun beide Bewegungen im Punkte z, y, 2 dieselbe Beschleunigung 
U,, U,, U; haben, so folgt mit Riicksicht auf §2,6 nach dem ersten der 
beiden eben ausgesprochenen Sitze, dass die beiderseitigen Schmiegungs- 
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bewegungen einander entgegengesetzt congruent sind. Es sind ferner, bis 
auf Glieder 2. Ordnung der Zeitdifferenz einschliesslich, oder wie man zu 
sagen pflegt, wihrend zweier aufeinander folgender unendlich kleiner 
Zeitelemente, beziehentlich, wenn die Geschwindigkeit nicht 0 ist, lings 
zweier anfeinander folgender Bahnelemente pp, und p,p,, Haupt- 
bewegung und Schmiegungsbewegung identisch. Folglich sind léngs 
dieser beiden Bahneurvenelemente auch die beiden Hauptbewegungen, 
die in der gedachten Weise auseinander hervorgehen, einander ent- 
gegengesetzt congruent, d. h. es stimmen in diesem Umfange eben ihre 
Bahneurven vollstiindig tiberein und sie haben in allen Punkten ihrer 
gemeinsamen Bahn entgegengesetzt gleiche Geschwindigkeit. Da hier- 
nach auch im Anfangspunkte p, des zweiten Bahncurvenelementes die 
Geschwindigkeit der beiden Hauptbewegungen gleich und entgegen- 
gesetat ist, die Beschleunigung aber als nur vom Orte abhingig fiir 
beide dieselbe ist, so sind wiederum die Schmiegungsbewegungen beider 
in den dem Punkte p, entsprechenden Zeitpunkten entgegengesetzt 
congruent und dehnt sich folglich diese Beziehung auf die Haupt- 
bewegungen auch fiir das niichstfolgende Bahncurvenelement p, p, aus. 
Diese Schlussweise setzt sich fort, solange die Geschwindigkeit von 0 
verschieden bleibt. Es folgt somit: 

I. Zwei den Differentialgleichungen (1) geniigende Bewegungen 
sind, wenn sie je 2u irgend einem Zeitpunkte dieselbe Stelle x, y, 2 
des Raumes und zwar mit gleicher aber entgegengesetater Geschwindigheit 
treffen, einander entgegengesetzt congruent in endlicher Ausdehnung, so 
lange ihre Geschwindigkeit nicht 0 wird. 

Unsere Betrachtung schliesst nun zunichst Scheitelfallmomente der 
Bewegung aus. Denn wenn die Geschwindigkeit 0 wird, entsprechen 
zwei aufeinander folgenden unendlich kleinen Zeitelementen nicht zwei 
ebensolche Wegelemente, da im ersten Zeitelement Ruhe herrscht. 
Wenn indessen die Hauptbewegung zur Zeit ¢ die Geschwindigkeit 0 
annimmt (ein gleichzeitiges Verschwinden der Beschleunigung wollen 
wir ausschliessen), so ist sie wiederum in der Umgebung dieses Zeit- 
punktes (vorwirts und riickwirts) bis auf Glieder 2. Ordnung der Zeit- 
differenz einschliesslich mit ihrer Schmiegungsbewegung identisch, ver- 
halt sich also in diesem Umfange wie die Bewegung des freien Falles 
im Momente der héchsten Steigung. Diese Identificirung von Haupt- 
bewegung und Fallbewegung erstreckt sich aber, eben weil sie durch 
zwei Zeitelemente andauert, in derem ersten allerdings kein Bahn- 
element durchlaufen wird, doch vorwiarts und riickwirts von ¢ soweit, 
dass bereits eine von der Bahnspitze unterscheidbare Stelle z, y, z 
der Bahn und zwar mit einer von 0 verschiedenen und beim Zu- und 
Weggang von der Spitze entgegengesetzt gleichen Geschwindigkeit 
erreicht wird. Hier greift also der vorige Satz wiederum ein und folgt, 
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dass die an der Spitze eintretende congruente Riickkehr der Bewegung 
in sich selbst sich auch weiterhin (vorwirts und riickwirts) von Bahn- 
element zu Bahnelement fortsetzt. Wir fassen das Resultat in den 
Satz zusammen: 


Il. Die Bewegung. eines Massenpunktes soll durch die Differential- 
gleichungen (1) definirt und die Krdaftefunction U eine eindeutige ana- 
lytische Function allein vom Orte x,y, 2 sein; auch sollen die partiellen 
Differentialquotienten U,, U,, U, fiir keinen Punkt der durch die Con- 
stante h der lebendigen Kraft bestimmten Niveaufliche der Geschwindig- 
keit 0 gleichzeitig verschwinden. Wenn alsdann die Bewegung zu irgend 
welcher Zeit das Niveau der Geschwindigkeit 0 trifft, so kehrt sie con- 
gruent in sich guriick. 

Die Spitzen der Bahncurven im Niveau der Geschwindigkeit 0 sind 
daher unter den gemachten Voraussetzungen nicht gewdhnliche Spitzen 
im Sinne der Geometrie der ebenen Curven, sondern sind Spitzen, wo 
die Bahneurve, unabhingig von ihrer Entstehung in der Zeit betrachtet, 
abbricht, genau ebenso wie die geradlinige Bahn des frei fallenden 
Punktes im Héhenpunkte der Bahn. Auf den gegentheiligen Charakter 
der Spitzen der Bahncurven im Niveau der Geschwindigkeit 0 werden 
wir in § 11 gefiihrt werden. 

Zur Erginzung des Satzes II bemerken wir noch, dass ausserhalb 
des Niveaw’s der Geschwindigheit 0 eine congruente Umkehr der Be- 
wegung in sich ausgeschlossen ist, da die Geschwindigkeit nur durch 0 
hindurch stetig in ihren entgegengesetzten Werth tibergehen kann. 

Beziiglich des Satzes I ist aber noch eine Bemerkung zu machen. 
Hatten wir in der Ableitung desselben statt der ,,entgegengesetzten“ 
Geschwindigkeit iiberall die ,,gleichgerichtete“ eintreten lassen, so 
waren wir augenscheinlich zu dem folgenden Resultate gekommen: 


Ill. Zwei den Differentialgleichungen (1) geniigende Bewegungen 
sind, wenn sie je zu irgend einem Zeitpunkte dieselbe Stelle x, y, 2 des 
Raumes und zwar mit gleicher und gleichgerichteter Geschwindigheit 
treffen, einander vollkominen congruent (abgesehen vom Anfangspunkte 
der Zeitrechnung) in endlicher Ausdehnung, solange ihre Geschwindigkeit 
nicht 0 wird. 

Indessen bilden auch hier die vorlaiufig ausgeschlossenen Scheitel- 
fallmomente kein Hindernis fiir die Anwendung des Satzes. Wiahrend 
nimlich in einem Punkte des Raumes bei gegebenem h im Allgemeinen, 
den verschiedenen Richtungen der Geschwindigkeit entsprechend, ver- 
schiedene Schmiegungsbewegungen existiren, giebt es in einem Punkte 
x,y, des Nullniveau’s, U-+h—0O, nur eine einzige Schmiegungs- 
bewegung mit zusammengeklappter Bahnparabel. Die Axe der letzteren 
fallt in die Normale der Niveaufliiche im Punkte z, y, 2 Demnach 
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kann der bewegte Punkt bei gegebenem h/ nur in einer Richtung an 
die Stelle x, y, e gelangen und nur in einer Richtung dieselbe ver- 
lassen. Nach III kann er daher von ihr aus nur auf einer und der- 
selben Bahn fortlaufen, so oft er sie verliisst; folglich auch nach II 
nur auf der nimlichen Bahn die Stelle erreichen, so oft er sie erreicht. 

Soll hiernach der bewegte Punkt eine Stelle des Nullniveau’s 
4 iiberhaupt zum zweiten Mal treffen (nach endlicher Zeit), so muss 
zwischen dem ersten und zweiten Eintreffen nothwendig an einer 
anderen Stelle eine congruente Umkehr der Bewegung stattgefunden 
haben und somit das Nullniveau erreicht worden sein. Wenn aber 
eine Bewegung zweimal congruent in sich zuriickkehrt, so ist sie da- 
mit als eine periodische Oscillation gekennzeichnet. Wir erhalten daher 
unter den Voraussetzungen wie in II den Satz: 


IV. Wenn die Bewegung an zwei verschiedenen Stellen das Niveau 
der Geschwindigkeit Q trifft, so ist sie eine periodische Oscillation zwischen 
diesen beiden Stellen. 

Ist sie nicht periodisch, so kann sie nur eine Stelle des Niveaus 
der Geschwindigkeit 0 treffen und auch diese nur einmal. 








t § 10. 
| Beispiel der Centralbewegung mit Kraftefunction. 


Fiir die Bewegung eines Punktes unter Einfluss einer Kriifte- 


function U(r), welche vom Radius vector 7 = Vor+y? der als xy- 
| Ebene gewiihlten Bahnebene abhingt, gelten die Differentialgleichungen : 


” ” dU 
(15) a“ =—U,-, y = U,+4; == 


und wirkt die Centralkraft anziehend oder abstossend, jenachdem U, 
negativ oder positiv ist. Fiir die Grésse der Centralkraft ergiebt sich: 


(16) g=+ U,, 

immer das obere Vorzeichen fiir die Anziehung, das andere fiir die 
| Abstossung zu nehmen. Die Gleichungen der lebendigen Kraft und 

der Flaichen lauten: 

(17) er U+h; 

(18) ny’ — ya’ =k, 





wo k die doppelte Flichengeschwindigkeit bedeutet. 
Aus den Differentialgleichungen (15) folgt mit Riicksicht auf (18) : 


Saal 2 av’ — wy’ k k 
ay” — ya” =U, ye — SY = ——-Q=—+79 
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und damit fiir den Parameter der Schmiegungsbewegung aus § 4, 11: 


‘ k? 


Die Gleichung der Directrix in der Hesse’schen Normalform lautet 
nach § 4, 16’: 


? U 
&—2)2+(y7-y %4+—f"* =0, 





U, 
sodass ihre Entfernung 7, vom Centralpunkt den Werth hat: 
U+h 
(20) ror — a 


Diese nur von r abhingige Entfernung ist nach dem Schlusssatz von 
§ 7 der Radius des dem Niveaukreise r zugeordneten Niveaukreises 
und gilt daher der Satz: 


So oft bet festgehaltenem h der bewegte Punkt den Niveaukreis r 
trifft, beriihrt die Directrix der Schmiegungsbewegung den zugeordneten 
Niveaukreis 1,. ¥ 

Da U +h nach (17) nicht negativ werden kann, so ist nach (20) 
der Radius des zugeordneten Kreises ry, grésser oder kleiner*) als der 
des gegebenen 7, jenachdem die Centralkraft anziehend oder abstossend 
wirkt. Der Uebergang beider Fille in einander kann mit U,—0O unter 
Vermittlung eines stationiren Zeitpunktes eintreten. **) 

Der Parameter p ist nach (19) nur von dem Radius vector und 
der Flichengeschwindigkeit abhingig. Er kann im Allgemeinen nur 
verschwinden, wenn die Flichengeschwindigkeit 0 ist. In der That 
ist dann die Centralbewegung geradlinig und kehrt in Uebereinstimmung 
mit $9, sobald sie das Niveau der Geschwindigkeit 0 trifft , congruent 
in sich zuriick, Ist dagegen die Flachengeschwindigkeit nicht 0, so 
kann die Bewegung im Allgemeinen weder gewoéhnliche Kallmomente 
noch Scheitelfallmomente besitzen. 

Die Centralbewegung kann bekanntlich im Falle einer anziehenden 
Kraft g = — U, stets auf dem Kreise r vor sich gehen; man hat 
dann k? ——~r*U, zu setzen und erhalt damit aus (19) p=—~r in 
Uebereinstimmung mit § 6, 2. 

Soll der Parameter p von r unabhiingig werden, so ist nach (19) 
nothwendig und hinreichend, dass r’?g = u*, unter w? eine Constante 
verstanden. Damit wird aber: 


, an 2 

Uy = + U=+. 
_— r 
*) Mit leicht ersichtlicher Bedeutung negativer Werthe von 1. 
**) Dies kann sich bei einer von Gyldén, Ueber die Bewegung eines 
materiellen Punktes, der sich unter dem Einflusse einer Centralkraft von der Form 
At + ur bewegt, Svenska Vetenskaps- Akademiens Handlingar, Bd. 17, Nr.1 
r 8 


7(189) ereignen, wenn fiir uw, und wy auch negative Werthe zugelassen werden. 
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Es muss also die Centralbewegung die Newton’sche Centralbewegung 


(mit Anziehung oder Abstossung) sein. Ueberdies ist p = oo in diesem 
Falle zugleich der Parameter der elliptischen, parabolischen oder hyper- 
bolischen Bahneurve der Bewegung. Es ergiebt sich somit: 

Fiir die Newton’sche Centralbewegung ist der Parameter der Schmie- 
gungsbewegung zu allen Zeitpunkten derselbe, niéimlich gleich dem Para- 
meter des Bahnkegelschnittes der Centralbewegung. 

Die Bahnparabeln der Schmiegungsbewegungen aller Zeitpunkte 
sind daher congruent. 





§ 11. 
Die relative Centralbewegung mit Bezug auf ein rotirendes System. 


Obwohl die relative Centralbewegung gegen ein rotirendes System 
einen ganz ahnlichen Verlauf zeigt, wie die gewéhnliche Central- 
bewegung*), so mag sie doch an dieser Stelle weger ihres ganz ver- 
schiedenen Verhaltens im Niveau der Geschwindigkeit 0 einer kurzen 
Betrachtung unterzogen werden. 

Kin Massenpunkt bewegt sich unter Einfluss einer Centralkraft in 
einer gewissen Ebene; die Centralkraft habe die Kriiftefunction U(r), 
wo r der Abstand des Massenpunktes vom Centralpunkt O ist. Wir 
betrachten die relative Bewegung des Punktes mit Bezug auf eine 
Ebene, welche, mit der bezeichneten Bewegungsebene zusammenfallend, 
sich mit der constanten Winkelgeschwindigkeit @ um den Central- 
punkt O dreht. Das Coordinatensystem in der rotirenden Ebene sei 
Oxy. Die Differentialgleichungen der 80 beschriebenen relativen Be- 
wegung lauten bekanntlich: 


(21) 2” == (> a 5 z+2oy, y= (2 a a?) y — 20x’, 


wo wiederum U, = a , r= /ot+y? ist. Auch hier ergeben sich 


zwei Integrale, das Integral der reer Kraft: 
(22) -s?*=U+la@r+h 
und das Integral der Flichen: 


(23) ay’ — yx’ =k — wr’, 
wo h und k die Integrationsconstanten sind. 


*) Wie bei Kirchhoff, Vorlesungen iiber mathematische Physik, Mechanik, 
$.95, kann jene als die Verbindung einer gewdhnlichen Centralbewegung mit 
einer Drehung aufgefasst werden. 
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Die Curven r = const. sind nach (22) Curven gleich grosser Ge- 
schwindigkeit, die wir auch hier Niveaucurven nennen wollen, obwohl 
die Beschleunigung mit der Normale einer solchen Curve im Allge- 
meinen einen von 0 verschiedenen Winkel @ bildet, welcher der Glei- 
chung entspricht: so on bilinhatas 

on OS TH, Me SY FT See 
(24) cos # = 79 = rg 
Hier ist unter g die Grosse der Beschleunigung verstanden, fiir welche 
sich der folgende Ausdruck herstellen lasst: 
(25) gt = {Wo ot) r+ 20k}? + 40*{ 20 +h-+ ok) *—k*) 


7 





Fiihren wir durch die Substitution: 


L= Pr cos u, y =r sin & 
Polarcoordinaten ein, so werden die beiden Integrale (22) und (23): 
(26) 2+ ry? == 2(U + h) + w? 2”, 
(27) ru’ =k—or 
und ergiebt sich hieraus durch Elimination von u’: 
(28) vr’? ae est “ares. 


Die Nullpunkte von r’? bestimmen nun, wie bei der gewdhnlichen 
Centralbewegung im Allgemeinen die Wendekreise r der Bewegung, 
d. h, diejenigen Kreise, welche die fir die Bewegung bei gegebenem 
h und k zugiinglichen Punkte der Ebene von den unzugiinglichen trennen. 

In einem Wendekreise verschwindet nach (24) und (25) der Winkel @. 
Die Beschleunigung steht daher auf dem Wendekreise senkrecht, wih- 
rend gleichzeitig mit Riicksicht auf (22) die Bedingung der Scheitel- 
wurfmomente : 

s’s" = (U,+ wr?) r’ = 0. 

erfiillt ist, Die Beschleunigung selbst kann, da der Zihler des Aus- 
druckes (25) fiir g? eine Summe von 2 positiven Gliedern ist, nach 
(28) anderwirts als in einem Wendekreise nicht verschwinden, und auch 
in einem Wendekreise nur unter der Bedingung (U,— @*r)r+2o0k=0. 

Das Niveau der Geschwindigkeit 0 ergiebt sich nach (22) aus der 
Gleichung: 


2(0 +h) + ar? = 0. 
Wird dasselbe wirklich erreicht, so muss mit s’ auch 2’ und y’, so- 
wie nach (26) r’ und uw’ verschwinden, mit letzterem nach (27): 
k— or? =0 


sein. Die Verbindung beider Gleichungen fiihrt aber auf die Be- 
dingung der Wendekreise: 


(29) 2(U +h+ ok)? — hk? =0. 
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Wird daher das Niveau der Geschwindigkeit 0 wirklich ereicht, so ist 
dasselbe zugleich Wendekreis der Bewegung. 


Die Beschleunigung erhilt im Niveau der Geschwindigkeit 0 nach 
(21) die Componenten: 


a”"=(Uy+oa%r) =, y"=(U, +r) 4 


und ist somit im Allgemeinen von O verschieden, sodass ein Scheitel- 
fallmoment der Bewegung vorliegt. Die Symmetrieaxe der zusammen- 
geklappten Parabel der Schmiegungsbewegung fillt dabei in die Rich- 
tung des Radius vector oder in die entgegengesetzte, jenachdem U,+ @*r 
positiv oder negativ ist. Die Bahnceurve setzt sich also in beiden Fiillen 
beziehungsweise mit einer radial nach innen oder radial nach aussen 
gerichteten Spitee auf das Niveau der Geschwindigkeit 0 auf. 

Da jedoch hier die Beschleunigung nicht blos vom Orte z, y, 
sondern auch von der Grésse und Richtung der Geschwindigkeit (in (21)) 
abhingt, so sind die Voraussetzungen der Entwicklungen des § 9 nicht 
mehr erfiillt. In der That wird jetzt in Folge von 

2k 


r oe k “” 
lee Daa U sanhony thal 


im Niveau der Geschwindigkeit 0, neben wu’, nach (28) und (29) auch 
u” =, und hat somit die Amplitude w des bewegten Punktes im 
Allgemeinen kein Maximum oder Minimum, sondern geht nach einem 
Momente des Stillstehens in gleichem Sinne, wie vorher, weiter. 

Die Spitzen der Bahneurve im Niveau der Geschwindigheit 0 haben 
also hier im Allgemeinen den Charakter gewodhnlicher Spitzen im Sinne 
der Geometrie der ebenen Curven und bedingen keine congruente Umkehr 
der Bewegung in sich selbst. 

In dem besonderen Falle, wo das Niveau der Geschwindigkeit 0 
zugleich der Bedingung U,-+ m’r geniigt, verschwindet mit der Ge- 
schwindigkeit auch die Beschleunigung und ergiebt sich ein Ruhe- 
moment der Bewegung. 


Capitel IIT. 
Bewegung eines Punktes auf einer Fliiche. 
§ 12. 
Die Beschleunigung eines Punktes auf einer Flache und der Parameter 
der Schmiegungsbewegung. 


Die Differentialgleichungen fiir die Bewegung eines Punktes auf 
einer Flache: 


(1) f(,y, #) = 0 
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(der Bahnfliche) unter Einfluss einer Kriftefunction U(«, y, 2) lauten, 
wenn af == /f,, etc. 


(2) w= U,+4f,, y= U,+4f,, 2° = U;,+ 4f;, 


wo die in §7 tiber U gemachte Voraussetzung wiederholt und auf f 


ausgedehnt wird. 
Hierin ist: 
N 
3) 1—k, 
ist ferner F = j/f,? + fe? + f,?, N die absolute Grosse des Normal- 
widerstandes der Fliiehe und « ein unbekanntes Vorzeichen, welches 


+ oder — ist, jenachdem der Normalwiderstand die Richtung: 


4, 4, 4 oder die entgegengesetzte hat. Die Gleichungen (1) und 


(2) liefern*), falls wieder die Accente die Differentiation nach ¢ be- 
zeichnen 


eN 1 
"2 


(4) A= = — pe {UA + Ostet Osh) + Gey 2, 


mit der Abkirzung: 
(5) G(x',y',2’ fy 2 +fey’ *+fy32 P+ 2 fog y’ 2’ +2622 + 2f.e'y, 


wodurch sowohl die Grésse von N, als auch das Vorzeichen ¢, wenn 
x,y, 2 und a’, y’, 2’ bekannt sind, bestimmt wird. 
Wie bei der freien Bewegung hat man auch hier: 


(6) +s?=U+h. 


Dagegen ergiebt sich aus (2) mit Benutzung von (4) gegenwiirtig fiir 
die Beschleunigung: 
2 ee (Usha — Ushs)® + (Ushi — Usts)® + Use — Ushi)* + G? wy’, 2°) 

(7) y= Fe 
Fiir das Verschwinden der Beschleunigung g erhalten wir hiernach die 
beiden Bedingungen: 
(8) U,: U,: U; =f, thei fs; G(x’, y', #) = 0. 
Die Beschleunigung kann daher nur in einem solchen Augenblicke t 
verschwinden, in welchem an der gerade getroffenen Stelle x, y, 2 erstens 
die Bahnfliche wnd die entsprechende Niveaufliche sich beriihren und 
zweitens die Geschwindigkeit entweder 0 ist oder in eine der beiden 
Inflexionstangenten der Bahnfliche fall. 

Um den Parameter der Schmiegungsbewegung darzustellen, gehen 
wir von der Formel § 4, 11 aus: 

g?s'? — s'%s""? 


i J 


*) Kirchhoff a, a. O. 8. 14. 














Discussion der Bewegungsgleichuggen eines Punktes, 247 
und erhalten zuerst mit Benutzung von (6) und (7): 
P= pag (OY +2") {(Uafy—U shy te te} $8 @ ay, 2) 
—(fe+h? +f2){0,0'+ Ory’ + Oye’ }}- 


Dieser Ausdruck lisst sich aber leicht mit Benutzung der Relation: 
wv +f,y'’ + f,2°—90 auf die folgende Form bringen: 





(9) _— 2(U +h) G2(a’, Lp tee as 2 
wo D die Determinante bedeutet: 
U,; U, U; | 
Dey e)—=|h fh fh 
sy s'| 


Der Parameter verschwindet stets im Niveau der Geschwindigkeit 0. 
Soll er an einer andern Stelle verschwinden, so muss G(x’, y’, 2’) = 0 
sein,*also die Geschwindigkeit in eine Inflexionstangente fallen, und 
zugleich D(a’, y’, 2’)= 0 sein, also die Geschwindigkeit mit der 
Normale der Niveaufliiche und der Normale der Bahnfliche in einer 
Ebene liegen. 

Der Parameter der Schmiegungsbewegung kann nur verschwinden, 
wenn der bewegte Punkt sich entweder im Niveau der Geschwindigkeit O 
befindet oder an einer Stelle der Fliiche, wo die gemeinsame Normal- 
ebene der Bahnfliiche und der Niveaufliiche durch eine der beiden In- 
flexionstangenten der ersteren Fliiche geht, und die Geschwindigkeit zu- 
gleich die Richtung einer dieser beiden Tangenten hat. 

Auf einer Fliche positiver Kriimmung kann somit der Parameter 
nur im Niveau der Geschwindigkeit 0 Verschwinden und liegt alsdanu 
ein Scheitelfallmoment der Bewegung vor, wenn nicht an der be- 
treffenden Stelle Niveaufliche und Bahnfliche sich beriihren. 


Kiir die geodiitischen Linien auf der Fliche (1) erhiilt man mit 
U=0: 


ae 
rOeya)~ ge va) 
F V2h° Veh’ V2h 


d. h. es wird p gleich dem Kriimmungsradius des in die Richtung 
der Geschwindigkeit fallenden Normalschnittes der Flache, also gleich 
dem Kriimmungsradius der geoditischen Linie selbst, tibereinstimmend 


mit § 6, 2. 
§ 13. 
Beziehung zwischen den Parametern in einem Punkte der Flache. 


Die einzelnen Bestandtheile der Formel (9) haben bekannte Be- 
deutungen. Es sei nimlich g wieder der Kriimmungsradius der in der 
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Richtung 2’, y’, 2 durch den Punkt x, y, 2 gehenden Bahneurve, r der 
Kriimmungsradius der in gleicher Richtung durch den Punkt gehenden 
geoditischen Linie und g der geodiitische Kriimmungsradius der Bahn- 
curve. Dann bestehen die Beziehungen*): 





1_ G@,y,#) 1_ De@,y,#) 1 _ 81,1 
. ——— - + Tax * # wt e’ 
2(U+h) 3/1 1 i 
= (oe) (e+): 


Wir wollen aber noch eine andere Darstellung fiir q und p ab- 
leiten, indem wir die Hauptaxen der Indicatrix der Flaiche im Punkte 
x,y, 2 einfiihren. Es seien a,b,c und a’, b,c’ die Richtungscosinus 
der beiden Hauptaxen & und y der Indicatrix des Punktes x, y, ¢ und 
a”, 0”, é” die Richtungscosinus der Flichennormale §. Es ist dann: 

eee wf wv __ fs 
i= ¥F? b — FE? ¢ = F? 
Bezeichnen wir nun mit w und pw’ die Componenten der Geschwindig- 
keit a’, y’, 2 nach den Axen & und y, so haben wir: 


uesat’+bytef,we—drtby+¢e¢,0—d' e+ WY +e"? 


und wenn 4 und @’ die reciproken Halbaxenquadrate der Indicatrix ; 
bedeuten: 


G(v,y, 7) = Aw + Vy. 








—~ 


Ferner findet sich: 


ht! — fey =f (cutew) —f3(bu tow) = F(b"c—c'b)u 
+ F(b’c —c'b')w = F(v’u—aw) 

und ebenso: 

he —f! —FCe—be), hy —h — Fe u—cp’) 
und damit endlich: 

D(x, y, 7) = FWu—Ap') 

wo: 

A=aU,+0U,+cU, wd VN=@U,+00,4+ ¢0U, 
die Componenten der von der Kriftefunction U allein herriihrenden 


Kraft U,, U,, U, nach den Hauptaxen & und » der Indicatrix sind. ¢ 
Mit diesen Darstellungen von G und D folgt jetzt: * 


A Sut a'u't + FPA w— An’? 
= {I 








Fs ? 
(10) — 
S?(Au? + 2 a’®)? + F(A wp — Ap’? 
y= - F2g° ? 
wobei: 








*) Vgl. z. B. Schell, a. a, O. S, 418. 











| 
| 
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= (Ugf, — Us fe)? + (Usf, — U; it (Us fe — Usf,)? + (Au? + 2'u"*)? 
2 


zu denken ist. 


Da s'? = 2(U+h) von der Richtung der Geschwindigkeit unab- 
hingig ist, so geben die Formeln (10) eine Vorstellung dariiber, wie 
sich bei gegebenem h die den verschiedenen Richtungen der Bahn- 
curve im Punkte 2, y, zg entsprechenden Parameter, beziiglich Kriim- 
mungsradien gegen die Hauptaxen der Indicatrix vertheilen. Man kann 
diese Vorstellung noch etwas weiter verfolgen. 

Die Indicatrix im Punkte x, y, ¢ der Fliche entsteht, indem man 
in der Tangentialebene des Punktes nach jeder Richtung die Quadrat- 
wurzel aus dem Kriimmungsradius der in dieser Richtung durch den 
Punkt gehenden geodiitischen Linie auftriigt und die Endpunkte der 
aufgetragenen Strecken fixirt. Wir wollen nun in entsprechender Weise 
nach jeder Richtung die Quadratwurzel aus dem Kriimmungsradius 
der in dieser Richtung durch den Punkt gehenden Bahneurve der Be- 
wegung (2) bei festgehaltenem h auftragen. Ist der FEndpunkt der auf- 
getragenen Strecke &, y in dem vorhin so bezeichneten Coordinaten- 
system, so haben wir: 


Wort Wor Ptr 


und dies in die erste Formel (10) eingesetzt: 


1 hye yee gay 





q? F:si © 
Bay ta mrlte yt _, 2? 
OFM fA +32 +P2— {A Vi Nyx} 
= 4F*(U+h* 


Indem sich jetzt - beiderseits weghebt, ergiebt sich als Gleichung 
des Ortes der Punkte &, : 


(11) 4(U EA)? { (AB? +4’ 97)? — 1} + FPR? +9?) (NE —An)? = 0, 
also eine Curve 4. Ordnung mit dem Mittelpunkte § =0, y—0 
oder x, ¥, &. 

Dieselbe hat fiir A—0O oder A’ =0, d. h. wenn die Normale 
der Niveaufliiche im Punkte x, y, 2 auf einer der beiden Hauptaxen 
der Indicatrix senkrecht steht, die Hauptaxen der Indicatrix ebenfalls 
als Symmetrieaxen. Sie fallt fiir A= 0 und A’ = 0, wenn die Normale 
der Niveaufliche mit der Normale der Bahnfliche zusammenfillt, mit 
der Indicatrix (einschliesslich des conjugirten Kegelschnittes) zusammen. 
Sie reducirt sich endlich im Niveau der Geschwindigkeit 0 auf den 
Punkt: &? + 4? = 0 und die doppelt gelegte Gerade: 
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(12) NE— An=0, 
welche die senkrechte Projection der Normale der Niveaufliche auf die 
Tangentialebene der Bahnfliche ist. Auf die Bedeutung dieser ausge- 
zeichneten Geraden in einem Punkte des Niveau’s der Geschwindigkeit 0 
kommen wir in § 14 zuriick. 

In analoger Weise wie der Kriimmungshalbmesser q vertheilen 


sich die Werthe der Parameter p auf die verschiedenen Richtungen 
der Geschwindigkeit. 


§ 14. 
Das Verhalten der Bahncurve im Niveau der Geschwindigkeit 0. 


Die Betrachtungen des § 9 lassen sich bei den durch die Differen- 
tialgleichungen § 12, 2 dargestellten Bewegungen ebenfalls wiederholen. 
Denn wenn auch nicht, wie in §7, 2, die Beschleunigung x”, y’, 2” 
durch den Ort x, y, 2 allein bestimmt ist, sondern wie die Grésse 4 
in § 12, 4 von der Geschwindigkeit 2’, y’, z abhiingt, so bleibt doch 
4 von einem Wechsel der Vorzeichen von 2’, y’, 2’ vollig unberihrt, 
und darauf allein kommt es bei der erwihnten Schlussfolgerung an. 
Wir finden also auch hier ein dem dortigen Satze II entsprechendes 
Resultat, welches mit Beriicksichtigung des in § 12, zu 8 Bemerkten 
lautet: 


II’. Sobald die Bewegung eines Massenpunktes, welche, an eine 
gegebene Fliche gebunden, tbrigens unter Einfluss einer eindeutig vom 
Orte allein abhiingenden Kriiftefunction vor sich geht, das Niveau der 
Geschwindigkeit 0 erreicht, ohne dass Bahnfliche wnd Niveaufliiche sich 
beriihren, so kehrt sie congruent in sich zuriick. 


Auch die Siatze IV des §9 gelten fiir die jetzt betrachtete Be- 
wegung auf einer Flaiche. Zu der tibrigens mit der dortigen iiberein- 
stimmenden Ableitung der Sitze ist hier nur zu bemerken, dass die 
Axe der einzigen, in einem Punkte des Nullniveau’s existirenden 
Schmiegungsbewegung nicht, wie dort, in die Normale der Niveau- 
fliche fallt, sondern in die Durchschnittsgerade der Tangentialebene 
der Bahnfliche mit der gemeinsamen Normalebene von Bahnfliche 
und Niveauflache, dieselbe Gerade, welche wir in § 13, 12 dargesteilt 
haben. 

Beispiele hierfiir bietet die Bewegung eines schweren Punktes auf 
einer Rotationsfliche mit verticaler Axe. Hier kann das Niveau der 
Geschwindigkeit 0 nur erreicht werden, wenn die Flichengeschwindig- 
keit der auf die Horizontalebene projicirten Bewegung 0 ist. Die 
Bewegung findet alsdann in einer Meridianebene statt und ist, von 
singuliren Fallen abgesehen, entweder instabil vom Charakter der 
Bewegung des freien Falles, wie z, B. auf dem oben geschlossenen 





- 
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Rotationsparaboloid, oder stabil vom Charakter der oscillirenden Kreis- 
pendelbewegung, wie bei dem Rotationsellipsoid, welches vom Niveau 
der Geschwindigkeit 0 geschnitten wird. 

Indem es geboten erscheint, diese bekannten Beispiele zu tiber- 
gehen, diirfte es dagegen von einigem Interesse sein, ein Beispiel aus 
der Theorie der Bewegung eines schweren Punktes auf einer Fiche 
zu besitzen, wo die Bahn einer congruent in sich zuriickkehrenden 
stabilen Bewegung eine Curve doppelter Kriimmung ist, sei es dass die 
Bewegung periodisch zwischen 2 Stellen der Niveauebene der Ge- 
schwindigkeit 0 nach Art des Kreispendels oscillirt, sei es dass sie 
nur cin Ende in dieser Ebene hat. Ein solches Beispiel findet sich 
unter den verschiedenen Formen der Bewegung eines schweren Punktes 
auf dem elliptischen Paraboloid mit verticaier Scheitelaxe. Wir miissen 
auf diese Bewegung in § 15 etwas niher eingehen, um die gestalt- 
lichen Verhiiltnisse der Bahnecurven hinreichend zu tibersehen.*) 

Wir bemerken zuvor noch, dass der Satz Il’ dieses Paragraphen 
béispielsweise nicht gilt fir die relative Bewegung eines ebenen Punktes 
auf einer Rotationsfliche, die selbst um die verticale Rotationsaxe mit 
constanter Winkelgeschwindigkeit rotirt (Foucault’sches Pendel am 
Pole der Erde), dass hier vielmehr thnliche Verhiltnisse, wie oben in 
§ 11 sich ergeben.**) 


§ 15. 


Beispiel cer Bewegung eines schweren Punktes auf dem elliptischen 
Paraboloid. 


Mit zwei Constanten a, B(@ > 6) und einem Parameter w stellt 
die Gleichung: 


(1) eet pee teetu=0 


a — u B—w 





*) Die Bewegung scheint zuerst behandelt zu sein von de Saint Germain, 
Mouvement d’un point pesant sur un paraboloide, Liouville’s Journal, Serie III, 
Bd. 3, 8, 401 (1877) und gehért unter die Gruppe der von Jacobi, Vorlesungen 
iiber Dynamik, hrsg. von Clebsch, 1866, S. 219, zur Theorie der elliptischen 
Coordinaten angegebenen Fille; nur muss man die Jacobi’schen Bemerkungen 
auf parabolische Coordinaten ausdehnen. Ein specieller Fall von de Saint Germain’s 
Entwicklungen findet sich als Dissertation von Groscurth, Ueber parabolische 
Coordinaten und die geodiitischen Linien auf dem elliptischen Paraboloid, Marburg 
1887. Die besondere Form der Bahncurven, auf die es hier ankommt, ist wohl 
bisher nicht beschrieben worden. 


**) Die Bahncurve des Foucault’schen Pendels mit Spitzen ohne congruente 
Umkehr findet sich bei Weihrauch, Ueber die Pendelbewegung bei ablenkenden 
Kriiften, Exner’s Repertorium der Physik, Bd. XXII, 8, 491 (1886), gezeichnet, 
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ein System confocaler Paraboloide dar. Durch jeden Punkt 2, y, z 
des Raumes gehen 3 Paraboloide, deren -Parameter 4, u, v die para- 
bolischen Coordinaten des Punktes, den Ungleichungen: 


(2) —wm cic pcu<ca«<crvc+o 


entsprechen. Wir wiahlen die z-Axe des Coordinatensystems Oxyz 
vertical nach unten gerichtet, die z-Axe nach rechts und die y-Axe 
nach vorn auf den Beschauer zulaufend. Alsdann sind die Paraboloide 
«=A nach oben offene elliptische Paraboloide, deren Scheitelpunkte 


= — 4 auf der g-Axe von ¢=-+ 00 bis = — E laufen (vgl. 


Fig. 3), wahrend 4 von — oo bis 6 geht. Das letzte dieser elliptischen 

Paraboloide 4= £8 wird von 
h dem Inneren der in der ¢2- 
ii Ebene gelegenen,,oberen Focal- 
a parabel“ 4 = uw = 6 gebildet, 
/ deren Scheitel = — é und 


/ _-- deren Brennpunkt z= — > 


: 1 — ist. Ferner sind die Paraboloide 






5 Pe Ph ee hyperbolische Para- 
boloide, welche die zx-Ebene 
in oberwirts offenen, die yz- 
Ebene in unterwirts offenen 
Parabeln schneiden. Ihr Schei- 

Ye telpunkt = — £ bewegt sich 

Fig. 3. auf der z-Axe von '¢ = — 4 

bis ¢ = — +3 das hyperbolische Paraboloid ~— £8 wird durch das 


Aeussere der oberen Focalparabel in der ¢xz-Ebene gebildet, das hyper- 
bolische Paraboloid uw = « dagegen durch das Aeussere der ,,unteren 
Focalparabel“ u = v = a, welche in der yz-Ebene liegt, den Scheitel 


‘=—— ; und den Brennpunkt ¢ = —& hat. Endlich sind die 
Paraboloide «== ¥v nach unten offene elliptische Paraboloide, deren 


Scheitelpunkt ¢—=—— auf der zAxe von s = — a bis ¢ = — 00 


geht. Sie beginnen fiir » «a mit dem Inneren der unteren Focal- 
parabel. 

Auf der oberen Focalparabel 4 =u = B liegen die Kreispunkte 
der nach unten offenen elliptischen Paraboloide v, auf der unteren 
Focalparabel » = v = a@ die Kreispunkte der nach oben offenen 
elliptischen Paraboloide 4. 


a 
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Durch die parabolischen Coordinaten driicken sich die gewéhn- 
lichen folgendergestalt aus: 


2 _. («—4) (a—up) (v—a) 2, (B—4)(u — B)(v — 8) 
vale ~(@— 8) 9 (« — 8) , 
a+p—i —t — . 


gc 


Wir wollen nun als Bahnfliiche der zu betrachtenden Bewegung ein 
nach oben offenes elliptisches Paraboloid 4 = 4, herausgreifen und die 
Kriimmungscurven « = const. und v = const., in welchen dasselbe 
von den Paraboloiden der beiden anderen Arten geschnitten wird, als 
Coordinaten auf der Fliche einfiihren. Die Kriimmungscurven u = const. 
bestehen*) aus 2 durch die ¢a-Ebene symmetrisch getrennten Zweigen, 
die je nach Art einer Parabel sich in’s Unendliche erstrecken; fiir 
u = 6 vereinigen sich die beiden Zweige zu dem Hauptschnitt des 
Paraboloids 4 = 4, in der zx-Ebene, fiir w =a klappt jeder Zweig 
fix sich in einen derjenigen beiden Theile des Hauptschnittes in der 
yz-Ebene zusammen, welche von den Kreispunkten des Paraboloids 4, 
sich nach oben in’s Unendliche erstrecken. Die Kriimmungscurven 
v = const. dagegen sind geschlossene Curvenziige, welche das Para- 
boloid, ihnlich wie Parallelkreise das Rotationsparaboloid, umlaufen. 
Die Kriimmungscurve v =a besteht aus demjenigen doppeltgelegten 
Theile des Hauptschnittes in der yz-Ebene, der die beiden Kreispunkte 
nach unten mit einander verbindet. Aus diesem Curventheile wiichst 
mit zunehmendem v die Kriimmungscurve heraus, indem sie die Kreis- 
punkte unterhalb liegen laisst und von ihnen nach oben sich ent- 
fernend in allen ihren Theilen gegen das Unendliche hin sich hinauf- 
schiebt. Dabei ist des folgenden wegen zu beachten, dass die 
Schnittpunkte der Kriimmungscurve mit dem Hauptschnitt w= « immer 
hiher liegen als die Schnittpunkte mit dem Hauptschnitte » = B und 
dass sich die Curve von jenen zu diesen Schnittpunkten senkt (3). Wir 
wollen die Curven w und vy der Anschaulichkeit wegen als parabolische 
und elliptische Kriimmungscurven des Paraboloids nennen. 
Die Kreispunkte selbst haben die Coordinaten: 


(4) wa, va: 2—=0, y= (e—f)(B—A,), e= —E-P—*, 


Wenden wir uns jetzt zur Bewegung eines Punktes auf dem 
Paraboloid 4, unter Einfluss der Kriftefunction U = gz, wo g die 
Beschleunigung der Schwere ist, so lautet das Princip der lebendigen 
Kraft: 


*) Vgl. das Modell des elliptischen Paraboloids mit Kriimmungslinien von 
Diesel, bei L. Brill in Darmstadt, UI, Serie, Nr. 12, 
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1 f(v—e) (u—A)w? | (— a) (e— 2)? 
= (a — w) (u — B) + (vy — a) (vy — B) ' 


=F79(@+B—A—u—v)+h 


und die Hamilton’sche partielle Differentialgleichung: 





(ce — w) (wu —- 8) (v—«) (v— 8) 
' tea (5; 7) +2 (o— a) (e— a) \VOe 


(uw — Ao) (» — #) 
== + 9(@-+B—%—u—v) +h. 





Aus dieser aber ergeben sich in bekannter Weise die Differential- 
gleichungen 1. Ordnung der Bewegung in den parabolischen Coordinaten 
uw, v auf dem elliptischen Paraboloid 4,: 


(u — do) du + (vy — do) dv =0, 








" 2Vr(u) 2Vr(v) : 
) (w — do) (uw — Qo) du (vy — do) (»— eo) dv __ ag 
2Vr(u) 2Vr(v) . 
wobei: 
6) r(u) = g(@—w) (B—w) (4) —#) (0; —#) (0) — #4); 


r(v) = g(a—v) (B —v) (A, —v) (Q,—¥) (Q)—)- 


Hier sind g, und g, Integrationsconstanten, welche mit der urspriinglich 
in der Hamilton’schen partiellen Differentialgleichung enthaltenen Con- 
stanten h der lebendigen Kraft in der Beziehung stehen: 


(7) h=—Z(a+p)+ 2 > (Ag+ Qo +01), 


wie sich bei dem Uebergang zu den Gleichungen (5) von selbst 
ergiebt. 
Da nun bei der Bewegung des schweren Punktes u,v die Function 
r(v) in (6) positiv bleiben und somit (e,—¥v) (@)—v) negativ, also 
etwa 9, > v > g, sein muss, so kann etwa 9g, =v, gesetzt werden 
und ist dann v, > v > @). Da aber auch r(u) positiv bleiben muss, ; 
so kann mit g, > w entweder g, = v, oder 9, = uw, sein. Wir haben 
also zwei Arten der Bewegung, welche durch Ungleichungen: 


Tl) B<ucaecyn<cv<cy< +00; 


(7) 
I) B<we<cm<a<cv<c4<+oo 


charakterisirt sind. Den Zwischenfall uw, =» —« wollen wir hier 
nicht in’s Auge fassen. 
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Die Bewegung I. Art findet innerhalb der oberhalb der Kreis- 
punkte & vorbeilaufenden giirtelartigen Zone zwischen zwei elliptischen 
Kriimmungscurven (vgl. Fig. 4) statt, 
die der II. Art innerhalb eines vier- 
eckigen Gebietes, von welchem die 
zwei ,,Querseiten“‘ Stiicke der ellip- 
tischen Kriimmungscurve », und die 
zwei ,,Liingsseiten “‘ Stiicke der para- 
bolischen - Kriimmungscurve u, sind; 
der Scheitel © des Paraboloides 4, ist 
der Mittelpunkt des Viereckes, die 
Kreispunkte § liegen ausserhalb des- 
selben an den Liingsseiten (vgl. Fig. 5). 

Die Lage des Niveau’s der Ge- 
schwindigkeit 0, gz, +h—0O, gegen das Bewegungsgebiet erkennen 











Fig. 5. 


wir aus der Gleichung desselben in parabolischen Coordinaten, welche 
den Arten I und II entsprechend lautet: 
(8) Dutv=%+%, DW etv=%+m, 
wiihrend zugleich nach (7) fiir das Bewegungsgebiet die Ungleichungen 
gelten : 

PEVUSaty<H+y, Uwtvelry+t t- 
Danach schliessen wir: 

Bei der Bewegung I. Art liegt das Bewegungsgebiet ganz unterhalb 
des Nullniveau’s, bei der Bewegung II. Art liegen die 4 Eckpunkte des 
Bewegungsgebietes und nur diese im Nullniveau. 

Die Bewegung I. Art kann natiirlich nur vorkommen, wenn das Null- 
niveau oberhalb der Kreispunkte liegt; folgt doch aus den Bedingungen: 

17* 
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24——=* > - - (a —B) — A, oder h <g * softs oder @) +, < 2a 
nach (2) sofort, dass 9, = m, ist. Bei der } ae II. Art liegen 
zufolge der Bemerkung (3) die zwei Querseiten des Bewegungsgebietes 
ebenso wie die Liingsseiten unterhalb der durch die 4 Ecken gehenden 
Horizontalebene. 

Was nun die Bewegung selbst betrifft, so ist dieselbe fiir beide 


Arten bedingt periodisch*), dergestalt dass die Bewegung I. Art unter 
der Bedingung: 


Hw —%)du _ » [w—a) dv 
@) vj Wee)" ) aves 


° 





(mit 0; =, Oo = % in r(w) und r(v)), die der II, Art unter der 
Bedingung: 


Mo 

9 “@—A)du _ (vy — Ig) dy 

(9) mf 2Vr(u) 2Vr(v) ’ 
3 

(mit 0; = 7%, QO => in r(u) und r(0)) periodisch wird; m und 


sind ganze Zahlen. Da indessen zwischen den Periodicitiitsmoduln der 


vorliegenden hyperelliptischen Integrale 1. Gattung die Relationen 
bestehen : 


a ce 
i "(a =A) da “(uw — a9) du ‘a (vy — Ap) dv —0 
J 2Vr(a) 2Vr(u) * 2Vr@) , 


Mo 
Il) J ta — Ao) da - | + “(wv — ay) de an 





2Vria) 2Vr(u) 2Vr(v) 

und somit: 
< ys 
T (u — %) du J \v — Ao) dv 
) y 2Vr(u) . 2Vr(r) 

(10) ' ” 

II) f — Ao) du <f'F — Ay) dv 

J 2h rw) 2Vriv)” 

so ergiebt sich, dass in den obigen Bedingungen (9) stets m > n ' 
sein muss. 


Um hiernach ein schematisches Bild der Bahncurve bei der Be- 
wegung |. Art zu geben, bemerken wir, dass die Zone zwischen den 
elliptischen Kriimmungscurven v, und v, von einer Reihe gleichartiger 
eninatiaecetaaiins ihrer ganzen Liingsausdehnung nach durchzogen 


% Vel. Stickel, Ueber die Integration der Hamilton-Jacobi’schen Differen- 
tialgieichung, Habilitationsschrift Halle 1891, S, 24. 
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wird, dass sie dagegen ihrer Breitenausdehnung nach von Stiicken 
parabolischer Kriimmungscurven uw durchquert wird. Man zeigt nun 
leicht, indem man aus den Differentialgleichungen (5) den Winkel der 
Bahneurve der Kriimmungslinien bestimmt, dass dieselbe kein Querstiick 
beriihren und daher im Sinne der Liingsausdehnung der Zone niemals 
umkehren kann, und dass sie im Sinne der Querausdehnung nur um- 
kehren kann, wo sie eine der Grenzcurven y, und y, trifft und dann 
beriihrt. Die Bedingung (10) bedeutet daher, (vgl. Fig. 6) dass nach 


LQ ee 


ne 





Ablauf einer vollen Liingswindung (L, L,) noch keine Querwindung (Q, Q;) 
vollendet sein kann. 

Bei der Bewegung II. Art werden die Liingsseiten des Bewegungs- 
gebietes von 2 Stiicken der parabolischen Kriimmungscurve u, gebildet 
und wird das Gebiet von gleichartigen Stiicken w =u der Linge nach 
durchzogen. Dagegen wird es der Breite nach von Stiicken elliptischer 
Kriimmungscurven v = vy durchsetzt, die mit den Querseiten gleich- 
artig sind. Analog wie vorhin schliessen wir auch hier auf die Be- 
deutung der Ungleichung (10) (vgl. Fig. 7), dass nach Ablauf einer 


i ieibdiisn. aan 
‘ Pm ai Ver bY 
. x tae \ , 
. at \ , 
ms ee Ea 
py , P - ™ y -* 


2. vee ‘i 
< \ \ ’ S ae -* / / 
e\ "a ~ i ‘ 
77. 





Fig. 7. 


vollen Querwindung (Q,Q,) noch keine Ldngswindung (L, L,) vollendet 
sein kann. 

Die Bewegungen II. Art liefern nun ein Beispiel zu den Siitzen 
des § 14. Die beiden Integrationsconstanten v, und wy bestimmen das 
Bewegungsgebiet, in welchem jede den Differentialgleichungen (5) 
entsprechende Bewegung vor sich geht. Die Bewegung kann, etwa 
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fiir den Zeitpunkt ¢ 0, von einem beliebigen Punkte des Gebietes 
ausgehen. Beschleunigung und Geschwindigkeit verschwinden in dem 
Gebiete niemals gleichzeitig, da Bahnfliiche und Niveaufliiche der Ge- 
schwindigkeit 0 sich nirgends beriihren (vgl. § 12). Soll nun die 
Geschwindigkeit 0 werden, so ist dies nur in einem der vier Kck- 
punkte des Gebietes méglich und folgt dann nach § 14: 

Wenn die Bewegung in eine der 4 Ecken des Bewegungsgebietes 
gelangt, kehrt sie congruent in sich zuriick. 

Die Bedingung dafiir, dass die Bahneurve geschlossen und die 
Bewegung periodisch wird, ist nun von dem Anfangspunkt der Be- 
wegung unabhiingig und bezieht sich (nach (9)) nur auf die Wahl 
des Bewegungsgebietes (v,u4,). Wenn also die Bedingung fiir ein 
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Gebiet (v,u,) nicht erfiillt ist, so wird auch eine diesem Gebiete an- 
gehdrige, congruent in sich zuriickkehrende Bewegung nicht geschlossen 
sein, also nur einmal in eine Ecke des Bewegungsgebietes gelangen 
und sich dann in unbegrenzt vielen Windungen innerhalb des Be- 
wegungsgebietes fortsetzen, ohne wieder in eine Ecke des Gebietes 
kommen zu kénnen. Ist aber die Bedingung erfiillt, so sind alle dem 
Bewegungsgebiet angehérigen Bahnecurven geschlossen, alle Bewegungen 











Discussion der Bewegungsgleichungen eines Punktes, 259 


periodisch und isochron, also auch diejenigen, welche eine Ecke des 
Gebietes erreichen. Diese kémnen aber nur geschlossen sein, wenn 
sie zweimal in sich zuriickkehren. Sie sind daher Oscillationen auf 
einer Bahncurve, deren zwei Endpunkte im Niveau der Geschwindig- 
keit 0, also in 2 Ecken des Bewegungsgebietes liegen. 

Die schematischen Figuren 8 bis 10 zeigen den Verlauf der mit 
2 Umkehrstellen behafteten Bahncurven, wie sie der als erfiillt voraus- 
gesetzten Bedingung (9) mit (m, n) = (2,1), (3, 2), (3, 1) entsprechen, 
in ausgezogenen, sowie geschlossene Bahncurven desselben Bewegungs- 
gebietes ohne Umkehrstellen in punktirten Linien. 


Rostock, am 7. October 1891. 








Ueber die Integration simultaner partieller Differential- 
gleichungssysteme. 


Von 
Leo Korni@sBerGer in Heidelberg. 


Die von Natani fiir die Integration der partiellen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung angegebene*) und von Hamburger auf 
die Integration gleichzeitiger partieller Differentialgleichungssysteme 
erster und héherer Ordnung erweiterte **) Methode liefert die Méglich- 
keit, eine Discussion der Integrale zu bewerkstelligen, ahnlich wie sie 
Poincaré***) fiir zahlreiche Fille einer partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung durchgefiihrt hat; doch bedarf jene Methode zuvor 
einiger Ausfiihrungen und Ergiinzungen, die ich in der vorliegenden 
Arbeit der Deutlichkeit und Durchsichtigkeit wegen an den partiellen 
Differentialgleichungssystemen erster Ordnung und zweiter Classe mit 
zwei unabhingigen Variabeln auseinandersetzen und durch Beispiele 
erliutern will. 

Ist ein lineares simultanes partielles Differentialgleichungssystem 
erster Ordnung und zweiter Classe mit den abhingigen Variabeln 2, 
und z,, den unabhangigen Variabeln x und y von der Form vor- 
gelegt 


” 
a 





: 0% 02: 04, » Ox _ 
™ An 9g + 4a Ge + Bu Gy + Bu Fy t+ =9, 
0% é Z » 08 ' 
An Fg + An og + Bu Fy t+ Bu gy +=, 


worin die Gréssen A, B,C gegebene Functionen von x,y, 2, und 2, 
° - a ° Zz Cz 
sind, so werde dasselbe zuniichst durch Elimination von or und 
und mit Hilfe der Bezeichnung 


*) Die héhere Analysis in 4 Abhandlungen, Berlin 1866, p. 365. 
**) Journal fiir reine und angew. Mathematik Bd. 81, pag. 243 und Bd. 93, 
pag. 188. 


***) Sur les propriétés des fonctions définies par les équations aux différences 
partielles, Paris 1879. 

















Simultane partielle Differentialgleichungssysteme. 261 


Qs F Os az 
2) Ge Ge Py By Ms Jy 


auf die Gestalt gebracht 


(3) 7 + 0419, + & 9G + B, = 9, 
P: + Oo Qi + Hoy Jo “b By = 0, 


was stets méglich ist, wenn die beiden Gleichungen (1) algebraisch 
von einander unabhiingig sind und nicht ein totales Differential- 
gleichungssystem zweiter Classe bilden sollen; denn da sich aus (1) 
ergiebt 


P Oz 
(Ay, Age — Ags Ayo) a + (By, Ax — By; Aj2) % 


+ (By Ay, —By, Aj») a + C, Ay, seit C, Ay, —_ 0, 
(4) | 
(Ay, Ay2 — Any Ajo) a + (By, A,,—B,,A;) at 


+ (By, A,,— By, Ay) io + C, Aj, _— C, A,, —_ 0, 





so wiirden sich nur dann die Gleichungen (3) nicht herstellen lassen, 
wenn 


(4) Ay, Ay, — Ay, Ay, = 0 


wire, in welchem Falle jedoch entweder die Gleichungen (4) in zwei 
totale Differentialgleichungen mit der einen unabhiingigen Variabeln y 
und den beiden abhiingigen z, und ¢, tibergehen, oder wenn ausser 
(5) noch die Beziehungen : 
(6) By Ay — By Ay, = 9, By Ay — By Ay = 9, 
C, Ay — C, Ay, = 0 

bestehen, die zweite Gleichung (1) durch Multiplication mit 4 in die 
erste Gleichung (1) iibergefiihrt wird, und das Differentialgleichungs- 
system (1) somit, da die beiden Differentialgleichungen algebraisch 
von einander abhingig sind, ein unbestimmtes wire. 

Es soll die Integration des partiellen Differentialgleichungssystems 
(3) mit der Integration totaler Differentialgleichungssysteme in Ver- 
bindung gebracht, und zum besseren Verstiindniss die analoge Erérterung 
fiir Differentialgleichungssysteme erster Classe vorausgeschickt werden. 

Sei also die partielle Differentialgleichung 


(7) p+aq+p—0 
vorgelegt und 
(8) (@,Y,4) = 4, 
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worin @ eine willkiirliche Constante bedeutet, ein Integral derselben, 
so lisst sich fiir jede Functionalbeziehung (8) ein totales Differential- 
gleichungssystem 


dy dz 
(9) daz M, a= N 
aufstellen, von welchem die Gleichung (8) eine Integralgleichung ist, 
da man nur M und N so als Functionen von wz, y, ¢ zu bestimmen 
braucht, dass der Gleichung 





; é of 
(10) or + $f M+ of N=0 
identisch fiir alle x, y, ¢ geniigt wird, und es ist also dann, da aus (8) 
ae OR — - | 
aa = dy * 02 


folgt, ¢ als Function von x und y aus (8) dargestellt ein Integral 
der partiellen Differentialgleichung 

(11) p+ My—N=0; 

da aber (8) auch ein Integral von (7) sein soll, so werden M und N, 
ohne (8) zu kennen, so gewahlt werden kénnen, dass (7) und (11) 
zu gleicher Zeit bestehen, indem man 

(12) M=a, N=—§6 

setzt, und da dies fiir jedes Integral von (7) giiltig bleibt, so folgt, 
dass alle Integrale von (7) Integralgleichungen des totalen Differential- 
gleichungssystems 


(13) Ya, So — 
sind. 

Uebertragen wir nun dieselbe Schlussform auf das partielle Dif- 
ferentialgleichungssystem (3), und sei 


(14) fy (@s Yo B12 %) = Ay, fo (Hy Yy My Hy) = Ay, 
worin @, und a, willkiirliche Constanten bedeuten, ein in Bezug auf 
2, und g, von einander unabhiingiges Integralsystem dieser Differential- 
gleichungen, so ist zuniichst klar, dass man stets zwei Gleichungen 
(14) in den Variabeln 2, y, 2,, 2, als Integralgleichungen eines totalen 
Differentialgleichungssystems 

5 _ Sh os 
wnt aew™, waar 
ansehen kann, indem man JM, N, P nur aus den beiden in 2, y, 2,, 2, 
identischen Gleichungen 
On y eh oh, oh po 
B*te"*en Th ~* 
(16) 


of; Che Oe 0h p— 
Oe + Oy M + Oa, N+ o,7 9 








- ee 











—— 








Simultane partielle Differentialgleichungssysteme. 263 


zu bestimmen braucht, oder es sind die aus zwei solchen Gleichungen 
sich ergebenden Werthe von 2, und g, als Functionen von « und y, da 














» ax fe Of _ Ohi Ofe , Of Oh. _ Of eh 
Pr 0% Oke Ox” Oh ° 08%, Ok 0%, O08’ 
», = Of Oh _ bh Of , th Of _ Gh oh 
i P2 = Oa 64 Ou Om ° Oh C8 0%, Of? 
Va am fh Oh _ th th, Hh de _ he dh 
t OY 02. OY 0% ° 0% O08 0%, 0%’ 
(a, — 2h 2h _ Gf th , dh Oh _ Dh of 
12 Oy OX Oy 0% ° 0% a2, 0%, Oke 
ist, stets ein Integralsystem des partiellen Differentialgleichungssystems 


(18) bbs eo 

P2+@M—P=0, 
worin M, N, P aus (16) hergeleitet sind. Nun sollen aber die Glei- 
chungen (14) Integralgleichungen des partiellen Differentialgleichungs- 
systems (3) sein, und es werden somit nur dann alle Integrale der 


Systeme (3) und (18) gemeinsame sein, wenn sich die letzteren un- 
mittelbar identificiren lassen, wenn also 


(19) G.=9, Oy = 90, a, = ay =a 
ist, in welchem Falle 
(20) M=a, N=—§,, P=—§, 


gesetzt werden kann, so dass das totale Differentialgleichungssystem 
(15) ohne Kenntniss eines Integralsystems aufgestellt werden kann und 
sich somit der bekannte Jacobi’sche Satz ergiebt, dass man, um das 
simultane partielle Differentialgleichungssystem 


(21) Preg +e =0, p+ ag, + B, = 0 

allgemein zu integriren, nur das totale Differentialgleichungssystem 
90° d 1 d 

(22) wn Geb Bomb 


zu integriren braucht. Sind dann 

(23) fF, (% Yy @ 15 2) = Ay, fo (%, Ys By So) = Gy, fg (XY, %y Hy) = Ay 
drei von einander unabhiingige Integrale des Systemes (22), so werden 
2, und g,, aus den beiden Gleichungen 

(21) Pi(fis fer fs) =9, P2(fi, fe» fs) = 9 

bestimmt, in denen g, und g, willkiirliche Functionen bedeuten, die 
allgemeinen Integralfunctionen des Systemes (21) ergeben. 

Sind jedoch die Gleichungen (19) nicht erfiillt, so lassen sich die 
Systeme (3) und (18) nicht identificiren, und man kann nur MU, N, P 
ohne Kenntniss der Integrale so zu bestimmen suchen, dass eine 
lineare Verbindung der Gleichungen des einen Systems einer eben- 
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solechen Verbindung der Gleichungen des anderen Systems identisch 
gleich ist, dass also 
(25) AD, 14 G2 92 + By) HE M(De + 4 U1 + M22 G2 +82) 
= A(p,+¢,M—N) + u(y. +9,.M—P) 
ist, woraus sich durch Identificirung, indem M, N, P nicht von den 


Integralfunctionen sondern nur von den Coefficienten des partiellen 
Differentialgleichungssystems abhingen sollen, 


26) ghia + ua, =0, 
“ Ae. + U(e.,—M) = 0 


und 

(27) A(B, +N) + u(6.+P) = 0 

ergiebt. Bezeichnet nun UM, eine Lésung der quadratischen Gleichung 
(28) (4, —M) (G9 —M) — a.0, = 0, 

so wird sich 

(29) A= Oy,, 1 = UM, — a, 


ergeben, wihrend die zu M, gehérigen Werthe N, und P, nur der 
Gleichung zu geniigen brauchen 


(30) tts (By + N,) + (MM, — a1) (82+ Py) = 9, 

und da nun das totale Differentialgleichungssystem (15) mit dem 
partiellen (18) identisch ist, so folgt aus (25), da ein Verschwinden 
der rechten Seite auch das der linken Seite nach sich zieht, dass die 
aus zwei beliebigen in Bezug auf 2, und 2, von einander unabhiingigen 
Integralgleichungen 


(31) fi (@s Ys By 2) = yy fy (@- Ys By, %) = 
des totalen Differentialgleichungssystems 

26 d d d 

(32) {= M,, =, = =P, 
oder der linearen “-s Differentialgleichung 

22 ge OF 0 =. 

(33) ~ +3 se M, + Oa, N, >= P, = 


bestimmten Sahe von 2, und 2, als eiemad von «und y Integral- 
functionen der partiellen Differentialgleichung mit zwei abhingigen und 
zwei unabhdngigen Variabeln sind 

(34) ety (Poy, My % 2 G2 B,) + (DM, — 041) (Da eos G+ M22 2 + By) = 0. 


Sei z. B. das Differentialgleichungssystem 


2Yy (fg —%,) — 23 
|» + 4G &&+ 29h— 8) — 88 W 0, 


| pn ++ 28,4, + 225qG.+ _— 5a)+e _ 


2% ’ 


(35) 








oe ————E 











8 —E 
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so wiirde die in M quadratische Gleichung 





(36) M?* — (22,4 2,)M =0 
lauten, und daher nach (29) und (30) 
- M, = 0, 4, = 22,, w= — 4, 
(37) 4. 2a — 2y(z— 2% —5 

22, N, — a P, = 22, a ot ay we 
zu setzen sein. Wéahlen wir 

; - tes 

(38) Noah, 2 Pap 


so wird die letzte der Gleichungen (37) identisch befriedigt, und das 
totale Differentialgleichungssystem (32) oder die lineare partielle Dif- 
ferentialgleichung (33) gehen iiber in 


dy _ di; _ 2@—-Y% d& _ yuy—e# 
(39) ia Gk’ “tek 
und 
of Of 2a—y% , Of ye—# _ 4, 
(40) Ox + Of, %—2% + O% By— 2%, 0; 


nun sind drei von einander unabhingige Integrale des totalen Systems 
(39), wie leicht zu sehen, 
(41) y=a,, csyt+e,+22,—a,, 2+y+ 2,?+ 24,2 —as,, 


und es miissten nach dem eben bewiesenen Satze die aus den Glei- 
chungen 
(42) = ay + 2%, + 22,27 + y? + 2, + 4,’) = 0, 

P2(y, LY + 2%, + 22,, 2? + y+ 4,? + #,”) =O, 
worin g, und g, willkiirliche Functionen bedeuten, hervorgehenden 
Werthe von z, und z, als Functionen von x und y Integrale der Dif- 
ferentialgleichung 


+ ft 2y ( — %)—2 
(43) 22, (p, 41% 24. + 2a — Al x 
2%.—5 
_— (p, + 22,9; + 22.9 + wena sts) - 


oder einfacher 


’ 2 —5 
(44) 2p, — p, + VORtH—S* = 0 





sein; in der That liefert die partielle Differentiation von (42) nach « 
die Beziehungen 


Oy 


¢ eg _ 
4] { eyte,+ 22) (y +), + 2p») + eth yt ata) (204-22, Pi +225.) =(, 


op : 6 ’ op ¢ ‘ — 
Faye him UTP A 2D) + sec yer acpag 2e+2ep,+2ep.) =O 
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und wegen der Unabhingigkeit der willkiirlichen Functionen g, und 9, 
von einander 

(45) y+tp+2p,—0, «+ 4,p, + %p, =0, 

welche die Gleichung (44) identisch befriedigen. 


Da der oben in den Gleichungen (31) bis (34) ausgesprochene 
Satz fiir die beiden Lésungen M, und M, der quadratischen Gleichung 
(28), die wir zuniichst als verschieden annehmen, gilt, so folgt, 

dass, wenn 


(46) fy(@, Ys By, %o) = Ay, fy (%, Ys 21) Sy) = Ay 


zwei in Bezug auf 2, und 2, von einander unabhingige gleichzeitige 
Integralgleichungen der beiden totalen Differentialgleichungssysteme 


- dy d d 

(47) wom wom Bw? 
und 

(48) =m, G—M, F—P, 


oder der beiden linearen partiellen Differentialgleichungen 


at +a u,+ of — N+ % fe P,=0, 

(49) 
4 of y+ 2 £ ON, + I ai 

sind, die aus den wie + eae (46) hervorgehenden Werthe von 

2, und z, als Functionen von x und y Integralfunctionen der beiden 


partiellen Differentialgleichungen 
(50) Sp se gb ager ke il ng gto 
5 (Py pH Oy Go By) + (Mn — ey 1) (Do Oto G1 F992 By) = 0 
also des gegebenen Differentialgleichungssystems 
(51) Dy A yy A 292 + By =O, Dy +p OG + G2 G2 + B, =O 
sein werden, und zugleich ist unmittelbar ersichtlich, dass die aus 
(52) Pilfirfey=9, (fir fh) =90 
sich ergebenden Werthe von 2, und z, als Functionen von « und y das 
allgemeine Integralsystem der Differentialgleichungen (51) liefern werden, 
wenn oy, und g, willkiirliche Functionen bedeuten, 
da aus 
gh +4 ou M+ oh n+4 ih P=0, 
ah + 4 2h a M+ ofe N+ oh P=0 


Ox 


durch Multiplication mit £ 5 a und 22 TA und Addition 








8 











et a ane alain 
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folgt. 


Wenden wir die eben gemachten Auseinandersetzungen auf das 
vorige Beispiel an, so wird fiir die zweite Lésung der quadratischen 
Gleichung (36) 

(53) M, = 2, + 22, 
nach (29) und (30) 


A, = 22,, Up = 24,, 
(54) 22,N, + 22, P, = 2z, 22 Syl + 22, Y (5% — 2%) — aw 


— 2% %, — 2% 
folgen, und wihlen wir 
(55) N,= 2X —Y ZF (2%_— 2) (2y— sy) P, = 2 —@+- (229-2) (24 — =9) | 


so wird das dem Systeme (39) entsprechende totale Differentialglei- 
chungssystem 





dz By — 2% 


av =2,+22,, Gey __ 2 — Yha + (2%+%) Gy—9%) 
(56) 


Ge, sy — e+ (22+) (4 e—y) 
dz &o — 22, 


oder die der Gleichung (40) analoge lineare partielle Differential- 
gleichung 











2. 4. Fat 22.) +<% ce oe tat ae (2y — x2.) 
(57) oat — 24 
re 4 ay — pie (20—y) __ 
Ome By — 22, 


lauten; nun sind aber 

(8) aye +2,—4, + ytorte?=B, 

wie durch Verification unmittelbar folgt, gemeinsame Integralgleichungen 
der totalen Differentialgleichungssysteme (39) und (56) oder der beiden 
linearen partiellen Differentialgleichungen (40) und (57), und es werden 


somit nach dem oben bewiesenen Satze, wenn g, und g, zwei will- 
kiirliche Functionen bedeuten, die aus den beiden Gleichungen 


(59) nent + 22, 2+ y? + 4? + 2,7) =0, 

P2(xY + % + 2%, w+ y? + #,? + #,”) = 0 
hervorgehenden Werthe von 2, und z, als Functionen von 2 und y die 
allgemeinen Integralfunctionen des partiellen Differentialgleichungs- 
systems (35) sein. 

Doch ist mit dem ausgesprochenen Satze nicht eine allgemeine 
Methode fiir die Zuriickfiihrung der Integration des simultanen par- 
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tiellen Differentialgleichungssystems (51) auf totale Differentialgleichungs- 

systeme gegeben, da nicht immer zwei solche Systeme (47) und (48) 

oder das simultane partielle Differentialgleichungssystem (49) zwei | 
gleichzeitige Integrale (46) besitzen, es werden vielmehr unter den 
Coefficienten der Differentialgleichungen (51) Bedingungen bestehen 
miissen, auf deren Entwicklung ich nunmehr eingehen will, und wobei 

ich es des Folgenden wegen vorziehe, auch das aus der allgemeinen 

Theorie der partiellen Differentialgleichungssysteme Bekannte an dem 
vorliegenden speciellen Falle zu entwickeln. 

Sollen die beiden — ee 


(60) 


2 4 Ot a4 3 m4 90 7,0 


eine siciiaias Integralfunction f, haben, so muss dasselbe zuniichst 
auch, wenn 





M,N, — M,N, M,P, — M,P N;-— 
—— i, vom Kf, -— i, mney = 4 _ =X, 

(61) 

; 5-2 i ie 

—-xi 1 
gesetzt wird, fiir die beiden hace 
tet KG +L 3 —o 

(62) i 2 


of of of ) 
ay +h Oa, + 1 —* | 

der Fall sein; da nun f=/f, die linke Seite der zweiten Gleichung 

identisch Null macht und f= 0 auch der ersten gentigt, so wird fiir 

f =f, auch die partielle epee erfiillt sein 











o (of or... of of 
(68) GF t+K 41,7 sage ZCUE+K rant +L, cn 
ot aa Kip thiGy) 9 
und ebenso 
0 (of or of of of 
(64) GEtk Ge + Ke CG Kw yy oF 
+L a (Gl+K f+ 2) 0, 
woraus sich durch Substitution 
of (0K, ok, zy 2X oK 0K aK 
(5) GaGa FE Get a ay Ee, 
of “ ” oL oL oL oL 
+ 3s, oa +K- Sa =" Fa 15) =9 
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ergiebt, oder kiirzer 


(66) k, 2 +R, ff mo. 


Sollen aber die beiden partiellen Differentialgleichungen (60) oder 


(62) zwei in Bezug auf z, und ¢, von einander unabhiingige Integrale 
besitzen 


(67) Fi (@s Ys 215 Ho) = Ay, fo(%, Y, %, Bo) = Ay, 


die also dann auch der Gleichung (66) gentigen miissen, so dass 
identisch in 2, y, 2, 2, die beiden Beziehungen bestehen 





(68) R, 2 +R, 0, RK, 4 oh + R, th 0, 
so muss, da die Determinante 
| 0 Of 
0%, Ok 
; | the ah | 
| 0% Oh, | 


in Folge der Annahme, dass die beiden Iunctionen /, und f, in Bezug 
auf z, und g, von einander unabhingig sein sollen, nicht identisch 
verschwinden darf, 


(69) R, =(), R, =0 
sein, und wir erhalten somit als nothwendige Bedingung dafiir, dass 


die beiden partiellen Differentialgleichungen (60) oder (62) zwei in Bezug 
auf 2, und 2, von einander unabhiingige Integrale besitzen 





OK, ie y 2 oK CK oK 

(70) ae +L i ie , a 1 Oe =0, 
oe 4, rit pet eL OL 

(11) =H +L => oe — K,- on — J, 5 =. 


Wir wollen nunmehr zeigen, dass diese Bedingungen auch die hin- 
reichenden sind. 


Denn seien 
(72) FYy(@, Ys #1) %) =a, Py (x,y, %, &) = Ay 
zwei beliebige von einander unabhingige Integrale der ersten der 
Gleichungen (62), so wollen wir statt xv, y, 2,, 2, vier neue Variable 
X, Y, Z,, Z, durch die Substitutionsgleichungen einfiihren 
(73) X= (x,y, 1) £2), Y=y, Z, — (2; Y, %5 2); Z,= F(a, Y, 21, %), 


worin g(x, ¥, 2, 2) irgend eine Function bedeutet, die aber nicht 
eine Integralfunction der ersten Gleichung (62) sein darf; da sodann 
Mathematische Annalen. XLI, 18 
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of _ of OX, Of oF 4 2 aF, 














Ox oX Ox OZ, = “Oa? 
of _ of ox of OF, oF, 
(74) Oe — OX Oe + = 0%, + wh ee,” 
Of of ax an oF, 
O42 ~~ a Oke > a + i. 0 2 


folgt, so ergiebt sich durch sittin dieser Gleichungen mit 
1, K, LZ wad Addition, da F', und F, Integralfunctionen der ersten 
Gleichung (62) waren, fiir “ge bgiuerns eben dieser Gleichung 


se 
und daher, da X keine solche iota sein sollte, 
(75) . 


ox 


welche an Stelle der ersten der partiellen Differentialgleichungen (62) 
tritt, wihrend die zweite wegen 

















of _, Of ox o oe of oF 
F oy 2K ty tart on tp tim oy 
und der beiden letzten Gleichungen pa mit Hiilfe von (75) in 
of oF oF, oF,\ of 
(77) oy + oy + K, Oa + L, on OZ, 
“ F, F, 
+(F } K, cm + L, oe fn 














iibergeht. Es fragt sich nun, ob die beiden transformirten partiellen 
Differentialgleichungen (75) und (77) gemeinsame Integrale haben, wie 
viele und welche, wenn die Gréssen K, L, K,, L, den vorgeschriebenen 
Bedingungsgleichungen (70) und (71) identisch Geniige leisten. Da 
unter dieser Annahme mit Beibehaltung der Bezeichnungen FR, und F,, 
wenn /' die Integralfunctionen F, oder F, bedeutet, auch 

(78) g, = 4. SS ve 


at 
1 0% 2 Oe, 


identisch erfiillt ist, so wird auch nach (63), (64), (65) der-Gleichung 


@ (oF 4. ot 
Ga Gy ti Ge thi Gt E ae Kyi this 
é wd oF oF 
FL FANG tea tase 
a oF oF 


or 7) oF or oF 
ay Ge +E 5 +8 Fe) t+ Eig Gtk G+! 5) 


7] oe oF 
thiggGetk Gt! Fe, 





| 
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oder, da F ein Integral der ersten der Gleichungen (62) sein sollte, 
auch der vga 


é oF oF oF 
(79) Z(Gt Kix, 0% +L; o + Ke Gy rN To 3 
+L>- é Se +K,5 0% ~ +L,2 a =0 


identisch geniigt werden; daraus folgt ni ae 
oF oF oF 
voy + Bie, + 1 Gy 
eine Integralfunction der ersten Gleichung (62) sein muss und somit 
vermége (75) 





ax os | K, + L, a $1) 0, 
(80) y F, F, oF, 

0 (a é 2 

gx Gy + Hi Gt + Li Gt)=0 


ist. Es kommt somit in der Differentialgleichung (77) die Variable X 
gar nicht vor, und es wird daher jede Integralfunction der Differential- 
gleichung (77) eine dem transformirten Systeme (75) und (77) also auch 
dem urspriinglichen Differentialgleichungssysteme (62) gemeinsame sein ; es 
besitzt also das partielle Differentialgleichungssystem (62) stets zwei und 
nur zwei von einander unabhdngige Integralfunctionen, welche man 
durch Integration der linearen partiellen Differentialgleichung (77) mit 
einer abhiingigen und drei unabhiingigen Variabeln erhiilt, 
und zugleich folgt, dass, wenn 


(81) Fi(@s Ys Ms %) =A, fy(%, Y, #1, &) = My 

zwei von einander unabhingige gemeinsame Integralgleichungen der 
beiden partiellen Differentialgleichungen (62) sind, auch jede willkiir- 
liche Function p(f;, fr) den beiden Differentiaigleichungen geniigen wird. 

Sind somit die durch die Gleichungen (70) und (71) ausgedriickten 
Bedingungen zwischen den Coefficienten des gegebenen linearen par- 
tiellen Differentialgleichungssystems (51) erfiillt, so ist die Integration 
dieses Systems unter der Voraussetzung ungleicher Lésungen der 
quadratischen Gleichung (28) auf die Integration zweier totaler Dif- 
ferentialgleichungssysteme zuriickgeftihrt. 

Wir wollen nun zuniichst noch die Form der Bedingungen (70) 
und (71) etwas genauer untersuchen. Da niimlich der Gleichung (30) 
zufolge , weil sich aus (28) die Gleichung 
(82) M, + M, = %, + %. oder M, — a, = a, — M, 
ergiebt, die beiden Beziehungen bestehen 


sont — (M, — ay.) Py = — 4, B, + (MM, — ey) Bp, 


Oy, — (My — tg) Py = — Oy, By + (ML, — ay) By, 
18* 


(83) 
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so folgt durch Subtraction 


ay, (N, —N,) + (M, P, — M,P,) + «.(P,— P,) = — (M, - M,)p, 
oder nach (61) 
(84) @, K, + L+ aL, = — py, 


und da sich die Gleichungen (83) vermége der Gleichung (28) in die 
Form setzen lassen 


(85) oie — OP, = — (M,— a) B, + &.B,, 
(M, —a,,)N, — a,,P, = — (M, —a,,)B, + «1,8, 


so folgt ebenso 


ay,(N,—N,) + M,N, — N,M, + a.(P,;—P,) = — (M,— M,)£, 
oder nach (61) 
(86) aK, + K+ aL, =— B,, 
wonach sich aus (84) und (86) 
__ 4B, — oa B On Se — Se 
(87) ones Oo4 + Oo lied oy Ly, 
= ee | 
(88) = Oey bet 7 Og a 


ergiebt, so dass, wenn wir diese Werthe von K und K, in die beiden 
Bedingungsgleichungen (70) und (71) einsetzen, wir zwei identisch zu 
erfiillende Differentialbeziehungen in den Gréssen L, L,, @,, @45, Oo), 
ty», B,, B, erhalten, worin die beiden ersten vermége der Gleichungen 
(61), (28) und (30) von den 6 letzteren abhiingen. Da nun die Gréssen 
N und P mit YM nur durch die eine Gleichung 


(89) ty (By +N) + (M—a,,) (6, +P) =0 
mit einander verbunden sind, so wird man P, und P, willkiirlich — 

nur von Null verschieden — annehmen diirfen, und daher auch, 

weil sich aus (61) 

(90) Pj=L+HU,L,, P,=L+ M,L, | 
ergiebt, und M, der Voraussetzung nach von M, verschieden ist, L i 
und JZ, willkiirlich wihlen kénnen, so dass nach getroffener Wahl : 


und Herstellung der Werthe von K und K, aus den Gleichungen (87) 
und (88) die beiden Bedingungsgleichungen (70) und (71) in zwei 
durch die Gréssen @,;, @,5, @,, @, B,, B, identisch zu erfiillende 
Beziehungen tibergehen. Wire es méglich, die beiden in Z und L, 
sich ergebenden partiellen Differentialgleichungen mit den beiden ab- 
hiingigen Variabeln Z und Z,, und den 4 unabhingigen Variabeln 
“, Y, %,, %, unabhiingig von der Beschaffenheit der « und £ zu integriren, 
so wire die Integration eines jeden linearen partiellen Differential- 
gleichungssystems auf die Integration eines totalen Systems zuriick- 
fiihrbar; aber da diese Aufgabe schon wieder die Integration eines 








asin 
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partiellen Differentialgleichungssystems erfordert, also die Bestim- 
mung der Z und L, im Allgemeinen nicht mdglich ist, so muss 
man die Reduction auf ein System totaler Differentialgleichungen im 
Allgemeinen als unméglich bezeichnen*), und sehen, durch eine passende 
Wahl der véllig willkiirlichen Functionen Z und L, die fiir die a und B 
sich ergebenden Bedingungen so einfach als méglich zu gestalten. 
Fiir eine willkiirliche Bestimmung der Z und LZ, werden sich im All- 
gemeinen stets zwei Bedingungsgleichungen in den @ und B ergeben, 
die erfiillt sein miissen, damit die Integration des gegebenen linearen 
partiellen Differentialgleichungssystems sich auf die von totalen Differen- 
tialgleichungssystemen mit den gewiihlten Werthen von Z und JZ, 
zuriickfiihren lasst, und es wird sich nun fragen, ob wir nicht die L 
und L, unabhiingig von den Werthen der « und B so bestimmen kinnen, 
dass die « und B in allen diesen Fiillen nur einer Bedingung unter- 
liegen. Man sieht aber unmittelbar, dass, wenn fiir Z und LZ, beliebige 
Functionen resp. von « und y gewihlt werden 


(91) L= (2), L.=9,(y), 

die zweite Bedingungsgleichung (71) identisch erfiillt wird und somit 
nur noch (70) identisch zu geniigen ist; nehmen wir der Einfachheit 
wegen 

(92) L=1, L,—1, 

— wobei jedoch zu bemerken, dass die vorher getroffene Wahl eine 
allgemeinere von den « und B zu erfiillende Bedingung fiir die Ke- 
duction auf ein totales Differentialgleichungssytem liefern wird — so 
erhalten wir als einzige durch die « und B zu erfiillende Bedingung 


Qv ok, OK, x ok, nee oK ae dK a OK — 
(93) CE +z 0% q 04 oy K, 02, Oke . 


worin nach den Gleichungen (87) und (88) 


ci om 044 Bg — Mas By Se = + 2S. 


; Oo4 i 
= a? ee wo 
: a4 Oe4 Ces 


wird. Kir die getroffene Wahl von Z und ZL, gehen die partiellen 
Differentialgleichungen (62) in 


*) Um fiir ein vorgelegtes partielles lineares Differentialgleichungssystem die 
Integration auf ein totales Differentialgleichungssystem zuriickzufiihren, setzt man 
die Werthe fiir a; , a4, 4, ge, By, By in diese beiden Bedingungsgleichungen ein 
und sieht zu, ob diese durch eine einfache Wahl der Z und Z,, deren Bestim- 
mung nicht wieder eine Integration erfordert, identisch befriedigt werden 
kénnen; sind solche Werthe von Z und Z,, gefunden, so ist das Problem in der 
friiher durchgefiihrten Weise lésbar. 
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- of Of of 
(95) oa +K - re oa - = (), 
of 
(96) oy + K, ~ af + 2h = 0 


iiber, worin K und K, durch die sieltensie (94) bestimmt sind, und 
da nach der oben angegebenen Methode zuniichst zwei von einander 
unabhiingige Integrale der Gleichung (95) zu suchen sind, diese aber 
durch zwei Integralfunctionen des totalen Differentialgleichungssystems 


(97) $41, Sok 


dx ’ dx 


gegeben werden, so wird die eine dieser Integralfunctionen 


(98) Fi, =2,—“£=a, 
allen diesen Problemen gemeinsam sein, wiihrend die zweite durch 
(99) Fy (@, Y, #4, %) = a 


bestimmt sein mag; da ferner die Gleichung (77) fiir die getroffene 
Wahl der Z und LZ, vermége (98) und (99) in 


F oF kan 
cy Aa et Bt Hao 
iibergeht, so wird deren hiss, wenn 
= oF. oF, { i 
ook Ki 3, ++ ta durch @(Y, Z,, Z,) 


bezeichnet wie indem der Ausdruck, wie oben gezeigt worden, von X 
unabhingig ist, auf das totale Differentialgleichungssystem fiihren 


(101) 1, oh = oY, Z,, 2), 
und somit wieder die Integralfunctionen liefern 
(102) 4,— Y= A,, Q.Y, 4; Z,) = A,, 
von denen die erste in 

(103) Za —“2£—y=A, 


iibergeht und somit ein allen jenen Problemen, fiir welche die Be- 
dingungsgleichung (93) erfiillt ist, angehdriges gemeinsames Integral der 
beiden partiellen Differentialgleichungen (49) oder der beiden totalen 
Differentialgleichungssysteme (47) und (48) liefert. 

Wir untersuchen nun noch den Fall, dass die Coefficienten a wnd B 
in dem vorgelegten linearen partiellen Differentialgleichungssystem 
(104) py bey) HF 12d. + By =O, Po + God + M292 + B, = O 
nur von x und y, nicht aber von 2, und 2, abhingen, und sehen un- 
mittelbar, dass dann die Bedingungsgleichungen (70) und (71), wenn 
Lund L, als beliebige Functionen von x und y gewahlt werden, ver- 
mdge der Gleichungen (87) und (88) in 
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ax, aE 9, ab 
aaa oe oy? Ga —~ Oy 
iibergehen, so dass, wenn wiederum L = L, = 1 gewihlt wird, die 


einzige zw erfiillende Bedingung nach (87) und (88) durch die identische 
Beziehung 


@ ( be Gee bad TE “ube cnb bad 44 Lag — Mio 
(3) Ox ng +7 ber 31 “ag = 5" Te a ba *)= e 
oder, wenn die etinaniiiiiaalis (104) linear homogen also 
B, = B, = 0 ist, durch 


a bast 11 Wan — Oye O%er ) __ 

ao £G+2)+¢ 7 Cae + Sutin = sue) — 9 
gegeben ist, 

Sei z. B. das homogene lineare Differentialgleichungssystem vor- 
gelegt 

2 
| — Sy ut om = 0, 

(108y : 
ln—siorn + ~%=90, 


so geht die Bedingungsgleichung (107) in 
4 ss - " .2 an 
ga (aya + Fe (Catto — +9 (— Stag) =0 


iiber und ist somit identisch erfiillt; da nun nach den Gleichungen 
(87) und (88) 
K=2+2y, K,=2x+ 2y° 


folgt, so werden die beiden partiellen Differentialgleichungen (62) 


gigige me a3 
(109) La poy) fh 4 
(110) Sf + (2a%2y) E+ at at 


zwei gemeinsame Integrale besitzen. Um diese zu ermitteln, setze 
man nach der oben angegebenen Methode 


(111) Ghat 2y, Stat, 


woraus sich die beiden Integralfunctionen 


xs ‘¢ ale 
(112) Fy (@, Y, #4, &) = % —Z — 2ay=—a, 
Fy (@, Y, %, &) = & — & = Ay 


ergeben, und es a! sodann die ae (100) in 


(113) b+2¥7 4 





ina 
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iiber. Da aber diese durch das totale System integrirt wird 





ao, A 
awvw th ao! 


so ergeben sich die von einander unabhingigen Integralfuuctionen 
(114) Z,—+¥Y%=mA,, 2,—Y=A, 


oder vermége (112) 
(115) 4 — = —2a2y—ly— Ay, fy ~&—y=A,, 


so dass die allgemeinen Integralfunctionen z, und z, als Functionen 


von « und y fiir das vorgelegte Differentialgleichungssystem (108) 
durch die Gleichungen gegeben sind 


®, («, oes = — 2xry— ; y*, 2 — & — u) = 9, 
(116) 


* — Say — 2 y', « 0 
P2 a aay — 3! eas, 
worin g, und g, zwei von einander unabhiingige willkiirliche Func- 
tionen bedeuten. 


Alle aus dem in den Gleichungen (31) bis (34) ausgesprochenen 
Satze gezogenen Folgerungen hatten zur Voraussetzung, dass die beiden 


Lisungen der quadratischen Gleichung (28) von einander verschieden ' 
sind, indem sich nur dann aus der Gleichung (34) schliessen liess, 

dass nicht bloss diese lineare Verbindung der linken Seiten des vor- 
gelegten linearen partiellen Differentialgleichungssystems (3) durch die / 


gefundenen Werthe z, und ¢, als Functionen von x und y befriedigt i 


wurde, sondern durch dieselben auch den Gleichungen (3) selbst 
geniigt wurde. 


Mag nun jetzt fiir das lineare Differentialgleichungssystem 
(117) sa + 11d H&G + B, = 9, 


Do + 1G + M2292 + B, = 0 
die quadratische Gleichung 


(118) (@4,;—M) (@»— M) — a, 0, = 0 . 
gleiche Lésungen haben, also 1 
(119) (11 — M9)? — 404.@,, = 0 
und 

hy fo 
(120) Row a 


sein, so werden N und P nach der Gleichung (30) durch die Beziehung 


(121) tty, (By +N) + (M—a,,) (8,.+P) = 0 








0. wes cee EE 
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mit einander verbunden sein, und wenn 
(122) Fy (@y Y By, o) = Ay, fy (%, Y, 4, %) = Ay 


zwei beliebige in Bezug auf z, und g, von einander unabhingige 
Integralgleichungen des totalen Differentialgleichungssystems 


um aw, Ban, dap 
oder der linearen pgs Differentialgleichung 
(124) ris M+. af N+. ¢ Pw 


sind, so werden vl me (122) selieiaiias Werthe von 2, und 2, als 
Functionen von x und y Integralfunctionen der partiellen Differential- 
gleichung 

(125) O94 (My y1 UO Got By) + (M0443) (Dot Oo4 G+ 22 Go By) = 0 
sein. Denken wir uns nun einen der Coefficienten der Differential- 
gleichungen (117) z. B. @,, unendlich wenig verindert, so dass er in oy 
iibergehend der quadratischen Gleichung (118) verschiedene Lésungen 
giebt, so werden die Integralfunctionen z, und z, als Functionen von 
x und y, welche dem Differentialgleichungssystem 


(126) 4 (Pye Qi 292+ B,) + (Me 1) (Depends +22 Go +B») =0, 
pena Bipopiont (My — 41) (Po e219, + %2292+By) = 0, 
oder 

(126a) py + 1G + 292 + BHO, py = Og) + O29 + By = 0 
geniigen, nach den vorhergehenden Ausejnandersetzungen in folgender 


Weise gefunden werden kénnen: sind M, und M, die verschiedenen 
Lésungen der quadratischen Gleichung 


(127) (a, —D) (a, —M) — ay ay, = 0, 


so denkt man sich aus den durch EHinsetzen der Werthe 


’ @1) By — “on ue bad ‘ut Sy Ss0— San ey ’ 
es te + ee, 
(128) 21 21 
By 1 Go9 
(--f-pgu-$4, 
Mor G1 Oo 


in die Bedingungsgleichungen 


ie 4 K oe +L'% on oe a oe | 


1 
aa OL, oL, eee je pd a 
oe + K K’ oz, +E fo SS. 2 ae o oe on Dy” eae 
ry 02, ey * 0% ' 0% ’ 


erhaltenen pa, linearen Differentialgleichung Z’ und JL,’ als 
Functionen von 2, y, %, 2 bestimmt — es ist die wirkliche Bestim- 











278 Leo Koenia@sBerGenr. 


mung, die, wie friiher hervorgehoben worden, schon die Liésung 
desselben Problems fiir 4 unabhiingige Variable erfordern wiirde, fiir 
das Folgende nicht néthig — bestimme aus den gefundenen Werthen 


von L’ und L,’ vermége der den Gleichungen (90) analogen Be- 
ziehungen 


(130) P=L+HU,L, P,=L+H,L,, 
sodann aus den den Gleichungen (83) entsprechenden Beziehungen 
(131) 208 — (MM, — 9) Py = — a B, + (MM, — ey.) B., 

ti, N, — (M,— ey) P, = — 1 B, + (M, —ey2) B, 


die Gréssen N, und N,, so wird ein stets existirendes gleichzeitiges 
Integralsystem 


(132) fy (@, Yy @1y Z2) = Ay, fy (®, Y, % yy) = Ay’ 
der beiden totalen Differentialgleichungssysteme 


rane l d lz 

(133) =, =, ~<A, 
, dy dz, dze 

(134) dn, Goe™ ao 


oder der beiden oe agai iggy 


(135) ry iT . MU, ye fn, 1 if + ew _— 


0, 





—_ 





(136) Oa 4M 2 A CN. 
die geforderten palin des linearen eile Differentialgleichungs- 


systems (126) liefern. 


Da aber die Integralfunctionen (132) auch gleichzeitige Integrale 
der beiden partiellen bapa 


e 
(137) 4M, _ fh + P Zl =0, 


(138) (MM, —M,) £6 +. (W,—N,) + (P,P, 7 =0 


sind, so werden, wie nahe auch a dem @,, riicken midge, d. h. wie wenig 
auch M, von M, verschieden sein mag, zwei gemeinsame Integrale — 





wenn solche existiren — des yung? — 
(139) fim, +y, 2 +P, 4 

. _ Bh = = _ 
aes 39 -+ ume ix —M, 0% 


2, und z, als solche Functionen von x aie y liefern, dass dieselben 
Integralfunctionen des Systemes (126) oder, wie durch Subtraction 














_ 
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dieser beiden Gleichungen von einander folgt, des Differentialgleichungs- 
systems 


(140) eos (M, — My) (p, +4) + 1292+ 8,) = 9, 
(141) oto1 (M, — My) (po + 21 + % 22 2 + By) = 9; 
ist nun @&, = a, -+de,,, also M,=— M,+dM,, so folgt, dass, wenn 
die doppelte Lisung der quadratischen Gleichung (118) mit M bezeichnet 


wird, die aus zwei gemeinsamen Integralen — wenn solche existiren — 
der beiden: partiellen Differentialgleichungen 








(142) T+ milynwit + pst io, 
2 ef aN of aP of 
(143) y + am 3, + aM a, ~° 


hergeleiteten Werthe von 2, und z, als Functionen von « und y Integral- 
functionen des vorgelegten linearen partiellen Differentialgleichungssystems 
(117) sein werden, wenn M, N, P mit den Coefficienten dieser Differen- 
tialgleichungen durch die Beziehuwng verbunden waren 
(144) 94(B, +N) + (M—ay,) (6.+ P) = 0. 

Bringt man die Differentialgleichungen (142) und (143) wieder 
auf die Jacobi’sche Form 


(45) G64 (w- we3/) Zf + (P— mth) fo, 
i « 
(146) of 1 aN of , 4P ae 


oy aM 0% aM t% 


so werden die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die 


Existenz zweier gemeinsamer Integralfunctionen den Gleichungen (70) 
und (71) analog lauten 


am 


(147) (au) +(Nv—mM 








an yaar) , (pay 





on): ant 
. dN aN aN 
_-* a) <s. s Mim) ap a(v— MGM - 
ey 7M — ied Om ’ 
(am (om (5 
iM ny “am ap, an 
(148) “55 +(N—M S57) 3 4+(P-M Ge) “5 
dP ap 
A. M31) aw (?-Mam) ap (?-" am) _ . 
oy aM Oa, — am =e 


Nun ergiebt sich aus (144) 
dN dP 
(149) Co GM + B, + P+ (M—a,,) dM => 
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und wahlt man nunmehr P und a als willkiirliche Funciionen der 


Variabeln x, y, 2,, 2, bestimmt N und a aus den Gleichungen 


(144) und (149) und setzt endlich nach Substituirung des Werthes 
(120) die so erhaltenen Ausdriicke in die Gleichungen (147) und (148) 
ein, so erhalt man zwei Bedingungsgleichungen in den Coefficienten 
a und B der gegebenen partiellen Differentialgleichungen, die erfiillt 
sein miissen, damit die aus den beiden gleichzeitigen Integralen der 
beiden partiellen Differentialgleichungen (145) und (146) hergeleiteten 
Ausdriicke fiir z, und z, als Functionen von « und y Integrale der 
Gleichungen (117) liefern; andererseits sieht man wieder, wie oben, 
dass, wenn die @ und # willkiirlich gegeben sind, wofern nur die 
Gréssen @,,;, G9, %1, @. der Bedingung (119) Geniige leisten, die 


fiir P und - sich ergebenden gleichzeitigen Integrale des partiellen 
Differentialgleichungssystems (147), (148) verbunden mit den fiir N 
und aus (144) und (145) folgenden Werthen die Integration des 


vorgelegten partiellen Differentialgleichungssystems (117) auf die Auf- 
findung gleichzeitiger Integrale der partiellen Differentialgleichungen 


(142), (143) oder gleichzeitiger Integrale der beiden totalen Differential- 
gleichungssysteme 








dy dz, dig 
(150) a", aor" an? 
und 
‘ ie dm  aP 
(151) dy §*? dy aM 


zuriickfiihren; es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass man 
durch specielle Annahmen fiir die Werthe P und s* wieder, wie 
oben in dem allgemeinen Falle geschehen, einfachere Formen fiir die 
Bedingungen (147) und (148) erhalten kann. 


Sei z. B. das partielle Differentialgleichungssystem vorgelegt 


= 2 
py, + aq, — “Fg, =0, 


(152) 
Po + 2Q, + LYQ = 0, 
so dass 
(153) a4, = 27, Oy, = — 2a Woy =X, Woy = ty, Bi =O, B, = 0 


ist, so wird die quadratische Gleichung (118) in M die gleichen 
Lésungen 


(154) M = “+9 











— 
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besitzen, und wiblt man 


- dP 
(155) P=2, 4, =-0, 


so wird zuniichst die zweite Bedingungsgleichung (148) identisch erfiillt, 
und weil nach (144) und (149) 


. _ aN aN 
(156) N=2G—9, 20 1, also N— Moh = 2 


ist, auch der Gleichung (147) identisch Geniige geleistet. Da nun die 
partiellen Differentialgleichungen (145) und (146) die Form annehmen 


5; OF 4 a2 OF a ie 
(157) jg + on, +2 Dt = (), 
, of af _ 
(158) By Da, 0, 
so folgen zuniichst als Integrale des totalen Systems 
dy day 


= x —_—_—-_ = 
- dz » dea 
die Integrale 


(159) 4-2 ma, 4, =, 
und setzt man 
3 2 
(160) Y= — =, Y= %—>, %=Y, 
so folgt aus (158) 
.— 
OM OYe ; 


und deren Integral 

(161) YtA= A, 

so dass sich aus (159), (160), (161) die beiden gleichzeitigen Integrale 
der beiden partiellen Differentialgleichungen (157), (158) oder der 
beiden entsprechenden totalen Differentialgleichungssysteme in der 
Form ergeben 


3 2 
(162) 4—Z+y=4, »-—->=B, 


und also die aus den beiden Gleichungen 
3 2 
Y: (<, = > + Y; %— 5) =0, 


92 (2, — = +y, 8 —=)=0, 


worin g, und g, willkiirliche Functionen bedeuten, sich ergebenden 
Werthe von z, und z, als Functionen von 2 und y die allgemeinen 
Integralfunctionen des Differentialgleichungssystems (152) liefern; man 
findet unniittelbar 


(163) 





} 
| 
| 
| 
} 
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A=, =r, G=—-1l, %=9, 
welche dem vorgelegten System identisch geniigen. 
Wir wollen jedoch fiir das Differentialgleichungssystem (152) den 


Bedingungsgleichungen (147) und (148) noch in anderer Weise zu 
geniigen suchen; setzt man 








(164) 45 =9(2), P=yv(e)+o(@), 
so liefern die Gleichungen (144) und (149) die Werthe 
| yie—9) 
— aN y (a) ) 2) 
Th 4+ 2 ¥ p(x) 
und somit 
N— My — zy be) + 20(2) — 22 =" gia), 


P— ME =y (x) + o(2) — 2FF% (a), 


so dass die Bedingungsgleichungen (147) und (148), welche identisch 
in «und y, da 2, und 4, nicht vorkommen, zu erfiillen sind, fiir die 
3 Functionen p(x), ~(x), a(x) die Bestimmungsgleichungen liefern 


¢ (z) = ¥(@) — 5 (2), 


sv (6) 9) + 5 y (4) = — = > 9(2), 
se O72) _ = ¥(@) — 5 9@) =— 2 ¥(2) 
oder 
(166) ap” (a) + (@*—1)g'(%) + = p(x) = 9, 
(167) v(2) = 9 (2) + > g(a), 
(168) see = — 5 9'(@) — => 9). 


Unter der Voraussetzung, dass die drei Functionen diesen Glei- 
chungen geniigen, geht das Differentialgleichungssystem (142), 143) in 


(169) $f 4 (2y v(x) + 2 a(2) — “SY g(@)) oF 
+ (y¥(@) + o@) — sets) 9(a)) # =0, 


x 


(170) 4 (—y *@ 9 4 Soe to) + (a) 7£ =6 


iiber. 


: 
‘ 
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Integrirt man zuniichst die Gleichung (170) oder das totale Dif- 
ferentialgleichungssystem 


d _ ds 
(QU) Gm —y SE EY oz), $= 9(2) 
so ergiebt sich, wenn die Integrale mit den neu einzufiihrenden Variabeln 
4, und Z, bezeichnet werden: 











Z=a ty 2S py 2@ _y 2984 ¥ gia), 
(tt) Z, = %, — y p(x), 

X =2, 
und durch Substitution von 
of of + ay oss p(x) x ow’ (#2) — o (a) 29 (e) 
Oa + 35 aks +y: a — 

° #8) + it yy (2), 

ee ee, 
Ox, _ oy 
of _. of 
Os —- 02, 


in (169), wenn man bemerkt, dass vermége der drei Bestimmungs- 

gleichungen (166), (167), (168) in den Coefficienten von oe und ff 
i 

die Coefficienten von y? und y fiir alle 2 identisch verschwinden, die 

partielle Differentialgleichung : 


(173) 2 + 47-(X0(X) ~~ 9(X))+ Z (o(x)—-9(x) =0 


oder das totale Differentialgleichungssystem 








(174) $4 = X@(X)— *9(X), $4 —a(X) — ** g(x), 


dessen Integrale durch 

Z, — [ (Xe _= 9(X)) ax = XY, 

(175) ; = 
z —{( o(X) —- 9(X))dX— B 


dargestellt werden, worin %{ und % willkiirliche Constanten bedeuten. 
Die allgemeinen Integralfunctionen des partiellen Differentialgleichungs- 
systems (152) gehen somit, wie aus Substitution von (172) in (175) 


(176) 4 
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ersichtlich ist, aus den beiden Functionalgleichungen mit den willkiir- 
lichen Functionen gy, und g, hervor: 


“.—v9(2) — | [o(@)—Fo(@) |da} =o, 





| #.—99(@)—| [o(@)—F9(@)]az|—0, 


worin (x) und w(x) durch die Gleichungen (166) und (168) definirt 
sind; zum Zwecke der Verification findet man 


ga— LF. Se Olt eyo) _y re path _ovit-+e @y 
+ # a(x) — 2 (2), 

Pp =y 9 (2) + o(2) — 5 g(a), 

q = —y- 2Otee@ _ 9) 4 = g(a), 

d. = (2), 


welche Werthe mit Benutzung der Gleichungen (166) und (168) dem 
partiellen Differentialgleichungssystem (152) identisch geniigen. In dem 
vorliegenden Falle lassen sich aber die Functionen g(x) und w(x) 
unmittelbar herstellen, da das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 


(177) # " (#) + (a*—1) 92) + S oe) =0, 


wie man leicht erkennt, durch 


(178) g(2)—ce © +a¢ 


dargestellt wird, wenn c, und ¢, willktirliche Constanten bedeuten, 
und somit nach (168) w(x) durch den Ausdruck bestimmt ist 


w (2) i+i - Hie 1-1; {-{* 
(179) — =a Je dz-+c,—z— Je d 


. _ Hin ° 17 
4 t 
—C,> xe + % > xe 


4 





fo fat$ (* +9@) +9 (*P—Fo@) —[[20@)—Fo@| de, 


2 {2+ ¥ F +9(2)) +y ‘ - 79) — fle @ («)—* 9(2)| dz, 


A a 
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Nachdem somit auch der Fall der gleichen Lésungen der quadra- 
tischen Gleichung (28) behandelt worden, bleibt nur noch zu bemerken 
iibrig, dass den Gleichungen (26), ohne dass deren Determinante 

, verschwindet, und zwar fiir beliebige Werthe von 4 und w geniigt 
werden kann, wenn 
Wyo =H, = 0, M=—a,, =a, 


ist, aber in diesem Fall nimmt das vorgelegte Differentialgleichungs- 


" system die Form des Jacobi’schen Systems (21) an. 


Heidelberg, den 24. December 1891, 


Mathematische Annalen. XII. 








Ueber Singularitaiten verschiedener Ausnahme-Ordnung und 
ihre Zerlegung. 


Von 


D. J. Korrewea in Amsterdam. 


$1, 
Einleitung. 


Im Folgenden werde ich eine Theorie der Singularitiiten ver- 
schiedener Ausnahme-Ordnung und ihrer Deformationen entwickeln, 
wobei eine Zerlegung der Singularititen héherer Ordnung in solche 
erster Ordnung zu Stande kommt, die von der bekannten Cayley’schen 
principiell verschieden ist. 

Der Grundgedanke, von dem ich ausgegangen bin, und der darin 
besteht, dass ich mir die durch Gleichungen mit unbestimmten Coeffi- 
cienten definirten l'lichen, Curven oder sonstigen geometrischen Ge- 
bilde als in stetiger Deformation begriffen vorstelle, wobei dann Singu- 
laritiiten héherer Ordnung stets vermieden, oder, wenn sie auftreten, 
in solehe erster Ordnung aufgelést werden kénnen, dieser Grund- 
gedanke ist schon manchmal ausgesprochen und mehr oder weniger 
vollstiindig durchgefiihrt worden. *) 

Auf welche Weise ich auf denselben von mathematisch - physischen 
Betrachtungen ausgeheud, gekommen bin, zeigt sich in meiner Arbeit 
iiber Faltenpunkte**). Damals war ich mit der kleinen aber inhalt- 
reichen Arbeit des Herrn Felix Klein ,,Eine neue Relation zwischen 


“) Man vergleiche z. B, die ,,Beitrige zur Analysis situs‘ des Herrn 
Walther Dyck, Math. Annalen 32, S. 457 (1888) und 37, S. 273 (1890), wo sich 
in der Einleitung eine ausgebreitete Literaturangabe verwandter Untersuchungen 
vorfindet, von welchen besonders die von Kronecker ,,Ueber die Charakteristik 
von Functionen-Systemen“ zu nennen sind, weil diese Theorie, wie aus den ge- 
nannten ,,Beitrigen“ hervorgeht, von grosser Bedeutung fiir die von uns ins- 
besondere in § 3 betretenen Gebiete zu werden verspricht. 

**) Wiener Sitzungsberichte 1889, Bd. XCVIII, 8S. 1155, Note (1). 
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: den Singularitiiten einer algebraischen Curve‘'*) nicht bekannt. Spiiter- 
; hin bin ich durch diese Arbeit in mancherlei Hinsicht beeinflusst worden. 
Zweckmiissig scheint es mir, die Sache worum es sich handelt, 

gleich so allgemein als modglich darzustellen. Es sei denn X ein 


mathematisches Gebilde, das durch s Coordinaten x, %,... 2; definirt 
werden kann. Jedes System: 
(1) 9, = 90, p =0,... Pn =O 


von m Gleichungen (oder Constructionsbedingungen), m < s, bestimmt 
dann eine (s ~—m)-fache Mannigfaltigkeit solcher Gebilde X. Treten 
in den Gleichungen (1) neben den Coordinaten noch r Parameter 
Pi;, Po --. pr auf, dann stimmt mit jedem gegebenen Werthsysteme 
der Parameter eine dieser Mannigfaltigkeiten tiberein. 

An diesen Mannigfaltigkeiten werden sich nun verschiedene Singu- 
laritiiten zeigen kénnen. Wenn eine solche Singularitiit ¢ Bedingungen 
zwischen den Parametern p,, p, ... p, mit sich bringt, nennen wir 
sie eine Singularitiit der q'°" Ausnahme-Ordnung im Systeme (1) und 
bezeichren sie durch das Symbol B,. 

Beim Studium der zu einem bestimmten Systeme gehérigen Mannig- 
faltigkeiten, ist die Kenntniss der Singularitiiten B, von ungleich 
grésserem Werthe als die der Singularitiiten héherer Ordnung. Die 
Ursache ist darin zu suchen, dass es immer mdglich ist von einer ge- 

gebenen Mannigfaltigkeit aus alle iibrigen durch stetige Deformation 
zu erreichen, ohne dass uns dabei héhere Singularitiiten als solche 

" _erster Ordnung begegnen. Weil nimlich das Auftreten einer Singu- 
laritiit B, an gq Bedingungen zwischen den Parametern gebunden ist, 
so kann man, wenn man itiber diese Parameter frei verfiigt, die gleich- 
zeitige Erfiillung dieser Bedingungen stets vermeiden und also von der 
gegebenen Mannigfaltigkeit aus jede andere erreichen, indem man die 

-q Bedingungen eine nach der andern erfiillt. Auf diese Weise wird 
die Singularitét B, in q Singularitiiten B, zerlegt. 

Denkt man sich die Mannigfaltigkeiten des gegebenen Systems in 
Gruppen von gleichem Grade der Allgemeinheit eingetheilt, dann wird 
der Uebergang von der einen Gruppe zur andern stets mit dem Auf- 

q treten einer Singularitit B, verbunden sein. Das Studium dieser B, 
und ihrer Deformationen (das heisst: ihres Verhaltens bei geringer 
Aenderung der Werthe der Parameter) liefert dann, so zu sagen, die 
Schliissel, die von der einen Gruppe zur andern Zutritt gewiihren. 

Ausser den Singularitiiten, welche Bedingungen erfordern, die 
durch die Parameter erfiillt werden miissen, giebt es auch solche, die 
im Allgemeinen in endlicher oder unendlicher Zahl an jeder Mannig- 
faltigkeit des gegebenen Systemes vorhanden sind. An diese Singu- 


*) Mathematische Annalen 1876, Bd. X, 8, 199. 
19* 
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larititen kann man weitere Anforderungen stellen. Wenn sie schon 
durch Einfiihrung einer einzigen neuen Bedingung in Singularititen 
B, tibergehen, so nennen wir sie Singularitiiten der nullten Ausnahme- 
Ordnung und bezeichnen sie mit-B,. Erfolgt dagegen dieser Ueber- 
gang erst bei Einfiihrung von g-+ 1 neuen Bedingungen, dann werden 
sie durch B_, dargestellt und Singularititen negativer Ausnahme- 
Ordnung benannt, 

Nehmen wir zum Beispiel fiir das mathematische Gebilde X den 
Punkt im Raume, bestimmt durch seine drei Cartesischen Coordinaten 
«,y,#; fiir das Gleichungensystem (1) eine einzige Gleichung , nimlich 


die allgemeine Gleichung der n'** Ordnung, deren ‘ n(n? + 6n + 11) 


Coefficientenverhiltnisse als eben so viele Parameter aufgefasst werden, 
dann bilden die Flaichen der x‘ Ordnung die Mannigfaltigkeiten 
dieses Systems. Umbilicalpunkte, Faltenpunkte, dreifache Tangential- 
ebenen, vierfache Tangenten sind dann Singularititen B,; vierfache 
Tangentialebenen, Knotenpunkte und Osculationspunkte, Singularititen 
B,; dagegen gehéren dann Doppeltangentialebenen und dreifache 
Tangenten zu den Singularitiiten B_,, weil man diese noch einer 
einzigen Bedingung, z. B. dass die Doppeltangentialebene durch einen 
gegebenen Punkt gelegt werde, unterwerfen kann, ohne dass sie auf- 
héren an der allgemeinen Flache n'* Ordnung vorzukommen. Als 
Beispiel einer Singularitét B_, kann auf die einfache Tangentialebene, 
einer Singularitat B_; auf die gewéhnliche in einem Punkte beriihrende 
Tangente gewiesen werden. 


§ 2. 
Ueber effective und nicht-effective lineare Deformation. 


Es ist wiinschenswerth den Durchgang einer Mannigfaltigkeit 
durch eine Singularitét positiver Ausnahme-Ordnung etwas niher zu 
betrachten. Wenn die Parameterwerthe p,’, p, ... p, das Auftreten 
einer solchen Singularitiit B, bedingen, dann kénnen wir von einem 
Werthsysteme p,’ — 0p,, p. — Op. ... pr —Op,, WO Op,'... Op, 
kleine Gréssen bezeichnen, zum Werthsysteme p,’ + @p,', ... py + 2p,’ 
in der Art iibergehen , dass wir den Werth der Grosse k in p,'-++ kdp,’... 
Pr + kép,’ stetig und fortwihrend im selben Sinne findern. Jede 
nach einem solchen Schema verlaufende Deformation nennen wir eine 
lineare. Wenn dabei, so wie hier fiir k 0, Durchgang durch eine 
Singularitat eintritt, dann sind zwei Fille zu unterscheiden. 


Nehmen wir an dass es sich um eine Singularitét B, handelt 
und dass 


(2) (Dp, , Po oe Pr) = 0) 


7 


. 





- 


' 
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die, fiir das Auftreten der Singularitét nothwendige Bedingung dar- 
stellt, dann kénnen die kleinen Gréssen @p,’... 2p, die Gleichung: 
(3) Ser Op! +++ + FY Ops = 0 

nicht oder wohl erfiillen. 

Im ersteren Fall wird wahrend der Deformation die Function w 
ihr Zeichen wechseln, im zweiten Fall im Allgemeinen nicht. Um 
die Bedeutung dieses Zeichenwechsels niher zu beleuchten, denken 
wir uns die Mannigfaltigkeiten des Systems in Gruppen eingetheilt, 
wobei dann das Zeichen der Function w als eins der unterscheidenden 
Merkmale auftreten mége. Im ersteren Fall findet dann immer Ueber- 
gang in eine andere Gruppe statt. Eine Scheidewand wird so zu sagen 
durchbrochen*). Im gqweiten Fall wird die Scheidewand im Allgemeinen 
nur gestreift, und Uebergaug in eine andere Gruppe findet nur aus- 
nahmsweise statt. Jeden Durchgang, wobei Zeichenwechsel von w ein- 
tritt, nennen wir effectiv, sonst nicht effectiv. 

Nicht so einfach lisst sich diese Unterscheidung durchfiihren, 
wenn es Singularitiiten B, (q > 1) gilt. Sie wird dann abhingig von 
der Art und Weise wie man die Singularitét B, in Singularitiiten B, 
zerlegen will. Dass dieses niimlich auf verschiedene Weise geschehen 
kann, zeigt sich sofort, wenn man bedenkt, dass die das Auftreten 
der Singularitiit B, bedingenden Gleichungen: 

(4) ¥, = 05 b,—= 03... y= 0 

durch jedes iiquivalente Gleichungensystem ersetzt werden kénnen. 
Ausserdem gicbt es, wie sich spiiter ergeben wird, noch andere Zer- 
legungen, die nicht durch ein solches Gleichungensystem dargestellt 
werden kénnen. Nehmen wir aber fiir den Augenblick an, dass ein 
bestimmtes Gleichungensystem (4) angewiesen und dass keine der mit 
(3) tibereinstimmenden Bedingungen erfiillt ist, dann ist der Durch- 
gang effectiv in Bezug auf jede durch die einzelnen Gleichungen (4) 
bestimmte Singularitéit B,, das heisst: sind die Mannigfaltigkeiten 
derart in Gruppen eingetheilt, dass die Zeichen der Functionen 4,,...%, 
unter den unterscheidenden Merkmalen auftreten, dann werden wiihrend 
der linearen Deformation g Scheidewiinde durchbrochen.**) Wenn da- 
gegen einige dieser Bedingungen erftllt sind, dann werden im All- 
gemeinen eben so viele Scheidewinde nur gestreift und der Durch- 


*) Man stelle sich hier und noch manchmal im Folgenden einen mehrdimen- 
sionalen Raum vor, wo jede einzelne Mannigfaltigkeit durch einen Punkt ab- 
gebildet wird, 

**) Bei der hier nothwendigen mehrdimensionalen Vorstellung stossen diese 
q Scheidewiinde alle in dem Punkte zusammen, wodurch diejenige Mannigfaltigkeit 
abgebildet wird, welche die Singularitit Ba besitzt. 


a 
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gang ist in Bezug auf die betreffenden Singularititen B, nicht 
effectiv. 

Ganz allgemein nennen wir einen Durchgang durch eine Singu- 
laritét B, in Bezug auf gewisse Erscheinungen effectiv, wenn diese 
Erscheinungen derart eintreten, wie das im Allgemeinen bei willkiirlicher 
Wahl der Grissen dp,', dp, ... Op, der Fall ist. 

Im Folgenden wird, wenn das Gegentheil nicht ausdriicklich ge- 
sagt wird, nur von effectiven, linearen Durchgiingen die Rede sein. 


§ 3. 
Ueber Singularitaiten B, die als vielfache B, betrachtet werden kénnen. 


Wir denken uns die Mannigfaltigkeiten eines gegebenen Systems 
je nach der Anzahl reeller Singularitiiten B, einer gewissen Art in 
Gruppen eingetheilt (z, B. die Curven n'* Ordnung je nach der Anzahl 
reeller Inflexionspunkte). Deutlich ist es dann, dass Uebergang von 
der einen Gruppe zur andern nur stattfinden kann, wenn zwei oder 
mehrere Singularitiiten B, zusammentreffen, weil nimlich die Berech- 
wung der Singularitiiten B, eimer gegebenen Mannigfaltigkeit immer 
auf die Lésung einer Gleichung zuriickzufiihren ist, deren reelle 
Wurzeln mit reellen Singularitiiten B, tibereinstimmen, und bekannter- 
massen Uebergang der Wurzeln vom Reellen zum Imaginiiren nur 
vorkommt, nachdem zwei oder mehrere einander gleich geworden sind. 
Im Augenblicke aber, wo diese Gleichheit stattfindet, zeigt die Mannig- 
faltigkeit eine Singularitit B,, die sich bei Deformation in zwei oder 
mehrere Singularitiiten B, spaltet. Symbolisch wollen wir diesen Um- 
stand durch B, = (m) B, andeuten. 

Wenn also eine Aenderung in der Zahl der reellen B, immer 
durch das Auftreten einer B, =(m) B, vorbereitet wird, so ist doch 
umgekehrt das Auftreten einer B, = (m) B, keineswegs immer von 
einer solehen Aenderung begleitet. In Wirklichkeit verhilt sich die 
Sache so: zu jeder bestimmten Singularitiét B, gehéren meistens 
mehrere, ganz verschieden geartete B, = (m) By, einige derselben be- 
wirken eine Aenderung, andere nicht. 

Unseres Erachtens ist es wiinschenswerth das Studium der zu 
einem bestimmten Mannigfaltigkeitssysteme gehérigen Singularitiiten 
B, mit der systematischen Untersuchung ihrer B, = (m) B, Hand 
in Hand gehen zu lassen. In unserer Abhandlung*) ,,Ueber die 
Faltenpunkte der algebraischen Flichen“, haben wir diesen Weg 
eingeschlagen, und auch bei Gelegenheit unserer Untersuchung der 


*) ,,Ueber Faltenpunkte‘*. Wien. Ber, Bd. 98 (1889) oder Archives Neer- 
landaises T. 24, p. 57 


—————————— 
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Falten*) (Connodaleurven) dieser Fliichen haben wir systematisch die- 
jenigen B, betrachtet, die auf Anzahl und Natur der Falten einer sich 
stetig deformirenden Fliche Einfluss ausiiben kénnten. 

Wir lassen hier einige Beispiele dieser Behandlungsweise folgen. 
Die vier ersten @ —d sind schon in der oben citirten Abhandlung 
des Herrn F, Klein angegeben. Es schien uns wiinschenswerth, zum 
bessern Verstindnisse der nachfolgenden Betrachtungen auch diese hier, 
etwas anders geordnet, vorzufiihren: 

a) Wendepunkte der algebraischen Curven ni” Ordnung. Es giebt 
eine B, =(2) By der Doppelwendepunkt mit vierpunktig beriihrender 
Tangente. Beim Durchgang Aenderung der Anzahl reeller B, um 
zwei. Weiter eine B, = (6) B,, der Doppelpunkt, isolirt oder wit 
reellen Zweigen; im ersteren Fall sind vor wie nach dem Durchgange 
die sechs B, imaginaér, im zweiten Fall vor und nach zwei reell, vier 
imaginir. 

Bemerkung. Das angefiihrte ist nur dann richtig, wenn n > 3. 
Fiir n= 2 ist der Wendepunkt keine B), sondern eine B,, die nur 
bei Degeneration (dann in unendlicher Anzahl) auftritt. Fir n =3 
ist der Doppelwendepunkt eine B,, weil er Degeneration der Curve 
mit sich bringt. Er kann also vermieden werden. Weil nun die einzig 
iibrig bleibende BD, = (m) B,, der Doppelpunkt, keine Aenderung in 
der Anzahl der reellen Wendepunkte verursacht, so muss diese Zahl 
fiir alle Curven dritter Ordnung dieselbe sein. Es ist dieses wohl einer 
der einfachsten Beweise fiir diesen bekannten Satz. 

b. Doppeltangenten dieser Curven, Eine B, = (3) B,, die drei- 
fache Tangente. Beim Durchgang keine Aenderung der Anzahl reeller 
B,. Ausserdem noch beim Auftreten eines Doppelpunktes eine B,, die 
als eine (n(n —1)— 6)-fache (2) B, aufzufassen ist. Jede der vom 
Doppelpunkt aus an die Curve gezogenen Tangenten ist niimlich eine 
(2) B,, die, wenn reell, beim Durchgang in der einen Richtung zum 
Auftreten zweier reellen, in der anderen Richtung zweier imaginiiren 
Doppeltangenten Veranlassung giebt. 

c. Reelle Beriihrwngspunkte reeller Doppeltangenten. Ausser den 
unter b. erérterten Singularitiiten, deren Kinfluss auf die Anzahl reeller 
B, leicht ersichtlich ist, giebt es noch eine B, = (2) B,, welche darin 
besteht, dass die beiden Beriihrungspunkte der Doppeltangente zu- 
sammenfallen, und von reell imaginiir werden (oder umgekehrt), indem 
die Doppeltangente in eine sogenannte isolirte tibergeht. Diese letztere 
B, ist, weil die Tangente vierpunktig beriihrt, identisch mit dem unter 
a. angefiihrten Doppelwendepunkt. 

*) ,,La theorie générale des plis**, Archiv. Neerl. T. 24, p. 295—310 (1890). 
Ueber die Bedeutung der Knotenpunkte in dieser Theorie, vergleiche: Versl. en 
Meded, der Ned, Kon, Ac, Deel VIII, Sitzung vom 28. Febr. 1891, 
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d. Imagindre Beriithrungspunkte reeller Doppeltangenten. Fiir diese 
B, giebt es nur eine einzige B, = (m) By, namlich, die unter ec. 
beschriebene B, = 2(B,), die mit dem Doppelwendepunkte iden- 
tisch ist. 

e. Aus einem festen Punkte an die Curven ni” Ordnung gezogene 
Tangenten. Es giebt vier verschiedene B, = (2) B,, die respect. ent- 
stehen 1) wenn die Curve selbst, 2) wenn eine ihrer Wendepunkts- 
tangenten durch den gegebenen Punkt geht, 3) wenn die Curve einen 
Doppelpunkt enthalt, 4) wenn eine der vom gegebenen Punkte aus- 
gehenden Tangenten die Curve zweimal beriihrt. Die drei erst- 
genannten B, indern die Anzahl der reellen B, um zwei, die vierte 
lisst sie ungeandert. 

Bemerkung. Man kann auch umgekehrt die Curve als fest, den 
Punkt als beweglich betrachten. Es treten dann dieselben B, mit 
Ausnahme der dritten auf und daraus ergiebt sich dann, dass die Curve 
selbst nebst ihren Wendepunktstangenten die Ebene derartig in Fiacher 
abtheilen , dass beim Uebergang von einem Fach zum andern die An- 
zahl der reellen B, sich jedesmal um zwei dndert. Denkt man sich 
dann aber die Curve wieder in stetiger Deformation begriffen, dann 
kann die Frage gestellt werden, bei welchen B, die Anzahl dieser 
Fiaicher, oder auch die zu jedem Fache gehérige Zahl der reellen 
Tangenten, eine Aenderung erfaihrt. Solche B, treten auf 1) wenn 
die Curve einen Doppelpunkt, 2) wenn sie einen Doppelwendepunkt 
erhalt, 3) wenn eine Wendepunktstangente die Curve zum zweiten 
Male beriihrt, 4) wenn der Schnittpunkt zweier Wendepunktstangenten 
die Curve erreicht, 5) wenn drei Wendepunktstangenten einen Punkt 
gemeinsam haben. 

Im Systeme der Curven dritter Ordnung fallen diese letzteren B, 
mit Ausnahme der erstgenannten, alle fort. Weil man aber von jeder 
Curve dritter Ordnung zu jeder andern itibergehen kann ohne andere 
Doppelpunkte als einen einzigen isolirten Punkt zu iiberschreiten, so 
kénnen in diesem Systeme nur zwei Fille vorkommen. Besitzt die 
Curve eimen paaren und einen unpaaren Zug, dann sind acht Ficher 
vorhanden. Eines dieser Facher wird durch den paaren Zug begrenzt, 
die Anzahl der reellen Tangenten ist hier Null. Durch Ueberschreitung 
der Curve gelangt man in ein durch drei Wendepunkttangenten be- 
grenztes Fach mit Anzahl 2; iiberschreitet man diese, dann erreicht 
man die drei Facher mit Anzahl 4. Von diesen letzteren aus kénnen 
schliesslich durch nochmalige Ueberschreitung einer Wendepunkts- 
tangente oder durch Ueberschreitung der Curve drei Facher mit An- 
zahl 6 erreicht werden. Fehlt der paare Curveneug, dann fallt das 


erste Fach fort und in jedem der iibrigbleibenden wird die Anzahl um 
zwei kleiner. 
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f. Faltenpunkte der algebraischen Flichen mn Ordnung. Den 
Punkten einer Fliche, wo die beiden Connoden (Berihrungspunkte) 
einer Doppeltangentialebene zusammenfallen, haben wir in unserer 
oben citirten Abhandlung den Namen Faltenpunkte beigelegt. Sie werden 
in zwei Hauptarten eingetheilt je nachdem die Connodalcurve auf 
dem elliptisch oder auf dem hyperbolisch gekriimmten Theile der Fliche 
liegt. In § 26 dieser Abhandlung werden die vier verschiedenen 
B, = (m) B, und ihr Einfluss auf die Anzahl der reellen B, beschrieben. 
Es giebt zwei-verschiedene B, = (2) By: der homogene und der heterogene 
Doppelfaltenpunkt. Beide andern die Anzahl reeller B, um zwei. 
Weiter eine B, = (3)B), der Osculationspunkt*), der diese Zahl un- 
veriindert lisst. Schliesslich ist der Knotenpunkt eine B, = (24) B,. 
Die Wirkung dieses letztgenannten Punktes kann folgendermassen um- 
schrieben werden: Ist der Knotenpunkt ein isolirter Punkt, dann sind 
und dapn bleiben die 24 B, imaginir. Stossen hingegen im Knotenpunkte 
zwei Flichentheile zusammen, dann ist die Zahl der bei der Deformation 
auftretenden reellen B, gleich der doppelten Zahl der bei eiuer gewissen 
abgeleiteten Filiche dritter Ordnung durch den Knotenpunkt gehenden 
reellen Geraden. Diese Fliiche dritter Ordnung erhilt man, wenn 
man in die Gleichung der gegebenen Fliiche mit dem Knotenpunkte 
als Anfangspunkt der Coordinaten alle Glieder vierter und hdherer 
Ordnung fortlisst. Diese Faltenpunkte werden paarweise entweder bei 
der Trennung reell, bei der Verbindung imaginiir und sind dann erster 
Art; oder sie werden reell bei Verbindung, imaginir bei Trennung 
und sind dann zweiter Art. 

Bemerkung. Im Systeme der Flichen dritter Ordnung fallen die 
Doppelfaltenpunkte fort, weil sie nur bei dén vierfachen Geraden, die 
zwei Knotenpunkte verbinden, auftreten, und also nicht mehr zu den 
B, gehiren. Bei Ueberschreitung eines Knotenpunktes kénnen nur bei 
der Verbindung reelle Faltenpunkte entstehen. Bekanntlich hat man 
bei den Flichen dritter Ordnung, wo auf jeder der 27 Geraden zwei 
Faltenpunkte liegen, diesen Punkten den weniger geeigneten Namen 
,asymptotische Punkte“ gegeben. 

g. Dreifache Tangentialebenen der algebraischen Flichen n” Ord- 
nung. Es giebt zwei verschiedene B, = (2)B,, welche beide die 
Anzahl der reellen B, um zwei veriindern. Erstere entsteht, wenn 
eine der Connoden (Beriihrungspunkte) die Spinodalcurve erreicht, die 
zweite, wenn die drei Connoden in einer Geraden zu liegen kommen. 
Beide diese B, sind in meiner oben citirten Abhandlung: Théorie 
générale des plis, § 17 und § 18 ausfiihrlich beschrieben. Daneben 


*) Osculationspunkte einer Fliiche nennen wir die Punkte, wo der Tangential- 
durchschnitt im Beriihrungspunkt einen dreifachen Punkt zeigt. 
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giebt es eine B, = (4)B,, die vierfache Tangentialebene, welche diese 
Anzahl nicht verindert. Schliesslich bilden noch, beim Durchgang 
durch einen Knotenpunkt, die von diesem Punkte aus an die Fliiche 
gefiihrten Doppeltangentialebenen, eben so viele (2)B,, bei welchen 
Uebergang vom reellen zum imaginiren stattfindet. 

Bemerkung. Es ist unschwer einzusehen, dass bei den Fliichen 
dritter Ordnung die drei erstgenannten B, alle zum Auftreten von 
Doppelgeraden, also auch eines Knotenpunktes, Veranlassung geben. 

Bei diesen Fliichen findet also Aenderung in der Anzahl der reellen 
dreifachen Tangentialebenen nur beim Durchgang durch einen Knoten- 
punkt statt. Innerhalb jeder der fiinf Hauptarten dieser Flichen ist 
also, weil die Flichen ein und derselben Hauptart ohne Durchgang 


durch einen Knotenpunkt in einander tibergehen kénnen*), diese 
Anzahl constant. 


h. Reelle Beriihrungspunkte reeller dreifacher Tangentialebenen. 
Nebst den im vorigen Beispiel beschriebenen B,, giebt es noch eine 
B, = (2)B,, welche entsteht, wenn zwei Connoden der dreifachen 
Tangentialebene zu einem Faltenpunkte zusammenfallen. Auch diese 
Singularitéit ist ausfiihrlich beschrieben in meiner ,,Theorie des plis“. 
Sie veriindert die Anzahl reeller B, um zwei, 


i. Imaginére Beriihrungspunkte reeller dreifacher Tangentialebenen. 
Im Gegensatze zu dem unter d angefiihrten analogen Beispiele in der 
Ebene beschrainken sich hier die B, = (m)B, nicht auf die eine unter 
h angegebene Singularitiit, sondern auch die unter g erdrterten Singu- 
larititen, mit Ausnahme der zweiten, die zu einer hGhern Annahme- 
Ordnung iibergeht, bleiben hier bestehen. 

j. Geraden einer Fliiche dritter Ordnung. Die einzige B, ist mit 
dem Auftreten eines Knotenpunktes verbunden. Sie ist eine sechsfache 
(2) B,. Bekanntlich spalten sich die reellen Doppelgeraden des Knoten- 
punktes bei Verbindung in reelle, bei Trennung in imaginiire Geraden. 

Die hier angefiihrten Beispiele**), die sich selbstverstiindlich un- 
beschriinkt vermehren lassen, wenn andere Mannigfaltigkeitssysteme 
z. B. Raumeurven, Flichen gegebener Ordnung wnd Classe, Regel- 
Hiichen, u. s. w. herbeigezogen werden, beziehen sich alle auf pro- 
jectivische Singularitiiten. Bei nicht projectivischen, z. B. Umbilical- 
punkten der Flichen, Apsiden der Curven, kann auch die Lage in Bezug 
auf die unendliche Ebene oder auf die Kreispunkte zum Auftreten 


*) F. Klein, Ueber Flichen dritter Ordnung, Math. Ann. Bd, VI, § 6. 

**) Schliesslich sei noch auf Walther Dyck’s Untersuchungen iiber die Cha- 
rakteristik ein-, zwei und mehrdimensionaler Mannigfaitigkeiten in den oben 
citirten Beitrigen hingewiesen. Die B, wo die Charakteristik sich andert, nennt 
er sehr gliicklich die Sprungstellen der Charakteristik, 
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gewisser B, = (m)B, Veranlassung geben, wie z. B. die Apsiden der 
Curven wenn sie die unendliche Gerade erreichen. 

Von grosser Bedeutung wird es immer sein, wenn es sich zeigen 
sollte, dass zwei verschiedene B, alle ihre Singularititen B,=(m) B, 
gemeinsam haben, oder doch wenigstens diejenigen, die eine Aenderung 
der Anzahl der reellen B, bewirken, also die eigentlichen Sprungstellen 
dieser Anzahl. Dann kann es méglicherweise gelingen, Beziehungen 
zwischen den Anzahlen der reellen B, beiderlei Art aufzustellen, die 
ganz allgemeingiiltig bleiben, weil sie bei Ueberschreitung der ver- 
schiedenen B, erhalten bleiben.*) Ein einziger Fall dieser Art ist vou 
F. Klein in seiner oben citirten Abhandlung ,,Eine neue Relation 
zwischen den Singularitiiten einer algebraischen Curve“ angegeben. 
Vergleicht man namlich die unter a und d erérterten B,, dann sieht 
man, dass die reellen Wendepunkte der Curven n'* Ordnung und die 
imaginiren Beriihrungspunkte ihrer reellen Doppeltangenten jede nur 
eine einzige B, = (m)B, besitzen, welche Aenderung in ihrer Anzahl 
verursacht, und dass diese B, beiden gemeinsam ist. Deformirt man 
nun diese B,, dann zeigt sich, dass die Swmme der beiden Anzahlen 
niemals Aenderung erleidet. 

Der grosse Reichthum an Singularitiiten der Flaichen »'** Ordnung 
schien mir anfinglich auf diesem Gebiete eine reiche Ernte zu ver- 
sprechen. Diese Erwartung wurde nicht erfiillt und die Ursache davon 
ist mir deutlich geworden. Umbilicalpunkte, Fleflecnodalpunkte, drei- 
fache Tangentialflichen, Faltenpunkte, Schnittpunkte der Connodalcurve 
mit Spinodal- und Flecnodulcurve, kurz, alle von mir untersuchten 
Singularitiiten B, der algebraischen Flichen, besitzen neben den 
Osculations- und Knotenpunkten, die fast™bei allen als B, = (m) By 
auftreten, ihre eigenen Doppelsingularititen B, == (2) B, und sie 
gewinnen und verlieren ihre Realitét unabhingig von einander bei 
Ueberschreitung dieser Doppelsingularitiiten. Nur wenn durch Be- 
schriinkung der Ordnungszahl », diese Doppelsingularitiiten in Wegfall 
kommen, sind vielleicht noch mehrere Beziehungen aufzufinden, analog 
mit der Beziehung f—j—3**), die ich in meiner Abhandlung ,,Ueber 
Faltenpunkte“ zwischen den Anzahlen f und j der reellen Falten- 
punkte und der reellen Geraden der Fliichen dritter Ordnung nachgewiesen 


*) Auch wenn es gelingen sollte mehrere verschiedene By so zu wiihlen, dass 
jede B,==(m)B,, welche die Anzahlen der reellen By veriindert, sich wenigstens 
auf zwei verschiedene By bezige, so wiire es méglich solche Beziehungen auf- 
zufinden., 

*t) Vergleiche oben die Beispiele f, Bemerkwng und j. Fiir Flichen dritter 
Ordnung ist der Doppelpunkt fiir beide By die einzige B, = (m)By, die Aenderung 
der Anzahl reeller By bewirken kann, und bei niherer Betrachtung sieht man 
sofort, dass dabei f —j constant bleiben muss. 
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habe. Kaum lisst sich erwarten, dass es médglich sein wird, 
wenigstens bei algebraischen Fliichen, Relationen aufzufinden, die sich 


der von Klein abgeleiteten, in ihrer schénen Allgemeinheit zur Seite 
stellen lassen. 


§ 4. 
Ueber die Zerlegung der Singularitéten B,(q > 1). 


Ohne eine einigermassen vollstiindige Theorie dieser Zerlegung 
geben zu wollen, beabsichtigen wir in diesem Theile unserer Arbeit 
das in § 1 und 2 iiber diesen Gegenstand gesagte durch einige Bei- 
spiele etwas niher zu beleuchten. Voran gehe die Bemerkung, dass 
der algebraische Weg um eine Zerlegung zu erreichen, welcher darin 
bestiinde, dass, nach Aufstellung der Gleichungen (4) § 2, diese so 
umgeformt wiirden, dass jede fiir sich eine 
einfache Bedeutung erhielte, wohl immer viele «? 
Schwierigkeiten bieten wird. In einigen Fiillen  \ 
aber ist es méglich, das Resultat geometrisch 
vorherzusagen. 

So z. B. beim Flecnodalpunkt der ebenen 
Curven n'** Ordnung. Ein solcher Punkt (ein 
Doppelpunkt, wo eine der Tangenten dreipunktig 
beriihrt) ist eine B,. Die Betrachtung der bei 
linearen Deformationen auftretenden Curven- 
gestalten a, b, c der Fig. 1, zeigt hier sofort, 
dass, weil zwei Wendepunkte verloren gehen, 
der Durchgang durch diese Singularitaét sich 
in den beiden Durchgiingen durch einen Doppelpunkt und durch einen 
Doppelwendepunkt zerlegen lisst, und die algebraische Analyse der 
Gleichungen (4) wiirde ohne Zweifel zu demselben Resultate fiihren. 

Schon etwas anders verhialt sich die Sache beim Fleflecnodalpunkte, 





Fig. 1. 
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Fig. 3. 
wo beide Zweige des Doppelpunktes je einen Wendepunkt besitzen. 
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Den Durchgang durch diese B, kann man, in Uebereinstimmung mit 
dem Umstande dass vier reelle Wendepunkte verloren gehen kénnen 
(Fig. 2), dass aber auch die Anzahl reeller Wendepunkte unverindert 
bleiben kann (Fig. 3) in zwei Durchgiinge durch Doppelwendepunkte 
und eimen Durchgang durch einen Doppelpunkt zerlegen. Diese geo- 
metrische Zerlegung lasst sich aber nicht ohne weiteres durch ein 
Gleichungensystem (4) darstellen. 


§ 5. 
Zerlegung der Spitze und des biplanaren Knotens. 


Wichtiger scheint mir die nachfolgende Zerlegung der Spitze. 
Wir werden niimlich zeigen, dass der lineare Durchgang durch eine 
Spitze aus zwei Durchgingen durch Doppelpunkte besteht, die aber 
beide zugleich vermieden werden kénnen. 

Fiir die Gleichung einer Curve in der Nahe einer Spitze kénnen 
wir schreiben: 


(5) egy” + dx + daa*y +--+ = 0. 
Betrachten wir also die lineare Deformation (vergl. § 2): 


(6) Fa, + kay + (B,+hB,)% + (B,+hB,')y + (y, +hyy')2? 
+ (Yo+hyy)xy + cy? + da + day +--+ =0, 

wo die griechischen Buchstaben, wie immer weiter unten, kleine Gréssen 
vorstellen, dann ist es deutlich, dass wihrend dieser Deformation, im 
Augenblicke wo k = 0, desto naher an der Curve mit Spitze vorbei- 
gestreift wird*), je kleiner a,, B,, B., y,~und 7. 

Zur Bestimmung der bei der Deformation iiberschrittenen Doppel- 
punkte dienen die Gleichungen : 

oF éF 

(|) | 30 = 93 a7 F=0. 

Wenn wir in diesen Gleichungen, weil uns das Gréssenverhiiltniss 
der kleinen Gréssen x, y und der durch die griechischen Buchstaben 
bezeichneten Gréssen jetzt noch unbekannt ist, nur sdlche Glieder ver- 


*) Man denke hier wieder an den friiher in einer Note zu § 2 angedeuteten 
mehrdimensionalen Raum, Weil die Deformation durch Aenderung der Grisse k 
um eine Constante nicht wesentlich beeinflusst wird, so ist es keine Beschriinkung, 
wenn wir annehmen, dass man sich fiir k = 0 so dicht in der Nahe einer Curve 
mit Spitze befindet, als es die gegebene Deformation erlaubt. Sehr kleine Werthe 
von 0, 6, Be, 71, Ye bedeuten dann, dass man hart an einer Curve mit Spitze 
vorbeistreift, und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, werden, wenigstens bei 
geeigneter Stellung der Coordinatenaxen, alle die Grissen a,, B,, Be, y1, Ye sehr 
kleine Werthe bekommen. 
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nachliissigen, die sich gegen Glieder, die wir beriicksichtigen, als 
unzweifelhaft von héherer Ordnung nachweisen lassen, dann erhalten wir: 


(8) B, + kBY + 3d,x* + 2d,xy + dy? =0, 
(9) B, + kB, + 2¢,y + d,a? = 0, 
(10) a+kea,’ +oy + 4,2°+ d,2?y¥=—0. 

Durch Substitution von y aus (9) in (8) und (10) erhalten wir aber: 
(11) B, + kB, + 3d,2? = 0, 
(12) a, +ha,’ +d, =0 
und kénnen daraus schliessen, dass: 

+ eal ten 

(13) k= a + x, 
(14) go + VY sash +&. 


Ein angeniherter Werth fiir y liesse sich aus (9) berechnen, und 
mittelst (6) kénnten dann die zwei, mit den beiden Werthen fiir x 
correspondirenden , Werthe fiir x berechnet werden. 

Wenn nun: 

os By’ =e “Ba 
(15) 3d, ~ a > 0, 
dann zerlegt sich der Durchgang den wir betrachten, und der hart 
an einer Curve mit Spitze vorbeistreift, in zwei Durchgiinge durch ge- 
wohnliche Doppelpunkte, und weil weiter in erster Anniherung: 

. SF &F ( &F 
(16) oat Oy? dady 
so ist der eine dieser Doppelpunkte ein isolirter Pankt, der andere ein 
Doppelpunkt mit reellen Zweigen. 

Wenn hingegen: 


” @, By a,’ B 
(17) Bde,” ‘ < 0, 


P= 24d,¢, 2, 


dann werden diese beiden Durchgiinge imaginar, d. h.: sie finden nicht 
statt, denn wihrend der linearen Deformation erhilt & nur reelle 
Werthe. 

Nehmen wir «@,’, B,', B.'; y;, v2 als gegeben an, dann ist es 
deutlich, dass wir durch geeignete Wahl der Gréssen a, , B,, B., 71, V2 
zwei lineare Deformationen erhalten kénnen, die so dicht, wie wir es 
wollen, neben einander herlaufen, wovon aber die eine durch reelle 
Doppelpunkte fiihrt, die andere nicht. 

Weil diese beiden Deformationen dann sehr hart an einer Curve 
mit Spitze vorbeifiihren, ist es erlaubt @,, B,, B., 7,, V2 als kleine 
Gréssen auch in Hinsicht auf a,’, B,’, B,’, y;', vy. zu betrachten. Dann 
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muss es aber im Allgemeinen mdglich sein, vom Anfangspunkte der 
einen Deformation zum Anfangspunkte der anderen auf continuirlichem 
Wege iiberzugehen, ohne dass ein Doppelpunkt auftritt. Betrachten wir 
z. B. die Anfangspunkte als durch k = + 1 charakterisirt und erhalten 
wir & constant, dann wird wihrend der Aenderung der Werthe a,, B,, 
Bo, ¥1> Yo die zum Auftreten eines Doppelpunktes nothwendige Be- 


dingung (13) niemals erfiillt, weil = immer klein bleibt. 


Dasselbe gilt von den ee ily wo k=—1. Wir kénnen 
also den Satz aussprechen: Es ist im allgemeinen miglich vom An- 
fangspunkte einer linearen Deformation in der Néhe einer Curve mit 
Spitze zwm Endpunkte continuirlich tiberzugehen ohne Durchgang durch 
Doppelpunkte. 

Um die Bedeutung dieses Satzes niiher zu beleuchten, denken wir 
uns die Curven n'* Ordnung dergestalt in Gruppen eingetheilt, dass die 
Curven ein und derselben Gruppe ohne Ueberschreitung eines Doppel- 
punktes, in einander umgeformt werden kénnen. Aus dem oben be- 
wiesenen Satze geht dann hervor, dass von einer gegebenen Curve mit 
Spitze aus durch geringe Deformation nur zwei dieser Gruppen erreicht 
werden kénnen. 

Wahlt man niimlich eine lineare Deformation mit reellen Doppel- 
punkten, die an der Spitze vorbeistreift, dann gehéren End- und 
Anfangscurve zur selben Gruppe. Nur die zwischen den beiden Durch- 
giingen durch Doppelpunkte sich zeigenden Curven gehéren nothwendig 
einer andern Gruppe av, Sie besitzen niimlich einen geschlossenen 
Zweig ‘mehr, der bei der Ueberschreitung des einen Doppelpunktes 
entstehend, bei der des andern wieder verloren geht. 

Bemerkenswerth ist es, dass die acht Wendepunkte einer Spitze 
eben geniigen, um diese Ueberschreitungen zu erméglichen. Sechs 
Wendepunkte, die imaginir bleiben, treffen im isolirten Punkte zusam- 
men, vier dieser sechs vereinigen sich im andern Doppelpunkte mit 
zwei stets reell bleibenden. 

Auch sei nogh darauf hingewiesen, dass es ausser der Spitze keine 
anderen zweifachen Doppelpunkte giebt. Die lineare Deformation in 
der Nahe eines Doppelpunktes : 


dja? + day + dy +--+ —=0 

kann niimlich, wie man auf algebraischem Wege leicht beweist, nur dann 
die Ueberschreitung zweier Doppelpunkte veranlassen, wenn 4d, d,—d,”. 

Nahezu analog mit der Zerlegung der Spitze im Systeme der 
Curven in der Ebene, verhiilt sich die des biplanaren Knotenpunktes 
im System der Fliichen im Raume, mit dem Unterschiede aber, dass 
hier zwei Fille unterschieden werden miissen, je nachdem der biplanare 
Knoten reelle oder imaginiire Tangentenebenen zeigt. In beiden Fallen 
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zerlegt sich der Durchgang in zwei Durchgiinge durch Knotenpunkte, 
die auch vermieden werden kénnen, im ersteren aber besitzen beide 
Knotenpunkte reelle Tangentenkegel, im gweiten ist einer der Knoten- 
punkte ein isolirter Punkt. 


§ 6. 
Deformation des m-fachen Punktes. 


Der m-fache Punkt ist eine B, . Sie zerlegt sich in (m—1)? 
= ™(m+1)—2 
Durchginge durch Doppelpunkte, von welchen Doppelpunkten aber, 
wenn m eine ungerade Zahl ist, héchstens 2(m—1), wenn m gerade 
ist, héchstens m — 1 reell sein kénnen. Dieses zu beweisen schreiben 
wir die Gleichung der in Deformation begriffenen Curve: 
(18) Fa, + he,’ +(B, +4B,)2+(B, +k By')y +--+ An+-++=0. 
Doppelpunkte treten auf, wenn: 


(19) ay + hey +++ Hy +--+ =, 
(20) B+ kB +--+ E+... —0, 
(21) ee ee 


Wegen (20) und (21) miissen z und y, in Hinsicht auf die durch 
griechische Buchstaben angedeuteten Grossen von der Gréssenordnung 


"y a sein. Dann miissen aber, wegen (19) alle Durchgiinge in der 
Nahe des Werthes: 


(22) bk =m — = =k, 
stattfinden. 
Setzt man jetzt: 
Kk, By ’ 
(23) — eee Pi | — Bk By =e, 


dann lassen sich die Coordinaten der Doppelpunkfe berechnen aus 
den Gleichungen: 


oH oH, 


(24) ja +P ae 0 
und 

oH,, 
(25) — é, 


woraus das oben gesagte mit Leichtigkeit abgelesen werden kann. 
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§ 7. 
Deformation des dreifachen Punktes. 


Ausfiihrlicher haben wir den dreifachen Punkt untersucht. Bei 
gehériger Wahl der Coordinatenaxen ist: 


(26) H, = dx + d, xy’. 
Die Doppelpunkte miissen also berechnet werden aus: 
(27) : 3d,x? + d,y? + 2pd,zy = 0 
und 
(28) 2d, xy = &, 
Aus (27) ergiebt sich: 
(29) y= (— p+ / — so + r’) © wx 
und dann aus (28) 
(30). 2d,ux? =. 
Besitzt der dreifache Punkt drei reelle Zweige, ist also 3 negativ, 


dann giebt es, weil die beiden uw entgegengesetzte Zeichen haben, 
immer zwei und nur zwei reelle Doppelpunkte, und zwar mit reellen 
Zweigen, weil nimlich: 
2 \ 2H Sr 

(31) ica) - $4 sgt a Ady? — 12d, d,2" 
also positiv ist. 

Dieses Resultat findet durch Betrachtung der Figur 4, wo die 
Anfangs- und Endcurve einer linearen Deformation in der Nihe eines 
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Fig. 4, 
dreifachen Punktes mit reellen Zweigen eingezeichnet sind, seine ein- 
fache Erklirung. Man beachte nur die bei diesen Curven a und ¢ 
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zwischen den F'lachentheilen (1)—(6) bestehenden Verbindungen. Die 
Ankniipfung der bei der Endeurve c bestehenden, bei der Anfangs- 
curve a fehlenden Verbindungen fordert zwei Doppelpunkte mit reellen 
Zweigen. 

Auch ist auf diese Weise leicht einzusehen, dass wahrend der 
Deformation eines m-fachen Punktes mit m reellen Zweigen, m — 1 
reelle Doppelpunkte mit reellen Zweigen auftreten miissen, und dass 
diese Anzahl im allgemeinen auch nicht grdsser sein kann; denn wiire 
sie das, dann wiirden bei einer Deformation wo p denselben, ¢ den 
entgegengesetzten Werth — <« erhielte, weniger als m—1 reelle 
Doppelpunkte auftreten miissen, weil die Summe der reellen Lésungen 
der Gleichungen (24) und (25) fiir diese beiden Werthe von ¢ héchstens 
2(m—1) sein kann. 

Wir kehren jetzt zum dreifachen Punkt zuriick und betrachten 
den Fall, dass dieser nur einen reellen Zweig besitat. Dann ist 4 
positiv, und die beiden Werthe von w haben also das gleiche Zeichen ; 
dann miissen aber, wegen (30), die vier Doppelpunkte alle reell oder 
alle imaginir sein. Weil nun aber: 

(32) eF y- oF oF 


Oady 62 jy? — (4d,? uw? —_ 12d, d,) x? 


ee “ rarer 
—+8d2-(—pt+f—*4 4 p')./— a, +P 2 
Bday ; 
=—+4d2/— 3 + p’, 
so miissen sich von den vier reellen Durchgingen immer zwei auf 
Doppelpunkte mit reellen Zweigen und zwei auf isolirte Punkte be- 


- giehen, und es ist nicht ohne Interesse die Reihenfolge dieser Durch- 
giinge kennen zu lernen. 


Um dieses Resultat zu gewinnen, setzen wir (vergleiche (22)) 
(33) k= — +x; 


dann muss * berechnet werden aus (18). Durch Substitution der 
Werthe von 6, + &B,’ und B, + 48,’ aus (20) und (21) erhalten wir so: 


dH 

(34) on, ~o-—— —¥ Son + Hn tos —=0, 
also: 
(35) xa, = (m—1)H, = 2H, = 2(d, x°+d, xy’) = 2(d, +?d,) 2°. 

Nun gehéren aber wegen (30) zu jedem bestimmten Werthe von 
wu zwei gleiche im Zeichen entgegengesetzte Werthe von x. Hieraus 
ergiebt sich mit Leichtigkeit, dass mit dem einen Werthe von u die 
beiden fussern, mit dem andern die beiden innern Durchgiinge corre- 
spondiren miissen. Aus (32) kann aber geschlossen werden, dass zu 


























Ueber Zerlegung von Singularitiiten. 303 


ein und demselben Werthe von u Doppelpunkte gleicher Art gehéren. 
Von den vier Durchgingen beziehen sich also entweder die beiden 
fiussern oder die beiden innern auf isolirte Punkte. Dass es immer 


die beiden fiussern sind, kann aber folgendermassen bewiesen werden. 
Wir setzen: 


(36) 4 —-—pt+f—%4 84 4 t= —p—f— Ah +p , 


dann werden wegen (33) und (35) mit mw, die fussern oder innern 
Durchgiinge correspondiren, je nachdem der Ausdruck: 


(37) 4(d, my? ds)? - a,° — 4(d,4+-m,7d;)? + 228 
positiv oder negativ ist. 
Mittelst (30) kann dieser Ausdruck umgeformt werden in: 


(38) Srerers {y? (thy? thy tly + og”) + 2d, dy w,2e.? — di? u,3 4,5} 


oder weil: 


¢ © 3d © f “Bd, 9 
(39) Hy + a= — 25 yy Gs He — ideo “a + 


in: 
48 3d Ba esi, 
(40) ee eed, er os 
Er ist also positiv, wenn > oder (weil d, und d, gleiche Zeichen 
1 


haben) d,¢ negativ ist. Dann correspondiren mit w, die dussern Durch- 
giinge, aber auch, wegen (32), die isolirten Punkte. Ist dagegen d,« 
positiv, dann uerempondizen die iussern Durchgiinge mit u,, sugieiah 
aber auch die isolirten Punkte. 

In Uebereinstimmung mit diesem Resultate haben wir in Figur 6 
den Vorgang der linearen Deformation mit vier reellen Doppelpunkten 
vorgestellt. Man soll sich den isolirten Zweig der Curve b aus einem 
isolirten Punkte entstanden denken. Mittelst eines Doppelpunktes mit 
reellen Zweigen wird er dann wieder in die Curve c aufgenommen. 
Von dieser Curve ¢ ist dann spiiter der isolirte Zweig d abgeschniirt, 
der sich schliesslich zu einem isolirten Punkte zusammenzieht und dann 
verschwindet. 

Um nun einzusehen, dass die isolirten Zweige sich jedesmal auf 
der Seite der Curve befinden miissen, wo wir sie gezeichnet haben, 
beachte man, dass wihrend einer linearen Deformation die Function F’ 
der Gleichung (18) fiir einen bestimmten Punkt der Ebene, weil sie 
in Bezug auf & linear ist, nur einmal das Zeichen wechseln kann. 
Wenn wir aber die Deformation geniigend weit in der einen Richtung 
fortsetzen, wird diese Function positiv, in der andern Richtung negativ 
in allen bis auf endliche Entfernung vom Ursprunge der Coordinaten 


20* 











304 D, J. Korrewea, 


gelegenen Punkten. Daraus geht hervor, dass bei Deformation in der 
einen Richtung die Flichentheile, wo F' positiv ist, in der anderen 
Richtung die, wo F’ negativ ist, sich fortwiihrend auf Kosten der iibrigen 
ausbreiten. 

Dann muss aber ein aus einem isolirten Punkte entstehender 
isolirter Zweig dem Curvenzug sozusagen immer vorauseilen, ein ab- 
geschniirter Zweig hingegen hinter ihm zuriickbleiben. 


§ 8. 
Ueber die Maximalanzahl der in einer Curve mit dreifachem Punkte 
zusammenstossenden Curvengruppen. 


Wir denken uns jetzt wieder die Curven n'* Ordnung dergestalt 
in Gruppen eingetheilt, dass die einer und derselben Gruppe ohne 
Ueberschreitung eines Doppelpunktes in einander umgeformt werden 
kénnen. Man kann sich dann fragen, wieviele dieser Gruppen von einer 
Curve mit dreifachem Punkte aus durch geringe Deformationen erreicht 
werden kénnen. Diese Fragen werden wir nur mit einem Vorbehalt 
zu lésen versuchen. Auch wenn es sich niimlich gezeigt hat, dass 
zwei bestimmte Curvengestalten durch geringe Deformationen nicht 
ohne Ueberschreitung eines Doppelpunktes in einander iibergehen 
kénnen, bleibt immer noch die Méglichkeit bestehen, dass sie durch 
endliche Deformation, z. B. durch Drehung der ganzen Ebene, ohne 
eine solche Ueberschreitung in einander umgeformt werden kénnen, 
also schliesslich doch zu derselben Gruppe gehéren. Nur wenn die 
Anzahl der geschlossenen Zweige verschieden ist, kann diese Méglich- 
keit ohne weiteres geleugnet werden. 

Auch unter diesem Vorbehalt wird die Beantwortung noch dadurch 
etwas verwickelter, dass neben dem allgemeinen schon im vorigen 
Paragraphen untersuchten Falle, noch ein besonderer Fall linearer 


Deformation zu beriicksichtigen ist, der Fall nimlich, dass fiir k, —— =, ; 
i 


ausser a -+k,@, zugleich 6, -+4%,8,) und 6,+ 4,8, verschwinden 
oder doch zu einer geringeren Gréssenordnung iibergehen. In den 
Gleichungen (20) und (21) miissen dann auch Glieder héherer Ordnung 
in Betracht genommen werden und es zeigt sich, dass die Coordinaten 
der vier Doppelpunkte aus: 


(41) By +h, By +2 (y+ yy) @ + (vo +h 72')y + 3d, 2" + day? = 0 


und 


(42) p, +k, B, + (Yok ye )@ + (Ys +hyys)y + 2dzxy = 0 
berechnet werden miissen. 
Dass nun dieser Fall, wenn der dreifache Punkt drei reelle Zweige 
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d pi, ene 
hat, wenn also =~ negativ ist, wirklich zu neuen Curvengestalten 
8 


Veranlassung giebt, kann leicht nachgewiesen werden. Die beiden 
Gleichungen (41) und (42) stellen dann zwei Hyperbeln dar. Beobachtet 
man die Richtung der Asymptoten dann wird es deutlich, dass diese 
Hyperbeln sich immer in wenigstens zwei reellen Punkten schneiden 
miissen, dass sie sich aber, wenn man frei iiber die mit griechischen 
Buchstaben angedeuteten Gréssen verfiigen kann, auch in vier reellen 
Punkten schneiden kénnen. 

Die Betrachtung der Figur 4 zeigt dann weiter, dass diese vier 
Durchgiange aus drei einander folgenden Durchgiingen durch Doppel- 
punkte mit reellen Zweigen und einem vorhergehenden oder nach- 
folgenden Durchgang durch einen isolirten Punkt bestehen muss. 

Um das einsehen zu kénnen, bemerken wir erstens, dass wegen 
der am Ende des vorigen Paragraphen bewiesenen Higenschaft der 
linearen Deformation -eine wahrend einer solchen Deformation einmal 
entstapdene Verbindung zwischen den Flichentheilen nicht wieder 
aufgelést werden kann, ¢weifens dass ein isolirter Curvenzweig*) nur 
dann vorhanden sein kann, wenn die Flichentheile, wo die Function F’ 
der Gleichng (18) das innerhalb des isolirten Curvenzweiges sich vor- 
findende Zeichen hat, unter einander, wenigstens in der Nihe des 
Coordinatenursprunges, unverbunden sind. Wiiren z. B. bei negativem 
Werthe der Function ¥ innerhalb dieses Zweiges, die beiden negativen 
Fliichentheile (2) und (4) verbunden, dann wiirde eine den isolirten 


‘ " Ps 
oO 
{6 
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y, 
Fig. 5. 


Zweig durchschneidende Gerade, welche die endliche Entfernung vom 
Ursprunge in den einander gegentiberliegenden Flichentheilen (3) und (6) 


*) Dass ein solcher Curvenzweig auftreten kann, zeigt z. B. die Gleichung: 
ay — Bx? — Bay* + H+ --- =0. 
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erreicht, die Curve fiinfmal in geringer Entfernung vom Coordinaten- 
ursprunge schneiden, was offenbar bei einem deformirten dreifachen 
Punkte nicht vorkommen kann. 

Nun ist es aber deutlich dass, wenn einmal entstandene Ver- 
bindungen nicht wieder gelést werden, ein Uebergang von der Curven- 
gestalt a der Figur 4 zur Curvengestalt ¢ mittelst vier Durchginge 
durch Doppelpunkte unméglich ist, ohne dass dabei ein isolirter Zweig 
entsteht. Es muss bei einem solchen Uebergange dann nothwendig, 
weil jede andere Lage des isolirten Zweiges ausgeschlossen ist, 
entweder die Figur 5, oder die damit iibereinstimmende Figur, 

wo die Flachentheile (2), (4) 

’ und (6) mit einander verbun- 

: den sind, entstehen. Bei Fort- 

setzung der Deformation in der 

einen Richtung zieht sich der 

isolirte Zweig dieser Figur in 

. einen isolirten Punkt zusam- 

*, men, in der anderen Richtung- 

i : kommen drei Verbindungen mit- 

i : telst Doppelpunkte mit reellen 
a iis j : Zweigen zu Stande. 

. ti i : Wenn wir jetzt eine Ueber- 

2 | sicht nehmen tiber die verschie- 

. | ‘ : denen Curvengestalten, die durch 

\ i > geringe Deformation*) an einem 
dreifachen Punkte mit drei reellen 
Zweigen entstehen kénnen, dann 
erhalten wir nicht weniger als 
sieben Gruppen, die, wenigstens 
mittelst gerincer Deformation, 
nicht ohne Ueverschreitung eines 
Doppelpunktes in einander itber- 

eo *& % gehen kénnen. Erstens hat man 

~~ © die beiden in Figur 4 skizzirten 
Curvengestalten, zweitens die beiden, die durch Einzeichnung eines 
solirten Curvenzweiges, wie in Figur 5, daraus entstehen, drittens hat 
man die Curvengestalten die sich dadurch auszeichnen, dass zwischen 
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*) Dass auch die bis jetzt noch nicht untersuchte Deformation: 
(Bx +hB,)@ + (B2+kB:)y +---+ Hy +---=0 
keine neuen Curvengruppen liefern kann, geht am einfachsten daraus hervor, dass 


man jede bei ihr auftretende Curve auch in einer Deformation aufnehmen kann, 
fiir welche a, -+ ke, nicht fortgefallen ist. 
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den Flichentheilen (1)—(6) der Figur 4, resp. die Verbindungen (1), 
(3) und (4), (6); (1), (5) und (2), (4); (4), (6) und (2), (6) bestehen, 

Dass nun aber wirklich zwei zu derselben Gruppe gehérige Curven 
immer ohne Ueberschreitung eines Doppelpunktes in einander um- 
geformt werden kénnen, wird sehr leicht eingesehen, wenn wir sie 
beide, was immer méglich ist, in dieselbe lineare Deformation auf- 
nehmen. 

Viel einfacher verhilt sich die Sache bei der Deformation eines 
dreifachen Punktes mit einem einzigen reellen Zweige. Wegen (41) 
und (42) sind hier, ausser den Deformationen ohne und mit vier Doppel- 
punkten auch solche mit zwei mdglich, Weil nun die Curven } und 
d der Figur 6 unmdglich zu ein und derselben Gruppe gehdren 
kénnen, so mtissen es die beiden ersteren und die beiden letzteren 
Durchgange sein, die umgangen werden kénnen. Es gehéren also 
die Curven a,c,e zur selben Gruppe und es kénnen von einer Curve 
mit einem solchen dreifachen Punkte aus nur drei verschiedene Curven- 
gruppen erreicht werden. 


Amsterdam, 16. December 1891. 











Bemerkung tiber einen Punkt in Riemann’s ,,Theorie der 
Abel’schen Functionen“. 


Von 


F. FrRanxkuin in Baltimore. 


In Riemann’s Abhandlung ,,Theorie der Abel’schen Functionen“ 
(Erste Abtheilung, § 4) wird die Ableitung der Integrale zweiter 
Gattung aus den Integralen dritter Gattung mit folgenden Worten 
besprochen: ,,Wenn man dann @(é,, €) so nach 2, differentiirt, dass 
die reellen Theile der Periodicitiitsmoduln (oder auch p von den 
Periodicititsmoduln) und der Werth von @(é,, ¢,) fiir einen beliebigen 
Punkt der Fliche 7 constant bleiben, so erhilt man eine Function 


— . . 1 . 
t(é,), die in e, unstetig wie —-— wird.“ 
~ a 


Dieser Differentiation liegt offenbar die Voraussetzung zu Grunde, 
dass @(e,, €,) — und zwar jeder Zweig von @(é,, €,) — als Function 
von g, und den andern bestimmenden Gréssen betrachtet, sich als 
monogene Function von g, verhilt, wenn jene andere Gréssen con- 
stant bleiben. Diese Voraussetzung trifft indessen nicht zu, wenn die 
reellen Theile der Periodicitiitsmoduln constant bleiben. Ein Periodi- 
citétsmodul kann nimlich als Differenz zwischen den Werthen von 
zwei Zweigen der Function @ in demselben Punkte der Fliche auf- 
gefasst werden, und wenn die Function monogen in Bezug auf 2, 
wiire, so wire auch diese Differenz monogen, Da aber der reelle Theil 
dieser Differenz sich nicht andert, ist ihr Differential stets rein imaginir, 
wie man auch das Differential von 2, wihlen mag; die Differenz ist 
also nicht eine monogene Function von ¢,, wenn sie nicht eine Con- 
stante ist. Wenn man also die Monogenitiit von @(¢,, €,) als Function 
von ¢, bei Festhaltung der reellen Theile der Periodicitiitsmoduln 
voraussetzt, ist man zu der Folgerung gezwungen, dass die Periodicitiits- 
moduln alle constant sind, was, wie man leicht sieht, unméglich ist. 

Der Fall wo an Stelle der reellen Theile der Periodicitiitsmoduln p 
von den Periodicititsmoduln festgehalten werden, ist selbstverstiindlich 
einem ihnlichen Einwande nicht unterworfen. 


Koénigsberg i. Pr., den 16. Marz 1892. 











Ueber einen fundamentalen Satz der Lehre von den endlichen 
Gruppen linearer Substitutionen. 


Von 


Hernricn BurKwarpt in Gottingen. 


Vor langerer Zeit schon hat Hr. Klein*) eine Methode angegeben, 
um solche homogene ganze Functionen: 
° ae orn * 
von ” Variabeln 2,, 2... %, zu bilden, welche eine vorgegebene 
Gruppe [ linearer homogener Substitutionen erfahren, wenn man die x 
einer zu dieser isomorphen Gruppe G solcher Substitutionen unterwirft. 
Er geht dabei aus von einer ganzen homogenen Function der x: 


P(X, Ly + Be); 
welche nur einer Bedingung zu geniigen hat: es diirfen nimlich 
zwischen den Werthen, welche sie bei den Substitutionen der 2 an- 
nimmt, gewisse lineare homogene Relationen mit constanten Coeffi- 
cienten nicht bestehen. Die Methode witrde versagen, wenn diese 
Relationen in einem gegebenen Fall fiir jede Function » erfiillt wiren; 
es soll in dieser Note gezeigt werden, dass das nicht eintreten kann. 


I. Es sei N die Ordnung der Gruppe G, = die Ordnung der 
Gruppe [, v seien die zu den y contragredienten Variabeln. Die 
Variable v, wird dann in sich iibergefiihrt werden bei den =n 


Operationen einer gewissen Untergruppe [’ von [; dieser wird bei 
der vorausgesetzten isomorphen Beziehung von [f auf G eine Unter- 


gruppe G’ von G@ entsprechen, deren Ordnung =. =m ist. Wir 


wollen nun zuniichst zeigen, dass es immer Functionen der x giebt, 
welche bei jeder Operation von G’ ungedndert bleiben, bei jeder andern 
Operation von G aber ihren Werth dndern — der Untergruppe G’ 
eigenthiimliche Invarianten, wie wir sie kurz nennen kénnen. 


*) Ueber die Auflisung gewisser Gleichungen vom siebenten und achten 
Grade, dieser Ann. Bd. 15, p. 251 ff., insbes. p. 253—55 (1879). 
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Die Gruppe G wird eine gewisse Anzahl & Operationen enthalten, 
deren jede nur darin besteht, dass alle x mit einer und derselben Kin- 
heitswurzel multiplicirt werden; alle diese werden sich als Potenzen 
einer von ihnen darstellen lassen, fiir welche diese Einheitswurzel eine 
primitive K'* ist. Als Product von Potenzen verschiedener Primzahlen 
dargestellt sei: 

(1) kematbecy.... 


In G’ werden von diesen Operationen nur diejenigen k’ enthalten sein, 
welche die x mit k’'" Kinheitswurzeln multipliciren, wo: 

(2) k’ =a" bo’... 

und: a’ <a, B’<B, y’'<y... ist. Als Collineationsgruppe be- 
trachtet hat dann G die Ordnung N:k, G’ die Ordnung m:k’; die 
letztere Zahl setzen wir zur Abkiirzung =r, die erstere, die ein Viel- 
faches der letzteren ist, =r. s. 

II. Aus den m Substitutionen von G’ greifen wir ry solche heraus, 
welche auch als Collineationen betrachtet von einander verschieden 
sind (ob sie als homogene Substitutionen betrachtet eine Gruppe bilden, 
ist gleichgiltig). Ebenso greifen wir aus den N Substitutionen von 
G »r.s solche heraus, welche auch als Collineationen von einander 
verschieden sind; unter ihnen mégen die x ersten enthalten sein. Hine 
lineare Function der x: 


(3) YS Oy hy > My, +++ $F Ondy 
moége dann bei den r erstgenannten Operationen die Werthe: 
Vp» Vo ee 


und bei den r(s — 1) andern die Werthe: 
Uri) Wr+2 . ++ Wer 
Wrs—r+1) Wrs—rte eee Urs 
annehmen. Was wir zunichst behaupten, ist: die a kinnen so ge- 
wihlt werden, dass keine zwei dieser rs Werthe fiir beliebige Werthe 
der x denselben Modul besitzen. 
Angenommen nimlich, es sei der Modul des Quotienten y’ = » 


fiir alle Werthe der x gleich 1, so miisste dieser Quotient eine von 
den x unabhiangige Grosse y sein. Ist: 


(4) t= > Bix Xe (¢,4am1,2...m) 
die Substitution, welche ~ in y’ iiberfiihrt, so miisste dann: 


ner = >) Birt (¢,ham1,2...m) 
i 
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sein. Sollten diese Gleichungen fiir alle Werthe der « bestehen, so 
miisste B;, = » fir i—k und — 0 fir i 2k sein, der Voraussetzung 
zuwider, nach der (4) auch als Collineation betrachtet von der Identitat 
verschieden sein sollte. Es kénnen also die @ stets so gewihlt werden, 
dass ~ und wy’ nicht fiir jedes Werthsystem der x denselben Modul 
besitzen; folglich auch so, dass das fiir kein Paar der Werthe ¥,,%,...¥rs 
der Fall ist; und das war zuniichst zu beweisen, 

Ill. Es seien nunmehr die « in (3) dieser Bedingung gemiiss 
gewahlt; man wihle hierauf ein bestimmtes Werthsystem der x, fiir 
welche jene Moduln alle von einander verschieden ausfallen. Liner 
bekannten Schlussweise zufolge existirt dann eine Zahl ¢ von der Be- 
schaffenheit, dass aus einer Gleichung der Form 


(5) Bel + We tm ae bates 

sobald e > « ist, geschlossen werden kann, die Indices a,b... seien 
den Indices c,>..., abgesehen von der Reihenfolge gleich. Es ist 
dann: | 

(6) en ee ee 


eine Invariante der Untergruppe G’, sobald e durch k’ theilbar ist; 
und es ist eine dieser Untergruppe eigenthiimliche Invariante, wenn 
e mit k gerade k’ zum groéssten gemeinschaftlichen Theiler hat, also 
durch keine héheren Potenzen der Primzahlen a,b... als bezw. die 
a’te, B’te,. theilbar ist. Dabei kann es nicht identisch Null sein; 
denn gp) = ( wire eine Relation der Form (5). Damit ist die Existenz 
einer der Untergruppe G’ eigenthtiimlichen Invariante sichergestellt. 

IV. Eine solche Function o wéahlen wir nun als die bei Klein 
so bezeichnete Function. Dann braucht mait in der Summe 


(7) za pe 


die Summation nur iiber N: m = v, verschiedene Glieder zu erstrecken, 
indem von den urspriinglich auftretenden N Gliedern je m einander 
gleich werden. Ist dann allgemein: 


u 
(8) 00 = >) navi (jan 1,2... 9); 
so wird: = 
(9) m= > yap? (&—1,2...4). 


i=l 
Angenommen nun, einer dieser Ausdriicke sei identisch Null, so bilde 
man die Ausdriicke*): 
*) Das that in einem dhnlichen Falle schon P. Ruffini; vgl. Memorie della 
societa Italiana t. 9, art. 16 ff. (1801). 
2i* 
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(10) > 729, (b= 1, 2,38...) 
i=1 


unter den & wirkliche Exponenten verstanden. Wiiren diese auch alle 
Null, so miisste die Determinante: 

(11) [p*| = (6, Ko 1,2...) 

verschwinden. Diese Determinante ist aber gleich dem Product aus 
simmtlichen m“ und ihren simmtlichen Differenzen, also unter unseren 
Voraussetzungen sicher von Null verschieden. Es muss also auch 
mindestens einer der Ausdriicke (10) von Null verschieden sein; dieser 
ist dann eine Function Y; der verlangten Art. 

Damit ist bewiesen, was zu beweisen war: dass man néimlich stets 
Functionen Y erhalten kann, welche nicht alle identisch verschwinden. 
Der Beweis an sich wiirde einfacher werden, wenn man statt wie 
Hr. Klein von v,, von einer solchen linearen Function der v aus- 
gehen wiirde, deren N : v Werthe alle von einander verschieden sind. 
Dann wird m =r = 1 und man bedarf nicht des unter III benutzten 
Hilfssatzes; der an und ftr sich bemerkenswerthe Satz von der Existenz 
»einer der Untergruppe eigenthiimlichen Invariante“ wiirde dann als 
Corollar des Resultats erscheinen. Die Benutzung von », bietet dem 
gegentiber den Vortheil, dass der Process der Ausscheidung ungeeig- 
neter Functionen in drei Schritte (II), (III), (IV) zerlegt wird. 


Gottingen, Januar 1892. 




























Seinen aus dem Gebiete der hyperelliptischen 
Modulfunctionen. 


Dritter Theil. 
Von 


Herricn Burguarpr in Gottingen. 


Der vorliegende dritte (und letzte) Theil*) dieser Untersuchungen 
hat zum Ziele die Entwicklung der Beziehungen zwischen dem Problem 
der Dreitheilung der hyperelliptischen Functionen und dem der 27 Geraden 
der allgemeinen Fliiche dritter Ordnung. Dass beide Probleme isomorphe 
Gruppen besitzen, ist aus den Untersuchungen des Herrn C, Jordan**) 
bekannt; die effective Reduction des einen Problems auf das andere 
ist von Herrn F. Klein***) skizzirt worden. Es blieb noch iibrig, 
die dort gegebenen Andeutungen wenigstens soweit mit expliciten 
Formeln durchzufiihren, dass der Zusammenhang beider Probleme sich 
unmittelbar erkennen liess. In der That fiihrte die Weiterfiihrung der 
von Herrn Witting+) begonnenen geométrischen Untersuchung der 
Configuration im Raume der Z“ mit liniengeometrischen Mitteln zu 
einer einfachen Eigenschaft dieser Configuration, welche die gesuchte 
Beziehung sofort ergiebt. 

Demzufolge gliedert sich dieser Theil wie folgt: Der XIII. Ab- 
schnitt enthalt einige Nachtrige zum VIII. Abschnitt von (II); der 


*) Die im 36., bezw. 38. Bd, dieser Annalen erschienenen Theile werden im 
folgenden kurz mit I. bezw. II citirt; der erste wird iibrigens nur selten zu be- 
nutzen sein. 

**) Comptes rendus de I’acad. des sciences, 1869; vgl. auch traité des substi- 
tutions p. 316 ff., p. 365 ff. 

***) Journal de Liouville sér. 4, t. 4, p. 169 ff. (1887). Von den dort an- 
gekiindigten Untersuchungen des Hrn. Maschke ist der zur Austiihrung gelangte 
Theil im 33. Bd, dieser Annalen erschienen; im iibrigen tritt an deren Stelle die 
vorliegende Arbeit, Die dort ebenfalls angekiindigte Verdffentlichung des Hrn. 
Cole ist bis jetzt unterblieben. 

+) Ueber eine Configuration im Raume, auf welche die Transformations- 
theorie der hyperelliptischen Functionen fiihrt, Diss, Gétt. 1887; vgl. auch dieser 
Annalen Bd, 29, 
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XIV. vervollstindigt die genannte Untersuchung von Witting durch 
Einfiihrung der Liniencoordinaten; der XV. bringt die von Klein a. a. O. 
postulirten Ausdriicke der Invarianten der ,,Gruppe der Z“; der XVI. 
handelt von den Invarianten der ,,Gruppe der a;,“; der XVII. beriihrt 
algebraische Fragen, der XVIII. endlich schliesst die Untersuchung 
ab mit der Ausfiihrung der in Aussicht gestellten Reduction des Problems 
der 27 Geraden auf das Problem der Z. 

Ein Auszug aus der vorliegenden Abhandlung ist in Nr. 1 der 
Gottinger Nachrichten v. J. 1892 erschienen. 


XIU. Abschnitt. 
Die hyperelliptischen X,; von ungerader Charakteristik. 


§ 59. 
Von der Vermehrung der Argumente der X,,; um (2m) Perioden. 
In II, § 33, Glchg. (19) ist bereits der Hauptsache nach an- 


gegeben, was aus den X,, wird, wenn man ihre Argumente um 
(2n)* Theile der Perioden m vermehrt; fiir die folgenden Entwick- 
lungen_bediirfen wir noch einer niheren Ausfiihrung jener Angaben. 
Zu einer solchen gelangen wir am bequemsten, wenn wir den Aus- 
druck der X,, durch Thetafunctionen beniitzen. Die Charakteristik 
der vorgelegten X,, sei: 

Wi I2 


1 C= 
(1) Is 9s 


die zuzufiigenden Periodenbruchtheile seien bezeichnet mit : 


? 








(2) oe Q = a (hy @i1 + hy 2 + Nh, @;3 + Nh, wi), (é = 1, 2) 


indem unter den h beliebige ganze Zahlen verstanden werden. (Dass 
dabei die Factoren von @;3 und ,4 als durch » theilbar vorausgesetzt 
sind, thut der Allgemeinheit keinen Eintrag, da die Vermehrung der 
Argumente um Perioden-n'*! bereits in II, § 33, Glehg. (16) erledigt 
ist). Die bekannte Formel fiir die Vermehrung der Argumente der 
Thetafunctionen um halbe Perioden*) giebt dann zuniichst: 


(3) &.(no,+ Wty $B ty ts hy +o hynty, phy nty93 NV, +5 NTR) 


= CF Fo (NY, Fat, +BT2; MV, +++; MTx), 
dabei ist die neue Charakteristik: 





*) Vgl. z.B. Krause, die Transformation der hyperelliptischen Functionen 
erster Ordnung (Leipzig 1886), § 3, Glchg. 20. 
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(4) ag 9 hs, go +h, 

Is thy, Jot he, 
und die im Exponenten stehende lineare Function m der Argumente 
lautet: 


(5) pHhs (ny, + @t4, + Bt.) +h, (Mv, + & To, + B29) 
+ (hy? ty, HP 2hg hy to hy t2) + + [hs (9st hy) +h, (94+ he)]. 


Die Umformung der fiir die vermehrten Argumente gebildeten Function 
G, bedarf einiger Rechnung. Wir haben zunichst (vgl. II, § 32, 
Glehg. (19)—(21)): 


(6) —nG, (u, a = Qi) = — nG,(ui) 
2 
+> (wi + is Qi) [3 ir (hy nh; t, +h, ty) 5:2 (ho-+ mh; T..-+n hist) | 
i=1 


Zur Véreinfachung der rechten Seite bedienen wir uns der Gleichungen 
(a. a. O. Glehg. (22)) : 


Qui Qa 
“ M1 T11 M12 To into, oy Nar Ty Noe Tu="%23— @io, 
) 





2a 
M11 Ti2 A M1 2T22 = M14 — Pia 94; Nor T12 + No T22 = No 


damit erhalten wir zunichst: 
(8) —nG, (ut 2i)—= —nG,(ui) +3H, (m+ a5% )+5H, (w+ 72, ) 
+"24/ (hy @y9—h, @1)(m+i5 Q + - hy Oyo +h, 0:)(m+ 7 in 2,)|: 


Die H sind dabei ebenso aus den y gebildet, wie die 2 aus den a. 
Um das noch iibersichtlicher schreiben zu kénnen, setzen wir zur 
Abkiirzung: 


(9) P(u;)) = > Hy, (u, +—@ 1) +5 H, » (th + a Q,) 
und fiihren in die zweite ih die v und die t ein auf Grund der 
Formeln : 
(10) C9 Uy — Dyn Uy = PyoVyy yy My yy Uy = PQ VQ5 
(11) (hg @o — hy 1) 2, + (— hg @2 + hy 1) = 
(hy hs + hy hy) Pix + 0 (hs? ps0 + hshy (Dis + Par) + hy? P44); 
wir erhalten so: 


(12) — n@,(u; + - 2) = — nG&, (ut) + O(u,) 
+ nxi(hso,+ hy v2) -+-=(hy hy hgh nhs? t,, + 2mhghyt2 + hy? t2). 
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Ausserdem ist noch zu bilden: 


(13) Qara| (vy Shy PSs tb leg %42) B02 2 To} 3 (hy Toy-+h F09)) | 
= 2mi («v,+ B02) = (Iyophy Bm i [he ot yy-+(hsB-Lhy@) t2bh, B22), 
sowie endlich (II, § 33, Gl. (3); § 34, Gl. (13): 

Cop = irene (2 = Cap 
VD D” VD 


Vereinigung von (3), (12), (13), (14) giebt dann mit Riicksicht auf 
die in Il, § 32 Glichg. (24), § 33 Glchg. (3) und § 34 Glechg. (14) 
enthaltene Definition der X,, die gesuchte Formel in folgender Gestalt: 


(15) VD X93 (w+ st) — 


— a (halrbahe) —* Gn hotouhd) {oe 


(14) 








=D" e ) XS (ui. 
An derselben ist besonders zu beachten, dass die Function ® nach 
threr Definition (9) unabhiingig ist von der Auswahl des zu Grunde 


gelegten Periodensystems, sowie von den Indices a, B, die 8. Einheits- 
wurzel wenigstens von den letsteren. 


§ 60. 


Von der Unabhingigkeit der ,,Gruppe der X,,.“ von der Charakteristik. 


In II § 35 ist bereits der Satz erwaihnt: 

Die zu verschiedenen Charakteristiken gehorenden Gruppen linearer 
Transformationen der Xa sind identisch. 

Der dort angedeutete allgemeine Beweis desselben gestaltet sich 
nunmehr auf Grund der Formel (15) des § 59 folgendermassen: Es 
sei S eine Periodentransformation, welche sowohl die Charakteristik c, 
als die Charakteristik c’ in sich iiberfiihrt. Dann gilt zuniichst nach II, 
§ 34 Glchg. (2): 


a—1 n—1 
(1) XG (u; 0) = >) SD caps X{3(u; @). 
y=1 d=1 


. , Q~«C« : 
In dieser Formel ersetzen wir nunmehr uw, durch wu; + = » indem wir 


unter Q; eine Periode verstehen, welche ausgedriickt durch die alten 
primitiven Perioden @ gleich ist: 


n(h, @, + hw, + hz os +- hy a,), 
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dagegen ausgedriickt durch die neuen o’ gleich: 

(hey 0, + hy’ ' + hg’ as’ + hy’ a4’). 
Wenden wir dann beiderseits die genannte Formel (15) des § 59 an, 
so folgt: 


m—1 n—1 

(2) XS (u; @’) = >) > céays X29 (us @); 
=1 d=1 

dabei ist: : 

(3) . Capys = JCapyd, 


und j ist eine von den Indices «aByd unabhdngige 8. Einheitswurzel, 
namlich: 
(4) Sai bs (hy fa’ -fe hy’ iy byl) + (95 ha’ ta) +94 (ta'—h,)) [ 8 De) ' 

DY’ 
wo die letzte Klammer diejenige 8. Einheitswurzel bedeutet, welche 
bei S zu der in der Klammer stehenden Grésse zutritt. 

Von dieser Einheitswurzel j kénnen wir nun folgendermassen 
indirect schliessen, dass sie gleich 1 sein muss: In II, p. 183 Fussn. 
ist bereits darauf aufmerksam gemacht, dass man a priori erkennen 
kann, die Determinante der ¢,,9 miisse gleich 1 sein; von den cesya 
gilt genau das Gleiche. Die Determinante der letzteren unterscheidet 
sich aber wegen (3) von der der ersteren nur um den Factor j*. Da 
wir nun (vgl. II, p. 168 oben) uns auf den Fall eines ungeraden n 
beschriinkt haben, so folgt j = 1; die Coefficienten in (2) und die in 
(1) sind also dieselben, w. z. b. w.*) 


XIV. Abschnitt> 


Die endliche Gruppe von 51840 linearen Substitutionen im 
quaterniiren Gebiet, welche durch die Theorie der hyperellip- 
tischen Functionen Z,,; geliefert wird. 


§ 61. 
Zusammenstellung der erzeugenden Substitutionen. 


Fir » =3 erhalten wir (vgl. II, § 38) ==" =4 Functionen 
Zag, die wir zur Ersparung der Doppglindices folgendermassen schreiben 
wollen: **) 





*) Das Resultat des Textes muss sich natiirlich auch aus II, § 34, Glchg. (6) 
durch Rechnung ableiten lassen; doch scheint das umstiindlich zu sein, — Uebrigens 
involvirt die Ableitung des Textes eine Formel fiir die bei linearer Transformation 
der Thetaquotienten auftretende 8. Einheitswurzel, deren Uebereinstimmung mit 
der sonst, zB. bei Krause a, a, O. p. 91, 92 gegebenen noch nachzuweisen sein 
wiirde. 

**) Witting (Diss. p. 26) hat bezw. Z,, 2,, —Z, statt unserem Z,, Z,, Zy 
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4, —_ Zi _ Lx — Xio = Xo; 








(9) 2, = Zy = — Ly, = Xu, — Xn, 
Z, = 4 = — Zy = Xi — Xp, 
4, = Ly = — Ly, = Xy — Xp 
Aus der Tabelle in II, § 39, (3) ergiebt sich fiir diese Z die folgende: *) 
B |c| D| 8, 
Zi =| Z, | Z,|— Z, | «2, 
io | swt - 
2, =| — ys + 4+ 4)|4)—-2Z,| 4, 
By =) — 7 (Ba + 8%, +8Z,)|Z, (= 4,| eZ, 
Z=\|- « , +2Z,+ &Z,)| Z, | (+4, |Z, 


Diese 4 Operationen ai eine Gruppe von 51840 linearen Sub- 
stitutionen; dieselbe besitzt eine ausgezeichnete Untergruppe, bestehend 
aus der Identitiét und der Operation (B?D)*, welche die Vorzeichen 
aller vier Z umkehrt. Die zugehdrige Collineationsgruppe dagegen ist 
einfach. **) 
§ 62. 
Die Resultate von Witting. 


Die Untersuchung der Untergruppen unserer ,,Gruppe der Z“ ist 
von Hrn, Witting im seiner in der Kinleitung citirten Dissertation 
begonnen worden; seine Resultate sollen hier kurz zusammengestellt 
werden unter jedesmaligem Hinweis auf die entsprechenden Entwick- 
lungen von (II). Wir fiigen auch gleich die aus der Abhandlung von 
Hrn. Maschke im 33. Bd. dieser Ann. zu entnehmenden Angaben 
iiber die Invarianten der einzelnen Untergruppen bei. 

I. Aus C, D, S, entsteht (II, §.40) eine Untergruppe G, von 
1296 linearen Substitutionen der Z, welche sich zusammensetzt aus 
den 24 Vertauschungen der Z, von denen jede mit zwei verschiedenen 
bestimmten Vorzeicheniinderungen der Z zu verbinden ist***), und aus 
den 27 Operationen der Form: 





*) Von den 6 erzeugenden Substitutionen des Hrn. Maschke (dieser Ann. 
Bd, 33, p. 321) ist sein B, wie er p. 331 selbst angiebt, ausdriickbar durch sein 
A und F, die zusammen unserem C und D entsprechen; sein FE ist unser B; sein 
C uad sein D ergeben sich, indem man unser S, mit denjenigen Operationen 
verbindet, die durch Vertauschung der Z (also durch Transformation vermige 
unseres C und D) aus ihm hervorgehen, 
**) Vgl. I, § 38 und 39, sowie die dort citirten Stellen bei Hrn. C. Jordan. 
***) Um zu bestimmen, welche Z in jedem Falle im Vorzeichen zu indern 
sind, benutzt man am bequemsten eine der Invarianten (23a) bei Maschke. 
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(1) 2 =e*Z,, 2, a 84*Z,, 2, mertZ,, 2, —28'Z,, 
welche der Bedingung: 


(2) #+iatu+ v=0 (mod. 3) 
geniigen. Die 4 Ebenen: 
(3) 4,=0, Z,=0, 7,=—0, Z,=—0 


bilden ein Polartetraeder der durch unsere Gruppe G bestimmten Con- 
figuration, welches bei allen Operationen von G in sich tibergefiihrt 
wird. Solcher Polartetraeder enthilt die Configuration 40 (Witting 
p. 43). Die IJnvarianten dieser Untergruppe sind unter den von 
Maschke a. a. O. § 6 aufgeziihlten enthalten; sie zeichnen sich dadurch 
aus, dass die Z in ihnen nur im Product Z,Z,Z,Z, oder in Potenzen 
mit durch 3 theilbaren Exponenten vorkommen. 

II. Aus B, C, S, entsteht (I[, § 41) eine Untergruppe H von 
ebenfalls 1296 Substitutionen, welche Z, bis auf zutretende 6' Einheits- 
wurzelp invariant lisst, Z,, Z,, Z, nach einer ,,terniren Hesse’schen 
Gruppe“ umsetzt. Den Punkt Z,=—0, Z, =0, Z,=0 bezeichnet 
Witting (p. 41. 42) als einen Pol der Configuration, die Ebene Z, = 0 
als die zugehérige Polarebene. Die Invarianten dieser Untergruppe 
hat Maschke (§ 3—5) angegeben. 

Ill. Aus B, D, S, entsteht (Il, § 42) eine Untergruppe K von 
1152 Substitutionen. Dieselbe stellt sich tibersichtlich dar, wenn wir 
neue Coordinaten ¢ durch die Gleichungen: 


(4) &§=4, &=—%, és: = + (4, + %); t= 5 (4; — 4) 


einfiihren; wir erhalten niimlich dann folgende Tabelle: 





| B | D | 8, 

oe | — be | #6 

(5) &) = — FR +26) | — 6 “e 
B= — 7 ba) | — 8a) Ph 

=| t tal et 


Bei B und 8, bleiben alle Punkte der Geraden §,—=0, €,=0 
und alle Ebenen der Geraden £, = 0, £, = 0 invariant (Witting p.37), 
wihrend die Ebenen der ersteren und damit die Punkte der letzteren 
sich je nach einer Tetraedergruppe binir substituiren; bei D werden 
diese beiden Geraden unter einander vertauscht. Man erhilt so als 
das einfachste geometrische Gebilde, welches bei dieser Untergruppe 
invariant bleibt, ein Geradenpaar; solcher Geradenpaare enthiilt die 
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Configuration 45. (Witting p. 39). Was Invarianten dieser Unter- 
gruppe K betrifft, so haben dieselben die Gestalt: 

ov+o'", | 
wenn mit ©, Y Invarianten der Tetraedergruppe in §,, ¢,, mit 0’, ¥’ 
bezw. dieselben Formen in §,, €, bezeichnet werden. 


§ 63. 
Einfiihrung der Liniencoordinaten; die 45 Strahlencongruenzen. 


Fiir die weitere Untersuchung unserer Configuration werden wir 
mit Vortheil uns des Hilfsmittels der Liniencoordinaten bedienen; 
darauf weist schon das Auftreten der zuletzt erwihnten Geradenpaare 
hin. Wir verstehen demgemiiss unter Z zu den Z cogrediente Ver- 
iinderliche und bilden die 6 zweigliedrigen Determinanten : 


(1) Gin = Zi2Zx —_= ZiZx, 
die Coordinaten der geraden Verbindungslinie der Punkte Z und Z. 
Dieselben erleiden, wenn auf die Z und auf die Z gleichzeitig die er- 


zeugenden Substitutionen des § 61 angewendet werden, die aus folgen- 
der Tabelle hervorgehenden linearen Umsetzungen: 




















es es ROD fe MED 
as = |— 7" (Gypsy) | yg | — Aye | Hye 
ais = | — 7 (Ayo + & G3 2a4,) | G19 Ao3 | Edis 
(2) au =| — nat (Ay. + Pays t € Ay) | Os Ay | Ely, 
as = | +7 (434 Aya 9) | og | — 434 | EGy, 
, 
dia = | 7 (454 + €7yo-+ € G3) | Qyy| My | & Ay 
a3 = | *_ (gy  & Gyy-b 8745) | Ay. | 3 | 8 dos 


Dieselben erzeugen eine Gruppe von nur 25920 linearen Substitutionen 
der a;,, indem (B* D)*? = (DC*)* sich auf die Identitat reducirt. Bei 
allen diesen Operationen bleibt selbstverstiindlich die quadratische Form: 


(3) A = y2 gy yg Myy HP Ay 4 Mog 
absolut invariant. 

Die Geraden §,=—0, &,—=0 und §, =0, &,—0 des vorigen 
Paragraphen haben bezw. die Liniencoordinaten (0, 0, 0, 0, —1, 1) 
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und (0, 1, —1, 0, 0, 0); die Gleichungen der durch sie bestimmten 
Strahlencongruenz sind also: 


Q3 — Ay, =O 
4 { 13 14 ’ 
®) Ay, — My, = 0. 
Aus diesem Gleichungenpaare werden durch die Substitutionen der 
Untergruppe G, (§ 62, I) zuniichst die folgenden 18 erhalten: 


See a, + #a,, =0, 
Ay. — &* Ay, = 0; ig, + e-*a,,—= 0; 
a, — Ha, = 0, G3 + ea, = 0, 
©) oe rage te (A=0, 1, 2) 


~ ay, = 0, a fay, = 0, 
As, — &* Ay, —= 0; Ay, + ea, = 0; 
sodann aber durch B und seine Transformirten die folgenden 27: 
Pay t eta, + eta, —sta,,—ertt a, —ettet2 g,, = 0, 

ag (kal fection Bo BE 8 atta, — ta, =0. 

(x, A4,u,v=0,1,2; x»+aA+t+pu+v=O0 mod. 3). 
Damit haben wir die den 45 Geradenpaaren (§ 62.a. E.) entsprechenden 
Strahlencongruenzen. 

§ 64. 
Die Untergruppe Z; die 27 linearen Complexe I. Art. 


Jede von den Geraden des vorigen Paragraphen schneidet 32 von 
den tibriyen Geraden; so z. B, schneidet*): 
(1) yy — Ay, = 0 
von den 35 iibrigen Geraden (§ 63, (5)) die 14 folgenden: 


Qyy — &4, = 0, 
Ay — & a, = 0, 
Qy,— ea, = 0, 
(2) ay, — &a,, = 0, 
3, + e*a,,= 0, 
Ay, + 8a, = 0; 
ferner von den 27 Geraden der ersten Zeile in § 63, (6) alle die- 
jenigen 9, fiir welche: 
(3) vy =u-+ 1 (mod. 3), 


(A= 0, 1,2) 


*) Der Kiirze halber bezeichnen wir in diesem Paragraphen eine Gerade 
durch die Gleichung desjenigen linearen Complexes, den die sie schneidenden 
Geraden bilden, 














322 H. Burxuarpr. 


und von den 27 der zweiten Zeile diejenigen 9, fiir welche 


(4) v =u (mod. 3) 
ist. Die andere Gerade desselben Paares: 
(5) Ay, — Ay, = O 


schneidet die conjugirten zu diesen 32 Geraden. So finden wir: Jeder 
unserer 45 Congruenzen gegeniiber zerfallen die 44 anderen in 32, von 
deren Axen jede eine Axe der ersten trifft, wnd in 12, deren Axen die 
der ersten nicht treffen. (Witting p. 46). 

Betrachten wir nunmehr zwei unserer Congruenzen, deren Axen 
sich nicht schneiden, z. B. die beiden folgenden: 


(6) a1, — a, = 0, 
Ay. — Ay, = O 


und: 
(7) = : he x » 

23 13 
Man sieht, dass dieselben beide dem Complex: 
(8) Ay3 — Ay — Ay + 4,3 = 0 


angehiren. Dieser Complex enthilt keine der iibrigen in § 63, (5) 
enthaltenen Congruenzen; dagegen enthilt er von den in § 63, (6) 
enthaltenen diejenigen, welche zu solchen Werthen von x, 4, uw, v 
gehéren, dass die Gleichung: 

(9) e*t#(L—e?) ays #1" (1—8) a, ,— "4 (e —1) a,.— e**# (8? — 1) a. = 0 
denselben Complex wie die Glehg. (8) darstellt. Das verlangt aber nur: 
(10) “x4, w=v-+1, (mod. 3); 

diese beiden Congruenzen zusammen mit § 62, (2) lassen 3 Lésungen 


zu, und man findet so, dass der Complex (8) von unseren 45 Con- 
gruenzen ausser (6) und (7) noch die 3 folgenden enthilt: 


(11) _ + #a,; + “ee — Ay, — # Ay, — $425 =0, 
Byy + EQy3 + 8 Ay, — Ay — Edy — Ay, = 0; 
(12) tage & diy + Edy, — EAy, — & 4. — EA,, = 0, 
BP dyat EMys + Ey — EAgy — EAy. — & Ay, = 0; 


13 Ey. + Pays + Ey — Py — Hy, — Edy, =O, 
(18) St + eAys + 84, — yy — EAy, — Ay, = 0. 
Von den 10 Axen der Congruenzen (6), (7), (11), (12), (13) schneidet 
keine irgend eine der andern; dagegen wird jede der 80 iibrigen Axen 
von je 4 aus jenen 10 geschnitten. Es bilden also jene 10 Axen eine 
solche ,,Fiinf von Geradenpaaren“ wie sie Herr Witting (Diss. p. 47) 
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Se 
definirt; und wir haben als erstes Resultat der Einfiihrung von Linien- 
coordinaten den Satz: 
Je fiinf Congruenzen, deren Axen eine solche Fiinf bilden, gehiren 
einem und demselben linearen Complex an. 
Solcher Complexe enthilt unsere Configuration siebenundewanzig; 
die Gleichungen derselben sind: 


a ol sl pa 
8 Ay. — &“a,, — e+ ay, + ea, = 0, 
a —d _ G5 
(14) ayy — EM Gyy — B~* yy + EM Ay, = 0,} (A, w=, 1, 2). 
E2044 — E” Ayo — & 4A, + E-“ ay, = 0. 


Dabei ist zu beachten, dass die linken Seiten dieser Gleichungen in 
dem Sinne absolut normirt sind, dass sie bei den Substitutionen der 
Gruppe G ohne zutretende Factoren unter sich vertauscht werden. 

Die 27 Complexe (14) mégen als ,,Complexe I. Art“ von den in 
§ 65 auftretenden Complexen ,,II. Art‘ unterschieden werden. 

Jeder dieser Complexe wird in sich iibergefiihrt von einer Unter- 
gruppe unserer Gruppe G, welche in den Z geschrieben 1920, in den 
ax 960 Operationen enthilt. Diejenige Untergruppe L, welche zu 
dem zuerst betrachteten Complex (8) gehért, wird erzeugt (vgl. Il, 
§ 43) von B, D und den beiden Operationen: 


(15) E=(DS,?)?: 2, =Z,, Z, =8Z,, Z, =#2Z,, Z, = &Z,; 
(16) P=(DOYiZ/=— 2, Z/=— 4, 25 =—Z,, 2) =—Z,; 


oder in Liniencoordinaten: 





’ y , ’ ’ , , 

(17) E:ayp= é Aso a13>> A139 A144) EY EAs4) dag = Q42) A23 = A335 
’ , ’ ’ , ’ 

(18) Praia — ayy) Gis = — Aya, Ais= Ay 4, Ags = — Ayn, Aiga—= — Ayg, Az3 = Ayy, 


In der That bleibt die linke Seite von (8) bei allen diesen Operationen 
absolut ungeiindert. Dieselben vertauschen die 40 Polartetraeder noch 
transitiv, aber diejenigen unter ihnen, welche ein solches Tetraeder 
noch fest lassen, vertauschen auch zwei von seinen Gegenkanten nur 
unter sich. Ebenso vertauschen sie die 40 Polarebenen noch transitiv; 
aber diejenigen unter ihnen, welche eine solche Ebene in sich iiber- 
fiihren, lassen in ihr nicht nur ein syzygetisches Biischel von Curven 
3. Ordnung fest, sondern auch einen von ihren gemeinsamen Wende- 
punkten und damit zugleich dessen harmonische Polare. 

Durch jede der 45 Hauptcongruenzen gehen 3 von den 27 Com- 
plexen I. Art; so z. B. durch die Congruenz (6) die 3 Complexe: 


GH3— Ay — By — 4 = 0, 


EAy3 — EMyy — 8 Ay, — # Ay, = O, 


ee ee de 


8 Ass — ayy — Ely — EAy3 ams 0. 
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a 
Dieselben bilden mit den Axen der Congruenz ein cyklisch-pro- 


jectivisches System; die Summe der linken Seiten ihrer Gleichungen 
ist Null. 


§ 65. 
Die Untergruppe M; die 36 linearen Complexe II. Art. 


Wie in II, § 44 kénnen wir nunmehr die gegenseitige Gruppirung 
unserer 27 Complexe folgendermassen weiter untersuchen. Gehen wir 
von einem derselben aus — er heisse §, — so sehen wir, dass sich 
ihm gegeniiber die 36 anderen spalten in 5 mal 2, welche mit ihm je 
eine Hauptcongruenz gemein haben, und 16, fiir welche das nicht der 
Fall ist. Greifen wir einen der letzteren — § — heraus, so sind 
unter den 15 iibrigen noch 10 enthalten, welche auch mit & keine 
Hauptcongruenz gemein haben. Sei & einer von diesen, so bleiben 6, 
welche mit &, &, &; sei &, eimer von diesen, so bleiben zwei — 
—,, & — welche mit &,, &, &, & und, wie sich herausstellt, auch 
unter sich keine Hauptcongruenz gemein haben. So gelangen wir zu 
einem System von 6 Complexen I. Art, welche zusammen 30 verschiedene 
Hauptcongruenzen enthalten. Solcher Systeme giebt es, wie aus der 
Art ibrer Herleitung hervorgeht, 72; eines derselben ist z. B. das 
folgende: 


p §, = Fay, — Ay ~— Hay + ay =O, 

E, = Ey. — EA3 — & Ay, + Bay, = O, 

£3 = €Ay. — #43 — & yy + Edy = O, 

@) f= Ay — Pay — Ay + #43, = 0, 
§, = 8d, — & dy. — Ay, + Edy, = O, 





\ &.= 8 Ay, ar 8 yo —- EAo3 + EAs, = 0. 


Durch die damit eingefiihrten ,,Complexcoordinaten §“ driicken sich 
die Liniencoordinaten a;, aus wie folgt: 











faye ye (eb + obs + 8 +E, + Oks + eb), 
ays—=— + (8 +28, + eb, ); 
— fae g & +26 + &&), 
7 gi spy (Pb ee + Es + eb, + 88 + 28), 
Qo—= 5 (b + eb + 8 ), 
lmo—2 B+ et; + 2%) 
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Dieselben 30 Hauptcongruenzen lassen sich aber auch noch auf eine 
andere Art in 6 Fiinfen anordnen, entsprechend den 6 Complexen: 


fm SF ayy — G3 — €Ay, + A, =O), 

No Fay, — EA, — €Ay, + Pay =O, 

(3) o> yy — EF dy3 — FMgy + EA =O, 
Ny = Uy — FAy — Ay + # ay =O, 

Ns = EMyy — Edy — FP Ay + Py, = 0, 

Ng = FP ayy— FAy, — EA, + Hay, =O. 





Dabei haben y; und &, eine Hauptcongruenz gemein, wenn iz x, da- 
gegen nicht, wenn i = x. 
Auf diese Art ordnen sich die 72 Sechsen von linearen Complexen 
zu 36 ,,Doppelsechsen“ zusammen. Fiir jede derselben ist: 
6 6 
(4) > &=— > x 
” x=1 x==1 


fiir die angegebene Doppelsechs z, B. ist der Werth beider Seiten gleich: 
3iV3 (G42 + 45,)- 


Gleich Null gesetzt giebt das die Gleichung eines neuen linearen 
Complexes; wir erhalten so den 36 Doppelsechsen von linearen Com- 
plexen I. Art entsprechend, 36 ,,lineare Complexe II. Art“.*) Kin 
solcher bleibt ungeiindert bei 720 Substitutionen unserer Gruppe; die 
zu (4) gehérige Untergruppe WM z. B. kann am einfachsten folgender- 
massen beschrieben werden: sie enthilt einmal die 360 geraden Ver- 
tauschungen der §; dann aber noch die 360 Operationen, welche ent- 
stehen, wenn man die 360 ungeraden Vertauschungen der Indices 
1,2...6 mit der Vertauschung der Buchstaben § und y verbindet. 
Bei den ersteren bleibt (4) absolut invariant, bei den letzteren iindert 
es sein Zeichen. 

Uebrigens driicken sich die 4 durch die § folgendermassen aus: 


m= ( 28 — &— &- &— &— &), 
t= = (— §+2% — &— &— &— &),! 
m= y(—b— & +2&— &— &— &), 
m= 3 (-& — &— &+28— &— &), 
t= (— bs — &— b— & +28— &), 
"= G (— bi — b&— f&— &— & +26). 


*) Man beachte bei diesem Schluss, dass die § absolut normirt sind. 
Mathematische Annalep, XLI. 22 


- 
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Es ist also: ; 
6) — & = — 1/3 (ay +4) =— 5 Db 
unabhiingig vom Index x. Ferner ist: oa 
(7) QT (Gyo gq Ay 3 Myo + Ay 4 Ao5) 


=De-Sustye ey 
= 42) — Drum =D — 3(2Q)4)- 


Die tibrigen 15 Complexe I. Art driicken sich durch die § und 4 
sehr einfach aus. Ist nimlich £,, — 0 derjenige Complex I. Art, 
welcher mit £, — 0 und y, =O durch dieselbe Hauptcongruenz geht, 
so ist zufolge des letzten Satzes von § 64: 


(8) E+ m + bo =0 
also a 
(9) 2=F + (= 26, — 28 + & +8, + & + &) = &. 


Die iibrigen werden durch Vertauschung der Indices erhalten. Diese 
€ bilden dann mit den §, 4 die 35 iibrigen Doppelsechsen. Zwei der- 
selben sind: 
(10) e ™ $3 bo4 Sos if 

Fo M2 Ss Sia Sis bie 
mit dem Complex Il. Art: 


(11) f1 — & = 0 
und: ££ & be & € 
1 52 53 S56 Seg S45 
(12) sf 51 Si2 Ms Ms - 
mit: 
(13) 25, + 28 + 28, — & — & — & = 0; 


aus der ersten gehen (15), aus der zweiten 20 durch Vertauschung 
der Indices hervor. 


Unsere senire Gruppe G kann demnach erhalten werden, indem 
man zu M noch die beiden Substitutionen: 
(14) Ey = 8, Fo =m, sy = S3, Fy = Sag, Fs — bos, be) = Sas 
und: 
(15) § = b>, & = Sour Ss = Sys, Ey = E, Eo = E, Ey = Es 
hinzunimmt, wo rechts die 4 und € durch ihre Werthe aus (5) und (9) 
zu ersetzen sind, Alle diese Substitutionen haben reelle Coefficienten; 
soviel mir bekannt, ist dies, von trivialen Fallen abgesehen, iiberhaupt 
das erste Beispiel einer endlichen Gruppe linearer homogener Substi- 
tutionen mit reellen rationalen Zahlencoefficienten. 








Sn ee 
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XV. Abschnitt. 


Ausdruck der Invarianten der Gruppe der z durch die 
Coefficienten des algebraischen Gebildes. 


§ 66. 
Reihenentwicklungen. 


Die Zs: mit ungerader Charakteristik sind (II, § 58) gerade Func- 
tionen ihrer Argumente. Setzt man die letzteren gleich Null, so gehen 
die Zs in Modulformen é,g iiber, welche nicht identisch Null sind. 
Die Invarianten F' der Gruppe der Z — dieselben sind von Herrn 
Maschke (dieser Ann. Bd. 33, p. 333, 337) angegeben — gehen dabei 
tiber in Modulformen IT. Stufe*) f, und zwar speciell in solche, deren 
Rationalitiatsbereich durch die der Charakteristik entsprechende Zer- 
legung **): 

(ly) f= - 


gegeben ist. Wir mégen etwa die Charakteristik: 


10 
(2) 10 


wihlen ; derselben entspricht bei dem von uns festgehaltenen canonischen 
Querschnitisystem***) die Zerlegung von f in: 


o 9. = (#2), 
a> = (aa) (a x) (a x) (a x) (a?) 


Muliplicirt man die gg noch mit: 


(4) : ic-* / D3, 
so erhilt man Functionen, die mit 
(4a) 


bezeichnet werden sollen. Von diesen brauchen wir im folgenden die 
Anfangsglieder ihrer Reihenentwicklungen nach Potenzen von 9, q, 7; 


diese bekommen wir aus ihrer Darstellung durch die Theta (II, § 32, 
Glchg. 24): 


*) Dieser Ann. Bd, 35, p, 225. 
**) Ebenda p. 244. 
***) T p. 375; vgl. die dieser Ann. Bd, 32, p. 358 von Hrn. Klein gegebene 
Regel zur Bestimmung der zu einer bestimmten Zerlegung von f gehérenden 
Charakteristik. 


22* 





(5) VP; - (2p) = U4 
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+o +o 5 ( 


2 (: : 8 . mM, e 
>> had , mp 3( 3 (m+ s) +e): . a (3 (m+ 5) +a) manne (3m_-+ 8) 


Wir finden nimlich: 


1 


Vrale)— pe{—ltpe-}, 


1 
(6) V Pi (22) = pir (q—q-) {1—rs+---}, 


Fas 
ele 


VP 12 (25) = fe {-l—gr+p'g?+p rg +--+}, 
1 1 1 
LV Pin (24) = — Pg? 8 {1g tr ptg ppt? +}. 
Dabei sind in den Klammern die weggelassenen Glieder von hdéherer 
als der dritten Ordnung in p, 7, s. Fiir die Invarianten der ,,Hesse’- 
schen Gruppe“*) ergibt sich daraus mit derselben Anniiherung: 





1 

( on 

p12 (C5) =p" { 1— 6p?—10rs — T2r?+...}, 
" pi(G.) =p { 1—12p?+ 4rs+240r2+ .-.}, 
(1) . 

pis (C2) = pr {—1+4 B8p*— 4rs+ 87?+--+}, 








Piz (Cys) =p { 1—18p*+ 6rs—5047?+ ooo} . 


(In der That befriedigen diese Entwickelungen die zweite Relation (10) 
bei Maschke (a. a. O. p. 326)). 


Endlich erhalten wir fiir die Invarianten der Hauptgruppe G die 
Entwicklungen : 


(pis (Ein) —= Gp {1 —12p*+ 176924 -.-}, 


pis (fs) = S4p* {1+ 8p 1360+}, 
(8) pr (£,4) = 1728p? - 7 


Pir’ (Fy) = 2502p" {—8r?-+L..-}, 
\ pid’ (Fy9) = Sp'rt { — 2 — 4rs — 38p? — 2r? — s? 4..-}, 





*) Dieselben sind hier aus 2, 2, —2, gebildet, die bezw. Maschke’s 2%, 2, 23 
entsprechen, 


eS a = 
p° r * (at, +Br,», OT yo BT 95 341, By, BT y9) 








Too) 


By? 
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ebenfalls abgesehen von Gliedern hdherer als der 3. Ordnung in 9, 1, s, 
innerhalb der Klammern*), 


§ 67. 


Die (2-3) sind ganze algebraische Functionen der Coefficienten der 
Grundform. 


Die (es) sind, wie unmittelbar aus ihrer Definition (§ 66, 5) 
hervorgeht, Modulformen vom Grade + in den Coefficienten der Grund- 


form f,; es ist zu zeigen, dass sie ganze algebraische Functionen 
dieser Coefficienten sind. 

Zu diesem Zwecke bemerken wir zuniichst: Sind die Wurzeln von 
fs = 9 alle von einander verschieden, so bleiben die (¢.) endlich. 
Das folgt unmittelbar aus den Reihenentwicklungen von § 66 auf 
Grund des in I, § 24 an die Spitze gestellten Satzes. 

Ferner miissen wir untersuchen, was aus den (Zag) wird, wenn 
zwei Wurzeln von f= 0 zusammenfallen. Da bei Vertauschung der 
Wurzeln von ~»=O (linearer Periodentransformation, welche die 
Charakteristik festliisst) die (z) sich linear mit constanten Coefficienten 
substituiren, so geniigt es, wenn wir die folgenden beiden Fiille 
untersuchen : 

1. Es falle «&’ mit &” zusammen (zwei Nullstellen von w). Dabei 
bleibt (I, § 5) p,. endlich und p wird von der 1. Ordnung unendlich 
klein. Es werden also die (¢) nicht nur nicht unendlich gross, sondern 


es wird sogar (¢,) von der Ordnung =, die drei andern (2) jedes von 


der Ordnung unendlich klein. 


12 

2. Es falle &” mit a” zusammen (eine Nullstelle von » mit der 
von g). Dieser Fall kann aus dem vorigen dadurch abgeleitet werden, 
dass man @ mit @”, @ mit a’, «” mit a” vertauscht; dem entspricht 
[vgl. Grundz.**) § 8 und dazu die I, § 1 vorgenommene Abiinderung] 
die Periodentransformation D, durch welche (Grundz. § 7) -:p mit r 
vertauscht wird, wihrend p,. in — p,, tibergeht und q ungeiindert 
bleibt. Beim Zusammenfallen von «” und «?” bleibt demnach p,, endlich 
und y wird von der 1. Ordnung unendlich klein. In Folge dessen bleibt 
(z,) endlich und von Null verschieden, die andern drei (¢) werden jedes 


von der Ordnung 3 unendlich klein. 


Es werden also die (2) sicher nicht unendlich gross, solange nicht 


*) Auf die angegebenen Glieder der ersten 4 Entwicklungen (8) haben nur 
die von Hrn. Maschke sogenannten ,,Leitterme“ Einfluss. 
**) Dieser Ann, Bd. 35, p. 198ff. 
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mehr als zwei Nullstellen von f zusammenfallen. Da wir aber bereits 
wissen, dass sie algebraische Functionen der Coefficienten von f sind, 


so geniigt das,*) um schliessen zu kénnen, dass sie ganze algebraische 
Functionen derselben sind. 


§ 68. 
Ausdriicke der Gruppeninvarianten durch die Coefficienten von » und y. 


Aus den Entwicklungen der beiden letzten Paragraphen folgt fiir 
die Invarianten (f), dass sie ganze Invarianten von g, und y, sind, 
von einem Grade in den Coefficienten jeder einzelnen dieser beiden 
Formen, welcher halb so gross ist als ihr Grad in den (2); und dass 
sie Producte rationaler solcher Invarianten in bestimmte Potenzen der 
8. Wurzel aus der Discriminante von wy sind. 

Die Exponenten dieser Potenzen sind zuniichst mod. 8 dadurch 


bestimmt, dass (2) = sic V D3 - tap war (§ 66, 4); niher prici- 


siren sie sich aus den Entwicklungen § 66,8, nimlich aus den Ex- 


ponénten der dort als Factoren vortretenden Potenzen von p. Man 
findet so: 


ro[ 


(f,2) = D® . Jes, 


| ce 


(£4) = D*. Jos, 
(1) )Gu)=D - Suna, 


lo 


(Fao) = D* . J15,55 
(fg) = D? . Jao,4-s 


Darin bedeutet J, eine rationale ganze Simultaninvariante von 
und ~ vom Grade x in den Coefficienten von gm, vom Grade A in den- 
jenigen von #~; oder anders ausgedriickt eine Covariante von ~, vom 
Grade 4 in den Coefficienten, von der Ordnung x» in den Variabeln, 
in welcher die Variabeln durch die Coordinaten der Nullstelle von 
ersetzt sind. 

Nun existirt**) nur je eine Js: und Js,3, namlich die Hesse’sche 
Form H von wy und die Functionaldeterminante J von H und y; 
dagegen existiren je zwei linear unabhingige Jj: und Jis,5, nimlich 
einerseits H? und y?.7, andererseits H. 7 und y’. (i, %),, wenn mit 7 
die vierte Ueberschiebung von y tiber sich selbst bezeichnet wird. In 
den beiden letzteren Fiillen geben die Anfangsglieder der Reihenent- 
wicklungen von (f,,) und (f,)) die Entscheidung; dieselben verschwinden 





*) Vgl. I, § 24, sowie Klein, diese Ann, Bd. 36, p. 69. 
**) Vgl. etwa Clebsch, biniire Formen (Leipzig 1872) p. 277). 
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fiir r = 0, und diese Higenschaft haben H? und HT nicht, wohl aher 
y?, und zwar in der richtigen Ordnung. Es ist ja ~, in den Coordi- 
naten der Nullstelle von gm geschrieben, nichts anderes als die Resultante 
von g und y.*) Ebenso ergiebt sich aus der Reihenentwicklung, 
dass (f,,) den Factor ~* enthalten muss. Sonach erhilt man statt der 
Ausdriicke (1) die folgenden bestimmteren: 


((f,,) = D® . [H], 


8 
. (fis) = D*. [7], 
@) ) (fy) = D . [2a], 


5 

(fy) = D*. [w*(iv),], 
Mu) = D’. [y*]. 
Besondere Beachtung verdient hier der Ausdruck von (f,)); er ist 
nimlich gleich dem Quadrat der Discriminante von f= gy. (f,) ist 
also eine Modulform erster Stufe, — Durch die eckigen Klammern ist 
angedeutet, dass die Variabeln durch die Coordinaten der Nullstelle 
von g zu ersetzen sind. 

Fiir die Normalform des Hrn. Weierstrass: 








24 38 on 5 
P= Ly, Y= 4x, — 9,.%,> X.? —Gy Uy? X° — 9, %, Lo! — 95%, 
wird insbesondere**);: 


2 
{(Z] =—— B92 





[7] =— 95) ~ 

yl =— tats 
[(iv),] = — 169, + < 929s, 
vw] = 4; 


damit sind die von Hrn. Klein als Ergebniss der Untersuchungen des 
Hrn. Maschke in Aussicht gestellten***) Ausdriicke gefunden. 

Eine Bemerkung sei noch beigefiigt, Der von Hrn. Maschke 
(dieser Ann. Bd. 33, p. 339, Glchg. (37)) gegebene Ausdruck von Fy 
durch die iibrigen Invarianten muss, wenn die Ausdriicke (2) und (3) 





*) Riickwirts folgt hieraus, dass in den Entwicklungen von (f.,) und (fj0) 
nicht nur die Anfangsglieder, sondern auch alle folgenden durch r* theilbar sein 
miissen, 

**) Man vgl. die expliciten Ausdriicke der Covarianten etwa bei Faa di Bruno- 
Walter, Einleitung in die Theorie der bintiren Formen (Leipzig 1881) p, 328 ff. 
***) a. a. O. p. 169, 
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in, denselben eingefiihrt werden, nach Division mit D*[w'*] einfach 
tibergehen in den Ausdruck der Discriminante D durch die Coefficienten. 
Da nun die Discriminante der Form 5'" Grades sich nicht als Summe 
von Producten von Formen niedrigerer Grade darstellen lisst, so darf 
man nicht erwarten, dass jener Ausdruck sich durch einen iibersicht- 
licheren ersetzen liesse, wie man sonst etwa nach Analogie von II, § 49, 
Glehg. (11) vermuthen kénnte. 


XVI. Abschnitt. 
Invarianten der seniiren Gruppe der a;;. 
§ 69. 

Invarianten der Untergruppe G,. 


In diesem Abschnitt sollen einige Angaben tiber Invarianten der 
seniren Gruppe der a;,, bezw. ihrer Untergruppe gemacht werden; 
unter Verzicht auf Vollstindigkeit beschrinken wir uns dabei auf die 
im folgenden zu benutzenden einfachen Resultate. 

Wir beginnen mit den Invarianten der von C, D, S, erzeugten Unter- 
gruppe G,. Bei derselben werden zunichst aus C und D die 24 Ver- 
tauschungen der Indices 1, 2, 3, 4 erhalten; jede dieser Vertauschungen 
ist aber noch mit Zeichenwechseln bestimmter a;, zu verbinden, die 
man am bequemsten daraus abliest, dass 


(1) 1 = (M2 M3 F444) — (34+ yo + G3) 

bei jeder geraden Vertauschung der Indices ungeiindert bleibt, bei 
jeder ungeraden sein Zeichen indert. Ferner werden von S, und seinen 
Transformirten die a;, in der Weise mit dritten Kinheitswurzeln multi- 
plicirt, dass die Invarianten von G, die a;, nur in Potenzen mit 
durch 3 theilbaren Exponenten oder in den Verbindungen a,, a,,, 
G43 25 G44 4, enthalten kénnen. Beriicksichtigt man beides, so findet 
man als einfachste Invarianten von G, die folgenden: 


Zunichst haben wir die selbstverstindliche Invariante zweiten 
Grades: 


(2) Ay = Ay2 gq G3 Mn F O44 33; 

ferner eine von A, linear unabhiingige Invariante vierten Grades: *) 
_— 242 2 2. 

(3) A,= agagt agag + 454,35 


dann eine Invariante fiinften Grades: 


*) Sind die a;, als Liniencoordinaten an die Bedingung A, = 0 gekniipft, 
so zerfallt A, = 0 in die beiden Complexe derjenigen Geraden, welche von den 


Ebenen des Fundamentaltetraeders in iquianharmonischen Punktgruppen getroffen 
werden. 
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A, = F144 34 (4,3 —ai—as+ a,$) H+ A434, (a,3 —63—a5+ a,!) 
+ 4,44, (4,5 — 4,3 —@,4-+ a43)3 


dann drei von A,°.und A,A, linear unabhingige Invarianten sechsten 
Grades: 


(4) Ag = Gy Agy Ay3 Gyo Ay M9, 
(5) Ag = aft 43+ aft as+ as + as, 
(6) : A,” = > +afa3. 


Dabei ist in A,” die Summe iiber alle durch Vertauschung der Indices 
sich ergebenden Glieder zu erstrecken, und die Vorzeichen sind nach 
der oben gegebenen Regel zu bestimmen. 


Neben diesen Invarianten geraden Grades bemerken wir als ein- 
fachste Invariante wngeraden Grades die folgende: 


(1) Ag = (43-43 — 4g F G3) (413 — i — Ma F 5)(4g— 3 — ys F ss) « 
Alle bisher genannten Formen (2)—(7) sind absolwie Invarianten 

von G); dagegen bleibt: 

(8) . A, = (43+ 4,3 +48) — (Gs + 4g} + 495) 

zwar bei C und S, absolut ungeiindert, wechselt aber bei D sein Zeichen. 


§ 70. 
Invarianten der Untergruppe H. 


Die Operationen B, C, S, erzeugen im seniiren Gebiet der aj, 
eine Gruppe H von 648 linearen Substitntionen, welche folgender- 
massen zu charakterisiren ist: 

(1) Ayo = %, Ayy = %qy Ay = Xs 

(die Coordinaten des Schnittpunkts der Raumgeraden (a;,) mit der 
Coordinatenebene Z, = 0) substituiren sich fiir sich nach einer ,,Hesse’- 
schen Gruppe“, wie sie uns bereits wiederholt begegnet ist; 

(2) Ogg =, Ayg = yy Ay — Uy 

(die Coordinaten der Projection derselben Geraden vom Punkte 
Z,= Z,=Z,=0 auf die Ebene Z, = 0) erfahren dabei jedesmal 
die contragrediente Substitution, sodass: 

(3) Uz = Uy, X, + UX, + Uy, 

absolut invariant bleibt. Demnach sind die Invarianten dieser sendren 
Gruppe nichts anderes als die Combinanten des syzygetischen Biischels 
von Curven dritter Ordnung: 

(4) w(x,° + 2,°+-2,°) + 642,2,2; = 0 

mit den beiden contragredienten Variabelnreihen der x und der u. 
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Soleche Combinanten haben Clebsch und Gordan*) in symbolischer 


Form mitgetheilt; wir entnehmen ihrer Arbeit die nachstehenden 
Resultate. **) 


Zunichst hat man die von Hrn. Maschke bereits benutzten 5 Formen 
Cy, Cy, Cio, Gy, Cig, welche nur die x enthalten; ihnen treten 5 
entsprechend gebildete C,,..., Cis zur Seite, welche nur die u ent- 
halten. Ferner haben wir die beiden fundamentalen Combinanten: 
(5) Nar = ty % (3 — 253) 4 tty (4,3 — 2,3) + Uy dy (x, —2,*) 
(Cl. u. G. (59)) und: 
(6) Nig = Uy X(t — 3) + tH, % (Uy — 4,3) + Uy &y (U,3 — U5) 


(Cl. u. G. (79)) » sowie die aus ihnen durch einfache Operationen ab- 
zuleitenden :***) 


ON ON : , 
(7) Ga= jan 1.0. Uy (22° + 5°-+-427,x,°—3a, °x,3—3a,%a5°)-+ +++, 
rh t t 


(8) Cir => an in U2 (U® + Hy °+-4 0492449 —3u, 2.3 —3u, 2u43)+- +++, 


Ox, OU, 
N an 
(9) Fa -—> > hi te (> — 25°) (u.>-— 5°) + +++ 
(Cl. u. G. (71), (82)). 
Weitere Combinanten erhilt man, indem man auch solche Formen 
als Durchgangspunkte' benutzt, die keine Combinanten sind: nimlich 
die zu m und #7) dualen Formen (Cl. u. G. (13), (20), (51)): 


(10) TT = 18, uy ts, 

(11) P= — (u,?+4,' +4,°); 

dann die einander paarweise dualen: 

(12) H = 2,?U.us ++-- (Cl. u. G, (20)) . 
(13) O—=uj?a,2, +--+ (Cl. u. G.(3)); 


endlich die zu sich selbst duale: 
(14) K = u,?2,? — 2m u,%,%, +--+ (Cl u. G. (22a), 


Sie geben die Combinanten: 


*) Ueber cubische ternire Formen, dieser Ann. Bd. 6, p. 436 ff. (1873). 
**) Die Zahlenfactoren sind z. T. abweichend normirt. 
***) Die durch Punkte angedeuteten Glieder ergeben sich aus den angesetzten 
durch cyklische Vertauschung der Indices. 
+) Bei Clebsch und Gordan f und A. 
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(15) Css pT — pP = 182, £, 25 Ut; Uy tts + (",°-+-2,°--2755)(U,5-+-1.5--u15°) 
(Cl. u. G, p. 473); 
(16) Cy = OK + H? = wu? a5? + 2,3 a. U,? Ug? + 2,72 0,44 
— 24,7 x, 0,0, U,° + +++, 
(17) Cia = HK + 0? = 2,4u,?u,u, — 2x3 x, 0, U2, + xv? 7? U5! 
+ #2272 u,3u, +++ 
(Cl. u. G. (73))- 

Ausser diesen von Clebsch und Gordan aufgefiihrten Formen haben 
wir aber noch als Combinanten die beiden Functionaldeterminanten 
von N,N und w, nach den x und nach den «, nimlich: 

(18) Co6 = 3.ar,F tt, thy Uy (th? — tg%) + 2,7 Hy ty? ty (24,9 — ty? — 0458) +, 
(19) Cos == 3uyPa, @, a5 (%,>— x2) 4 a4? Hy Uy Uy?(22,5—a,8 — a,°)+ ++, 
sowie die beiden durch Anwendung des invarianten Processes 

2 a2 2 
Gaim + Gates + Tatas 
aus diesen hervorgehenden : 


(20) Co,5 = 21? Uy Uy (U.>—Ug°) + -+-, 
(21) C5,2 == Uy? Hy Xz (#3 — 2) + +>. 
§ 71. 


Invarianten der Hauptgruppe G. 


Die Invarianten der Hauptgruppe G kénnen nunmehr einfach dahin 
charakterisirt werden, dass sie zugleich dem Formenkreis von G, (§ 69) 
und dem von H (§ 70) angehéren miissen. Auf Grund dieser Bemerkung 
findet man als Invarianten der niedrigsten\Grade die drei folgenden: 


(1) dg = Ay = Uz = Ayn Mgq yg Myo yy G35 
(2) J, = As = N—N = ayy Gy, (an — ant — a +4953) + ++ +; 
(3) J, = C,+0,+100;;—A,—5A,'+ 154, A, + 104A,” + 150A, 


6 3.8 8.8 
= Giz 10 aye aig 10 dy2 aisg ++ + 180 A, 943 yy yg Ayo Mos » 


XVI. Abschnitt. 
Algebraisches tiber das Problem der Z. 
§ 72. 

Allgemeine Bemerkungen. 


Die algebraische Theorie des ,,Problems der Z“ ist im wesent- 
lichen von Hrn. Maschke in § 10 seiner mehrerwihnten Arbeit 
entwickelt worden; wir brauchen dem fiir unsere Zwecke nur wenig 
hinzuzufiigen. 
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Zunichst sei der Vollstindigkeit wegen erwihnt, dass die Gruppe G 
von 51840 Substitutionen die Monodromiegruppe unseres Problems in 
Bezug auf a, b, c, d, e als Parameter repriisentirt. Die in unseren 
Formeln auftretende dritte Einheitswurzel ¢ ist dabei (wie in II, § 51) 
als adjungirt vorausgesetzt; die arithmetische Gruppe des Problems 
enthalt die doppelte Anzahl von Substitutionen. 

Wollen wir (vgl. Il, § 52) das,,Formenproblem der Z“ durch ein 
»Gleichungssystem“ ersetzen, so kénnen wir etwa wihlen: 


F. F, F? 
1 at =a —_— = = — = x 
@) Fi , F'2 Fig B, Fi; r 


Dieses Gleichungssystem besitzt 

24 - 30 - 36 — 25920 
Lésungen. Da die Collineationsgruppe der Z zu der zugehdrigen 
homegenen Substitutionsgruppe nur hemiedrisch isomorph ist (vgl. 
Maschke a. a. O. p. 321), so bedarf es nach der Liésung dieses Glei- 
chungssystems noch der Ausziehung einer Quadratwurzel, um zu den 
Lésungen des Formenproblems zu gelangen. Wir brauchen dazu*) 
nur irgend eine rationale Function der Invarianten, welche in den z 
vom zweiten Grad ist; eine solche ist z. B.: 
6 r F; Fas 
(2) x ‘+1 «7 ' 

Was die Bildung von Resolventen unseres Problems betrifft, so 
gestalten sich dieselben noch weniger einfach als in II (§ 53ff). Denn 
auch die einfachsten absoluten Invarianten der Untergruppen, welche 
in Betracht kommen wiirden: (Z,2,2,Z,)? bei G,, Z,° bei H ete. 
geben schon Gleichungen von Gradzahlen wie 320, 240 ete. Auf eine 
Ausrechnung derselben diirfen wir daher wohl verzichten. 


§ 73. 
Reduction des Problems der Z auf das der Y. 


Das Problem der Z steht mit dem der Y in einem ihnlichen 
Zusammenhange, wie das Ikosaederproblem mit dem terniiren Problem 
der A**). 

Kinerseits muss es daher Functionen der Z geben, welche genau 
wie die Y sich substituiren. Nach der von Hrn. Klein in Bd. 15 dieser 
Annalen gegebenen Methode***) findet man als die einfachsten solchen 
Functionen: 


*) Vgl. Klein, Vorl, iiber das Ikosaeder (Leipzig 1884) p. 64; p. 235. 
**) Tkosaeder p. 411f. 
***) Man vgl. auch die vorstehende Note. 
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Yo= 62,8,2,2,, 
Y, = — &(* + 2,3+2,3+2,5), 
(i) Yo = — (43+ * +2,5—az,'), 


Ys = — 4, (4,3 —2,° + * +2,'), 
Vy = — 4, (4,3 + 2,3 — 2,5 *). 
Bilden wir aus diesen Y die Invarianten J (II, § 47), so miissen 


sie rationalen ganzen Functionen der Invarianten F der Gruppe der 
Z*) gleich werden. Dabei findet man zunichst 

(2) J,(Y) =0; 

denn als Function der Z wiirde J,(Y) eine Invariante 16. Grades 
werden, und eine solche existirt nicht. In der That ist selbstverstind- 
lich, dass zwischen den 5 Functionen Y der 4 Variabeln Z eine identische 
Relation bestehen muss; diese wird eben durch (2) dargestellt. 

Ebenso schliesst man, dass sich J,,(Y) von F’,, nur durch einen 
rein numerischen Factor unterscheiden kann; um diesen zu bestimmen, 
bereclinet man beiderseits die Glieder, welche Z,*°, die héchste vor- 
kommende Potenz von Z,, zum Factor haben, und findet: 


(3) J (V) = — 2Fp- 
Bei Bestimmung der noch iibrigen Invarianten diirfen wir zur 
Vereinfachung: 


(4) 4,=0 
setzen, was: 
(5) Y¥,=0, Y,=—0, 


(6) Yo = (42 —2,°), V3 = 2(4.2—&3), Vy = %(¢,°—#,') 
ergiebt; denn es sind sowohl die noch in Betracht kommenden F' durch 
ihre von Z, freien, als die J durch ihre von Y, und Y, freien Glieder 
(,, Leitterme“) véllig bestimmt. Diese Formeln (6) stellen Functionen 
der 3 Gréssen Z,, Z,, Z, vor, welche sich zu den Z cogredient sub- 
stituiren, wenn diese einer ,,Hesse’schen Gruppe“**) linearer Substitu- 
tionen unterworfen werden. Die aus ihnen gebildeten Invarianten 
dieser Gruppe miissen sich also durch die aus den Z gebildeten rational 
und ganz ausdriicken.***) Um diese Ausdriicke zu finden, beachten 
wir zunichst, dass, fir Z,—Z,, Y,—=— Y, und Y,=0, also 
gy =0,wv =O wird. Wegen der invarianten Natur unserer Functionen 
folgt hieraus, dass y’ und yw’ durch C, theilbar sein miissen; und in 
der That findet man: 


*) Maschke , dieser Ann, Bd. 33, p. 337. 
**) Maschke a, a. O. p* 324ff, 
***) Fiir die letzteren gebrauchen wir die von Maschke eingefiihrten Zeichen, 
fiir die ersteren dieselben Zeichen mit Accenten. 
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(7) y=— gt, Y=—-vVvC, 
und hieraus weiter: 
(8) Cr = Cy.Cy', Siz = ©. Cy, Cis = Cy Cy* 


Etwas umstindlicher ist die Ausrechnung von C,;. Wir setzen 
zuniachst mit unbestimmten Coefficientea an: 


(9) Cy = a Cyt + BCPC, + 7 O,Cy3 + 8C;3. 

Diese unbestimmten Coefficienten berechnen wir mit Hilfe einer Reihe 
specieller Annahmen. Zuerst setzen wir fiir Z, und Z, unendlich 
kleine Gréssen 1. Ordnung; dabei werden alle drei Y in (6) unendlich 


klein, also muss C, mindestens von der 6. Ordnung unendlich klein 
werden. Das gibt die Bedingungen: 


(10a) at+pty+a—0, 
(10 b) — 400 — 168 —4y +88 =0. 


Ferner seizen wir nach einander fiir (Z,, Z,, Z,) die Werthe (1, 1, 0); 
(1, —1, 0); (1,1,—1) ein; das gibt die drei weiteren Bedingungen: 


(10¢) 4096 « +- 10248 — 512y + 2560 = 12, 
(104) 1728 a = i, 
(10e) 28561 « — 363358 — 68783 y + 462255 = 0. 


Diese 5 Bedingungsgleichungen (10) sind mit einander vertriglich; 
man findet mit ihrer Hilfe: 


(11) 17280,’ = C,4 + 60,2C,. — 160,C,, + 90,3. 
= — 5 Os? + 9(0,?— On). 


Aus diesen Ausdriicken fiir die Invarianten der Hesse’schen Gruppe 
findet man nun die entsprechenden fiir die Invarianten der Hauptgruppe. 
Zunichst erhalt man, indem man _ II, § 47, Glchg. (2) mit Maschke 
Glehg. 31 vergleicht: 

1 
(12) J.(Y) = — ger Fy 
(in der That werden fiir Z, = Z, = Z, = 0 sowohl J,(Y), als F,,, 
aber nicht F,, zu Null). Ferner betrachten wir statt J,, die Combi- 
nation J,? — 384J,,, deren Leitglied 64 Cj, (wegen (8)) = 64C,,C,* ist. 
Dies muss sich durch die Leitglieder Z der F in der Form ausdriicken 
lassen : 


(13) C2 On" = a L13 + BLiz Lo + y Liz Lis + d Lis Lo + eLat. 

Um hier die Coefficienten zu bestimmen, beachte man, dass wegen 
Maschke’s erster Gleichung (10) die rechte Seite verschwinden muss, 
wenn man darin 2C,, durch 30,C,, — C,° ersetzt. Man erhiilt damit: 


f 


eT 





y 
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(14) Jiy(V) = — gagrg (1296 F:2—4500 Fido, — 96 Fisl’\s + 800 FisF oo 
— 625 Fi). 
In analoger Weise wiirde endlich auch noch J,,(Y) zu berechnen sein. *) 


XVIII. Abschnitt. 


Reduction der Gleichungen 27. Grades, deren Gruppe mit der 
des Problems der a;, isomorph ist, auf dieses Problem. 


‘ § 74, 
Einleitende Erérterungen. 


Die Wurzeln einer Gleichung 27. Grades, deren Gruppe mit unserer 
Gruppe von 25920 Substitutionen holoedrisch isomorph ist, miissen**) 
folgende Eigenschaften besitzen: Wenn man irgend eine derselben 
adjungirt, zerfallen die 26 tibrigen in 10-4 16; wir miégen etwa die 
ersteren als zu der ersten Wurzel conjugirt, die letzteren als zu ihr 
nicht conjugirt bezeichnen. Die damit definirte Beziehung des Con- 
jugirtseins zweier Wurzeln ist eine gegenseitige, Man kann die 27 
Wurzeln folgendermassen bezeichnen: 


Uy Up Uy UM Uy 
3 & & B&B Bw 
Wyn Wy, Wig Wyn Wig 
Wo, Way Wo, Wag 
Ws, Wg, Wg 
Wy, Wye 
W569 


*) Wie man das Problem der a;, auf das der Z reduciren kann, indem man 
zu einem Complex (a;,) einen covarianten Punkt (Z;) mit Hilfe zweier Quadrat- 
wurzeln bestimmt, ist von Hrn. Klein in der mehrerwihnten Skizze in Liouville’s 
Journal gezeigt worden. Was die Reduction des Problems der a,;, auf das der 
Y und umgekehrt betrifft, so sei dariiber nur folgendes bemerkt: die einfachste 
Function der a;,, welche zu derselben Untergruppe wie Y, gehdrt, niimlich das 
A, des § 69, fiihrt nicht zu Functionen, welche sich wie die Y substituiren; und 
ebensowenig gibt es einfache Functionen der Y, welche sich wie die § resp. die a,, 
verhalten, 

**) Die Ausdrucksweise des Textes setzt voraus, das alle Untergruppen 
des Index 27, welche unsere Gruppe @ besitzen mag, unter einander und ins- 
besondere mit der Untergruppe L des § 64 isomorph sind, Dass dem so ist, wird 
man wohl annehmen diirfen, da man trotz vielfacher Beschiiftigung mit der 
Gruppe auf keine andern gefiihrt worden ist; indess bedarf es noch des Beweises. 
Sollte sich das Gegentheil herausstellen, so wiirden die im Text genannten Glei- 
chungen in mehrere Classen zerfallen, und die Entwicklungen dieses Abschnitts 
wiirden nur von einer dieser Classen gelten. 
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in der Weise dass beziiglich des Conjugirtseins der Wurzeln folgendes 
gilt: Zu einer Wurzel u; sind diejenigen 5 Wurzeln x conjugirt, 
deren Index k2i ist, ferner diejenigen 5 Wurzeln w,;,, deren einer 
Index =i ist; ebenso zu einer Wurzel v; diejenigen 5 Wurzeln u,, 
deren Index k2i ist, ferner diejenigen 5 Wurzeln w,,, deren einer 
Index =i ist; endlich zu einer Wurzel w,;, die 4 Wurzeln u,, ux, 


Vi, Vx, SOWie diejenigen Wurzeln w,,,, deren Indices beide von i und k 
verschieden sind. 


§ 75. 


Bildung von Functionen der u, v, w, welche sich wie die &, », € des 
§ 65 verhalten. 


Unsere Aufgabe ist nun zuniichst, aus den uw, v, w 6 Functionen 
& zu bilden, welche sich ebenso linear substituiren, wie die §& des 
§ 65, wenn man die w, v, w auf jede zuliissige Weise unter sich ver- 
tauscht. Das kénnen wir dahin wenden, dass wir gleich 27 Functionen 
E:, mi, x bilden, welche sich bei solchen Vertauschungen der u, v, w 
in ganz derselben Weise vertauschen und zwischen welchen dieselben 
linearen Relationen bestehen, wie zwischen den gleichbezeichneten 
Functionen des § 65. Die letzteren sind simmtlich Consequenzen der 
der einen Relation (4) dort und der 30 (iibrigens nicht von einander 
unabhingigen), die sich aus (8) durch Vertauschung der Indices ergeben. 
Wir brauchen also nur solche Functionen zu suchen, welche jenen 
Relationen (4) und (8) geniigen und welche bei Vertauschung der 
Indices der uw, v, w sich entsprechend vertauschen. Wir machen den 
Versuch zuniichst mit linearen Functionen und werden finden, dass 
er gelingt. 

Zunichst stellen wir die allgemeinste Form einer linearen homo- 
genen Function der u, v, w auf, welche ungeindert bleibt, wenn wir 
unter Festhaliung von u, die tibrigen Wurzeln auf jede dann noch 
zulissige Weise permutiren, welche also durch wu, und die bekannten 
Gréssen sich rational ausdriickt. Dieselbe ist offenbar: 


(1) & = au, + B(v, + 20,+,,+ 21) 
+ 7 (+, + Su 2021+ ZWim) 5 
analog haben wir dann zu bilden: 
(2) 4. = av, + B(uy + 2u+w,.+ Zt2) 
Ht (Oy ty + Ly SwOp-+ LWm); 


(3) Srp = yy + B(Uy + H+, + 0.-+ DWim) 
+ y (Lut Lv4+ Lwii+ 2 wz); 


(1, m==3, 4, 5, 6) 
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sowie diejenigen Ausdriicke, welche aus den angegebenen durch Ver- 
tauschung der Indices hervorgehen. Es ist dann: 


(4) Be + Bm — (@+5P4+6y)(Zu+ Zn) + (4B+8y) Zoe 


und: 


(5) &y + m+ by. = (@ +28) (u, +0,+ 1.) 
+ (B+2y) (tov, + D+ Dv, Dw: + Dw21 + Dwim). 


Beide Ausdriicke werden identisch Null, wenn man: 
(6) a=4y, B=—2y 


setzt. Bezeichnet also allgemein x; irgend eine Wurzel unserer Glei- 
chung 27. Grades, C; die Summe der zu thr conjugirten Wurzeln, N; die 
Summe der zu ihr nicht conjugirten, so sind die 27 linearen Functionen: 
(7) 4u,— 2C0,+ N; 

in der That durch dieselben linearen Relationen verbunden, wie die 
E, 7,,€ des § 65; und 6 geeignet ausgewdhlte unter ihnen sind 
solche Functionen der Wurzeln u, v, w der vorgelegten Gleichung, 
welche sich wie die § substituiren, wenn die 3 Wurzeln den siimmt- 
lichen Permutationen ihrer Gruppe unterworfen werden. Aus diesen 
»Complexcoordinaten §* ergeben sich dann die ,,Liniencoordinaten a;,‘ 
durch die Formeln (2) des § 65, Damit ist das von Hrn. Klein*) 
gestellte Problem ,,rationale Functionen der Wurzeln der Gleichung 


27. Grades zu finden, welche aj’s sind“ in der einfachsten Weise 
erledigt. 


§ 76. 


Anwendung auf das Problem der 27 Geraden der Flache dritter 
Ordnung. 


Zu den Gleichungen der in den beiden letzten Paragraphen be- 
trachteten Art gehért insbesondere auch diejenige, von welcher die 
Bestimmung der 27 Geraden einer allgemeinen Fliche dritter Ordnung 
abhiingt (nach Adjunction der Quadratwurzel aus der Discriminante 
der Fliche).**) Die Bestimmung dieser Geraden aus der vorgelegten 
Gleichung der Fliche wiirde also folgende Schritte erfordern: 

1. Zuerst ist die Gleichung einer Fliche zu bilden, welche die 
gegebene in den 27 Geraden schneidet; das ist von Salmon und 
Clebsch geschehen. ***) 


2. Aus dieser Gleichung und der der Fliche ist durch Elimination 


*) Liouville’s Journal, sér. 4, t,4, p. 172. 

**) C. Jordan, vgl. die Citate p. 5. 
***) Vgl. Salmon-Fiedler, Raumgeometrie IJ. Bd. art. 324 und Note 168. 
Mathematische Annalen, XII. 23 
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eine Gleichung mit nur einer Unbekannten herzustellen. Man mag 
etwa ein bestimmtes Biischel linearer Complexe : 
x A ao AB=0 

zu Hilfe nehmen und die Parameter x:4 derjenigen 27 Complexe 
dieses Biischels suchen, welchen die 27 Geraden angehdren. Die 
Coefficienten der resultirenden Gleichung werden dann Simultanin- 
varianten des aus der Fliiche und den beiden Complexen A= 0, B=O 
bestehenden Systems; anders ausgedriickt, sie werden solche Covarianten 
der Fliiche, welche zwei Reihen von Liniencoordinaten enthalten. Die 
invariantentheoretische Untersuchung des Systems steht noch aus.*) 

3. Aus den 27 Wurzeln x: A setzen sich lineare Functionen a,, 
in der durch § 74 gegebenen Weise zusammen. Dabei ist zu beachten, 
dass die Art wie dies geschieht, zuniichst den projectiven Charakter 
der Aufgabe verliiugnet, sodass man nicht erwarten darf, dass die 
auftretenden Formeln eine einfache geometrische Bedeutung besitzen 
werden. Um eine solche zu finden, miisste man die in den Formeln 
versteckt liegenden Hilfselemente aufzeigen. Es gilt dies iibrigens auch 
von viel elementareren Problemen, z. B. von der Lagrange’schen Re- 
solvente der cubischen Gleichung, welche die Ecken des gemeinsamen 
Polardreiecks zweier Kegelschnitte bestimmt. 

4. Die Bestimmung der aus den a;, zu bildenden Invarianten 
(§ 71) als Functionen der Covarianten des unter (2) besprochenen 
Systems wird keine Schwierigkeit mehr bieten, sobald man dieses 
System erst beherrscht. 

5. Die Reduction des Problems der a;, auf das der 2 geschieht 
auf dem von Hrn. Klein a. a. O. angegebenen Wege. 

6. Aus den Invarianten der ¢ berechnen sich die Coefficienten g 
des hyperelliptischen Gebildes nach § 68, 

7. Wegen der Berechnung der Perioden vergleiche man diese 
Annalen p. 278; fiir unseren Fall kame gerade der dort erwihnte 
Ansatz des Hrn. Milewski in Betracht**). 

8. Aus den ¢ sind wieder die a;, zu berechnen, aus diesen die 
é, > ¢. 

9. Aus den &, 7, € erhailt man die x: A als zu ihnen ihnliche 
Functionen nach der Methode von Lagrange. 

10, Zu jedem dieser Werthe x : 4 findet man die Coordinaten der 
zugehorigen Geraden nach derselben Methode. 


*) De Paolis’ ricerche sulle superficie del 3° ordine (memorie dell’ acc, 
dei Lincei ser. III, t. 10, 1880) enthalten p. 149 einen Anfang dazu. 

**) [Neuerdings hat Hr. Lindemann in den Gittinger Nachrichten v. J, 1892 
eine Untersuchungen weiter gef iihrt]. 
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Damit mégen diese Untersuchungen abgeschlossen sein; nur zwei 
Bemerkungen allgemeineren Charakters seien noch beigefiigt. 

Einmal: unsere Gruppen besitzen 25920 bezw. 51840 Substitu- 
tionen; von den bisher vollstiindig untersuchten einfachen endlichen 
Gruppen linearer Substitutionen hat die héchste Ordnungszahl — 168 — 
diejenige terniire Gruppe, welche aus der Transformation 7. Ordnung 
der elliptischen Functionen entspringt. Bei dieser kénnen noch eine 
Reihe von Fragen durch ganz elementares Ausrechnen erledigt werden, 
auf deren Liésung wir bei unserer Gruppe verzichten mussten; dahin 
gehért namentlich die Aufstellung von Resolventen. Man wird dazu 
neue Kunstgriffe ausfindig machen miissen; die dazu erforderlichen 
Versuchsrechnungen wird man aber zweckmiissigerweise an solchen 
Gruppen anstellen, deren Ordnungszahl zwischen den genannten 
Grenzen liegen. 

Die andere Bemerkung ist folgende: die Resultate zu welchen 
wir gelangt sind, haben wir nur erreicht durch Heranziehung aller 
Hilfsmittel, welche die Riemann’sche Functionentheorie, Invarianten- 
theorie im engeren Sinne, Liniengeometrie, Galois’sche Gleichungs- 
theorie der Untersuchung darbieten. Als ein Beitrag zu den jetzt 
immer miichtiger durchdringenden Bestrebungen, diese verschiedenen 
Disciplinen aus ihrer gegenseitigen Isolirung zu befreien, wollen diese 
Untersuchungen verstanden sein. 


Gottingen, Januar 1892. 


23° 











Bemerkungen tiber den sogenannten casus irreducibilis bei 
cubischen Gleichungen. 


Von 


Apotr Kysssr in Dorpat. 


Die auf den casus irreducibilis bei Gleichungen dritten Grades 
beziiglichen Fragen, welche Herr Hilder in Band XXXVIII dieser 
Annalen, S. 307 ff., und Herr Molilame in den Berichten der Akademie 
zu Neapel, Juni 1890 behandelt haben, kénnen auch erledigt werden, 
indem man von folgenden einfachen Betrachtungen ausgeht. 


§ 1. 

Die Gleichung n'*" Grades f(x) = 0 sei in dem beliebigen Ratic- 
nalititsbereich {t, dem ihre Coefficienten angehéren mégen, irreducibel 
und habe die Wurzeln &,, &,.-. &. Bezeichnet man dann durch g 
eine ganze Function, deren Coefficienten dem Bereich t angehéren, 


und setzt man », —g(&), so ist das mit der Unbestimmten y ge- 
bildete Product 


(y— 1) (Y—m%) --- Y— Mn) = Gy) 
als symmetrische Function aller Gréssen & im Bereich ®t rational; 
F(y) sei einer seiner in Rt irreducibeln Factoren, der etwa fiir y= mp 
verschwinden mége. Aus der Gleichung 


F(%) = F (9(é)) = 0 
folgt nun wegen der Grundeigenschaft der irreducibeln Gleichungen 


F(9(é)) = F(m) = 0 

fir v—1,2,...m; die irreducibeln Factoren von G(y) haben also 
alle dasselbe System von Wurzeln, nimlich das System der von ein- 
ander verschiedenen Werthe »,. Alle diese Factoren unterscheiden sich 
somit nur um Factoren, die von y unabhingig sind, und miissen speciell 
von gleichem Grade r sein; da das Polynom G(y) vom Grade n ist, 
so kann man » — rs setzen, wo s eine ganze Zahl bedeutet, und es 
sind dann je s und nicht mehr der Gréssen », einander gleich, 

Es sei z. B. 9, = 4, —=+++=%;; dann haben die Gleichungen 

f(z) =0, 1% —g@)—=0 

genau s Wurzeln x = &,,&,,...& gemein; bestimmt man durch den 
euclidischen Algorithmus den gréssten gemeinsamen Theiler der linken 
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Seiten dieser Gleichungen, so giebt derselbe, —0 gesetzt, eine im 
Bereich (2, 4,) rationale Gleichung, deren Wurzeln &,, &,... & sind. 
Ist diese Gleichung etwa (x, 4,) = 0, wo die Coefficienten des Poly- 
noms ® dem Bereich % angehéren; sind ferner y,, a, m,-.. die 
von einander verschiedenen Werthe der Reihe 4,, 4, -.+ %n, 80 ist 
bis auf einen von # unabhiingigen, dem Bereich { angehdrigen Factor 
f(@) = D(x, n) O(&, ya) O(@, Mm)... - 
Hieraus folgt, dass die Function (x, y,) im Bereich (, y,) irreducibel 
ist, da sonst das Polynom f(x) im Bereich t reducibel wire, entgegen 
der Voraussetzung. 

Hat man speciell s = 1, r=, so sind die Gréssen § und , im 
Bereich St rational durch einander ausdriickbar, da die Gleichung 
O(x, yy) =O linear wird. 

Diese bekannten Erwigungen sind nur deshalb hier reproducirt, 
um zu zeigen, dass nichts als bekannt vorauszusetzen ist als der Begriff 
und die Grundeigenschaft der irreducibeln Gleichungen, sowie der 
Algorithmus zur Aufsuchung des gréssten gemeinsamen Theilers, also 
Dinge, die bei jeder tiber die ersten Specialitiiten hinausgehenden Be- 
handlung algebraischer Gleichungen an die Spitze gestellt werden 
miissen. 


§ 2. 

Es seien nun alle dem zu Grunde gelegten Rationalititsbereich Qt 
angehérigen Gréssen reell; eine in ihm irreducibele Gleichung dritten 
Grades sei durch eine Kette von reellen Radicalen aufgelést, d. h. 
eine Wnurzel dieser Gleichung sei in §t rational ausdriickbar durch die 
reellen Gréssen W,, W,,... Wm, welche durch folgendes Gleichungs- 
system definirt sind: 


¢° =, 


Pm f(%), 
We =f(We W,), 


Wa’ = £10, ¥,,... Wad 


Hierin sei a eine Grésse des Bereichs St, /,, f.,... seien ganze Functionen 
der beigefiigten Argumente, deren Coefficienten dem Bereich Rt an- 
gehéren, und p), Py, +++ Pm Primzahlen, Adjungirt man die Gréssen 
W,, W,, .-. successive, so muss es ein erstes Mal vorkommen, z. B. 
bei Adjunction von W,, dass die gegebene Gleichung reducibel wird, 
wihrend sie im Rationalitiitsbereich §, = (MR, Wy, Wi, .-- Was) 
noch irreducibel ist. Da nun eine reducibele cubische Gleichung eine 
rationale Wurzel besitzt, so ist eine Wurzel § der gegebenen Gleichung 
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durch W, im Rationalitaétsbereich Qt, rational, also auch als ganze 
Function von W,, ausdriickbar: 


(1) E=—g9(W,; Wes W,, eee W,-1) 
Die Gleichung 
(2) Wa" —fa(We, Wi, --- Wer) = 0 


ist aber im Bereich §t, irreducibel; denn sonst miisste ein Product 
von weniger als p, ihrer Wurzeln dem Bereich ft, angehdren; es wiire 
dies eine Grésse von der Form W,’@', wo @ eine p,'* Einheitswurzel 
bedeutet, und die Ungleichung h< p, besteht. Wire nun der Exponent 
1 durch p, theilbar, so gehérte schon die Grésse W,’, also eine 
niedrigere als die p,‘* Potenz von W, dem Bereich Jt, an, was offenbar 
ausgeschlossen werden kann. Wenn dagegen die Zahl / nicht durch 
px theilbar ist, so ist die Grésse w' complex; es kénnte also das Product 
W,? o' bei der vorausgesetzten Realitét der Grésse W, nicht dem 
reellen Rationalitiitsbereich §%, angehdren. In diesem ist also die 
Gleichung (2) mit der Unbekannten W, irreducibel. Man kann also 
auf die gegebene und die Gleichung (2) die Siitze des § 1 anwenden; 
speciell ergiebt sich aus der Gleichung (1) 

Px = 0 (mod. 3), 


also, da p, eine Primzahl ist, p,—= 3. Dann folgt weiter nach § 1, 
dass im Bereich ft, die Gréssen § und W, rational durch einander 


ausdriickbar sind, und dass der Gleichung (1) die folgende zur Seite 
steht 


WwW, = 9 (§, Wi, W,, ox Wy-1); 
wo @ eine in € ganze, in den tibrigen Argumenten rationale Function 


ist, deren Coefficienten dem Bereich { angehéren. Dann folgt aus 
der Gleichung (2) 


(3) — (p(&, Wo, .-- We-1))*— fe(Wo, Wi... Was) = 0. 
Nun ist die gegebene cubische Gleichung im Bereich {R, irreducibel; 
hat sie also ausser § noch die Wurzeln &', &”, so ergiebt sich 
(4)  (p, Wo, «.- We-1))?— fe(Wo, Wi... Wes) =0, 
(5)  (p(&", Wo, ..- Wes) — fe( Wo, Wi...» Wear) = 0; 
die drei Gréssen p(£, Wy,...), p(&’, Wy,.--) und (&”, W,,...) 


kénnen dabei nicht alle gleich sein, da sonst ihre Summe, also die 
Grésse 3W, dem Bereich §, angehérte, was offenbar nicht der 
Fall ist. 

Jetzt werde die Annahme eingefiihrt, dass die gegebene cubische 
Gleichung drei reelle Wurzeln besitzt; dann wiirde sich aus den Glei- 
chungen (3), (4), (5) ergeben, dass die Gleichung 
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a — f.(Wy, Wi, .-. We-1) = 0 
mehr als eine reelle Wurzel besitzt, was offenbar unméglich ist, — 
Eine cubische Gleichung, die in einem reellen Rationalitiitsbereich 
irreducibel ist und drei reelle Wurzeln besitzt, kann also niemals 
durch eine Kette reeller Radicale auflésbar sein; damit ist abermals 
nachgewiesen, dass und in welchem Sinne der casus irreducibilis bei 
cubischen Gleichungen seinen Namen verdient, 


§ 3. 

Weiter sei im reellen Rationalititsbereich eine irreducible Glei- 
chung f(x)—=0 gegeben, deren Wurzeln simmtlich durch eine von ihnen, 
welche & heisse, rational ausdriickbar sind. Die Gleichung sei durch 
eine Kette von reellen Radicalen auflésbar, d. h. es sei die Wurzel — im 
Bereich rational ausdriickbar durch ein System von reellen Gréssen 
W,, W,,--- Wm, die durch dasselbe Gleichungssystem wie in § 2 
definirt sein mégen. Dann sei auch hier die gegebene Gleichung noch 
irreducibel etwa im Rationalitiitsbereich R,—=(R, Wy, W,, ... Wx—-1), 
werde aber reducibel nach Adjunction der Grésse W,, die durch die 
Gleichung 
(6) Wa" =fe(Wy, Wi, ++» We-1) 


definirt ist; diese Gleichung ist irreducibel im Bereich §t,, da fiir sie 
der in § 2 gegebene Beweis fiir die lrreducibilitit der Gleichung (2) 
volistiindig giiltig bleibt. 

Es sei nun 6 irgend eine symmetrische Function gewisser Wurzeln 
der Gleichung (7) = 0, welche dem Bereich , nicht angehért, wohl 
aber dem Bereich (3t,, Wz). Da die Gleichung (6) im Bereich {, 
irreducibel ist, so gentigt nach § 1 die Grosse o einer in demselben 
Bereich irreducibeln Gleichung, deren Grad ein Theiler der Zahl p,, 
also =p, ist, da er grésser als Eins sein muss; daraus folgt weiter 
nach § 1, dass eine Gleichung 
(7) Wy = O(6, W,, W,,..- Wes) 
gilt, in welcher ® eine rationale, in 6 ganze Function der beigefiigten 
Argumente bedeutet, deren Coefficienten dem Bereich t angehéren, 

Nun kann andrerseits 6 als rationale Function von & allein auf- 
gefasst werden, da alle Wurzeln der gegebenen Gleichung in & rational 
sind; es kann also auch die Grosse W, durch § im Bereich {t, rational 
ausgedriickt werden. Nach § 1 ist also m ein Vielfaches vom Grade 
der im Bereich §, irreducibeln Gleichung, welcher die Grésse W, 
geniigt, d. h. der Gleichung (6); somit folgt, dass » durch p, theilbar 
sein muss. Ferner folgt nach § 1, dass nach Adjunction von W, 
vom Polynom f(z) sich ein im Bereich (,, Wx) irreducibler Factor 
abspaltet, dessen Grad n: p, ist. 
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Jetzt werde speciell die Annahme eingefiihrt, die schon mit der 
Realitit des Bereichs $i, und der Radicale W implicite gemacht 
war, dass eine und somit alle Wurzeln der gegebenen Gleichung reell 
seien, Denkt man sich also in der Gleichung (7) die Grésse 6 durch 
& ausgedriickt, und ersetzt dann € successive durch alle Wurzeln der 
gegebenen Gleichung, so sind alle aus W, hervorgehenden Ausdriicke 
reell, Alle verschiedenen Werthe der so erhaltenen Reihe von Gréssen 
bilden aber nach § 1 das System der Wurzeln der Gleichung (6) mit 
der Unbekannten W,; diese Gleichung hitte also nur reelle Wurzeln, 
was nur moglich ist fir p,—2. Es ist somit m eine gerade Zahl; 
nach Adjunction von W, reducirt sich also die gegebene Gleichung 


* . . . n . . 
auf zwei irreducible Gleichungen vom Grade >- Die Wurzeln einer 


jeden von diesen sind offenbar auch durch W,, W,, ... Wr, rational 
ausdriickbar; man kann also auf diese Gleichungen die fiir die ge- 
gebene Gleichung »'" Grades durchgefiihrte Schlussreihe anwenden, 


° ° 1 ° _ 
und damit erschliessen, dass auch > eine gerade Zahl sein muss. 


So fortfahrend erhilt man schliesslich den von Herrn Hilder auf- 
gestellten Satz, dass die Grundzahl m eine Potenz von 2 sein muss; 
d. h, jede in einem reellen Rationalititsbereich irreducible und durch 
eine Kette reeller Radicale auflésbare Gleichung, deren Wurzeln 
alle durch eine von ihnen in dem zu Grunde gelegten Rationa- 
lititsbereich rational ausdrtickbar sind, hat zur Gradzahl eine Potenz 
von Zwei. 

Die bei einer derartigen Gleichung auftretende Kette von Radi- 
calen kann stets durch eine Kette von Quadratwurzeln ersetzt werden. 
Denn da alle Wurzeln der Gleichung durch eine von ihnen rational 
ausdriickbar sind, so wird die Gleichung nach § 1 reducibel, sobald 
irgend eine dem Bereich Rt nicht angehdrige Function ihrer Wurzeln 
adjungirt wird; da nun die Gleichung im Bereich (%, W,, ... Ws-1) 
noch irreducibel sein soll, so kann in diesem die Grésse o nicht 
rational sein; sie ist also auch im Bereich St Wurzel einer 
quadratischen Gleichung. Die Zerfillung der gegebenen Gleichung 


: . ‘ : 1 
ne" Grades in zwei Gleichungen vom Grade = ” kann also durch 


Adjunction einer einzigen Quadratwurzel bewirkt werden. Da nun 
dieselben Erwagungen fiir jede weitere Zerlegung gelten, so ist die 
aufgestellte Behauptung bewiesen. 


Dorpat, December 1891. 














Einige allgemeine Si&tze tiber die einfachsten Gestalten 
ebener Curven. 


Von 


Avotr Kyeser in Dorpat. 


Das Endziel einer tiber specielle Betrachtungen hinausgehenden 
Theorie der projectiven Gestaltsverhiltnisse bei ebenen Curven wiirde 
in der Beantwortung der Fragen bestehen, wie eigentlich die all- 
gemeinsten mit gegebenen Singularitiiten behafteten reellen Curvenztige 
aussehen; welche Combinationen von Singularititen tiberhaupt méglich 
sind; wie oft eine Curve bestimmten Charakters von den Geraden der 
Ebene geschnitten wird, und im Zusammenhang damit, wie viele ihrer 
Tangenten durch irgend einen Punkt gehen. Diese zum Theil noch 
etwas unbestimmten Fragen bieten natiirlich in ihrer vollen Allgemein- 
heit grosse Schwierigkeiten dar; ihre Pricisirung und Beantwortung 
in den einfachsten Fillen, d. h. unter den einfachsten Annahmen iiber 
die zugelassenen Sigularitiiten bildet das Ziel der auf den folgenden 
Blattern durchgefiihrten Untersuchung. 

Von gleicher Tendenz sind gewisse allgemeine Betrachtungen iiber 
die Gestaltsverhiltnisse ebener Curven, welche Mébius im ersten 
Abschnitt seiner Abhandlung ,,Ueber die Grundformen der Linien 
dritter Ordnung“, sowie in der merkwiitdigen kleinen Note ,,Ueber 
die Gestalt sphirischer Curven‘‘ (Werke Bd. II, 8. 108 und 183) an- 
gestellt hat; die dort erhaltenen Resultate sind unter den gegenwiirtig 
abzuleitenden als Specialfiille enthalten. 

Die Methode der Untersuchung ist dieselbe wie in meiner Ab- 
handlung ,,Allgemeine Sitze iiber die scheinbaren Singularitiiten be- 
liebiger Raumeurven“ (Bd. XXXIV dieser Annalen, 8, 204), die im 
Folgenden unter der Bezeichnung A. 8. citirt werden soll; das wesent- 
liche Hilfsmittel besteht in den dort angefiihrten ,,Staudt’schen 
Siatzen I und II“‘, welche nur die Grundanschauung exact formuliren, 
dass wenn eine Curve von einem Punkte durchlaufen wird, die Be- 
wegungsrichtung des Punktes und der Drehungssinn seiner Tangente 
sich nur in singuliiren Lagen des Punktes aindern. Der Standpunkt, 
von welchem die geometrischen Gebilde betrachtet werden, ist wie 
friiher derjenige der projectiven Geometrie, sodass das Unendlichferne 
nur als specieller Fall, metrische Beziehungen gar nicht beriicksichtigt 
und wesentlich nur projective Eigenschaften in’s Auge gefasst werden. 
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I. Vorbemerkungen. 


$1, 

Genauer ausgedriickt besteht dasjenige, was wir hauptsiichlich 
vom Inhalt der Staudt’schen Siitze gebrauchen, in Folgendem. Wird 
eine Curve in bestimmter Richtung vom Punkte V durchlaufen, so 
iindert der Schnittpunkt seiner Tangente mit einer festen Geraden die 
Richtung seiner Bewegung dann und nur dann, wenn die feste Gerade 
durch V geht, ohne mit der augenblicklichen Tangente dieses Punktes 
zusammenzufallen. Man kann hieraus leicht die Frage beantworten, 
wann der Schnittpunkt der Tangente mit einer festen Curve die Richtung 
seiner Bewegung liings dieser umkelrt. 





” Fig. 1, 


Fig. 2. 


Es seien etwa (Fig. 1 und 2) Yt und N irgend zwei von Singu- 
laritaten freie Bogen, M ein im Endlichen liegender Punkt des ersteren 
mit der Tangente m. Die Voraussetzung der Lage im Endlichen ist 
keine Beschrinkung der Allgemeinheit, da es sich nur um die Ab- 
leitung projectiver Eigenschaften handelt. Zieht man dann durch 
M irgend zwei von m verschiedene Gerade g und h, so theilen die- 
selben die Ebene in zwei vollkommene Flichenwinkel. Dasjenige 
dieser Gebiete, in welchem die Tangente m verliuft, werde durch 
[gh] bezeichnet; in ihm miissen alle von M hinreichend wenig ver- 
schiedenen Punkte der Curve Qt liegen, da die Verbindungslinie eines 
jeden von ihnen mit UM beliebig wenig von m verschieden ist. Es sei 
ferner N ein Punkt des Bogens N, dessen Tangente » durch M gehe, 
ohne mit m identisch zu sein, und die Geraden g und h seien so 
gewihlt, dass sie die Tangenten m und » von einander trennen. 

Dann durchlaufe der Punkt V, dessen Tangente w sei, in be- 
stimmter Richtung lings des Bogens % die Umgebung des Punktes N; 
da bei hinreichender Beschriinkung dieser Umgebung alle Lagen von v, 
die in Betracht kommen, von » so wenig, wie man will, verschieden 


a 0? 
sind, so kénnen sie alle mit dem Flichenwinkel [gh], welchem die 
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Gerade m nicht angehért, nur endliche Strecken gemein haben, und 
diese liegen ganz in dem einen oder andern der beiden Scheitelwinkel, 
in welche das Gebiet [gh] zerfillt, je nach der Lage eines einzigen 
ihrer Punkte, z. B. des Schnittpunktes (mv). Dieser liegt nach den 
Staudt’schen Sitzen entweder erst in dem einen und dann in dem 
andern jener beiden Scheitelwinkelriiume oder nur in dem einen, d. h. 
er passirt die Lage M ohne Aenderung seiner Bewegungsrichtung oder 
kehrt in ihr um, je nachdem die Punkte M und N von einander ver- 
schieden sind oder nicht. 

Der Schnittpunkt der Geraden v mit Mt gehért nun wegen der 
Lage dieses Bogens im Gebiet [gh] jedenfalls den bezeichneten end- 
lichen Strecken der Geraden v an; dieser Schnittpunkt kehrt also die 
Richtung seiner Bewegung lings des Bogens Yt um oder behiilt sie 
ungeindert bei, je nachdem die Punkte M und N zusammenfallen 
oder nicht. 

Fallen M und N zusammen, so fndert sich demnach fiir einen 
lings des Bogens Y laufenden Punkt die Anzahl der durch ihn 
gehenden Tangenten des Bogens Yt um Zwei beim Passiren des Punktes 
M; sind M und N verschieden, so tritt keine Aenderung dieser Anzahl 
ein. Langs des Bogens % stésst also stets eins seiner Gebiete (m) 
mit einem Gebiet (m-+ 2) zusammen, wenn wie friiher durch (r) das 
Gebiet der Punkte bezeichnet wird, durch welche genau r Tangenten 
des betrachteten Bogens hindurchgehen. 


§ 2. 

Auf Grund dieser Resultate kann nian auch umgekehrt auf die 
Existenz eines Schnittpunktes beider Bégen schliessen, wenn man weiss, 
dass ein bestimmter Schnittpunkt von v und Yt die Richtung seiner 
Bewegung auf 3 umkehrt. Reciprok entsprechend kann man auf die 
Existenz einer gemeinsamen Tangente der Bogen §N und X schliessen, 
wenn der Beriihrungspunkt einer bestimmten durch V gehenden 
Tangente des Bogens 3 die Richtung 
seiner Bewegung auf diesem findert. 

Tritt der erste Fall ein, sodass etwa e 
wieder M und N zusammenfallen (Fig. 3), 

‘ — 
so folgt ferner aus § 1, dass durch einen >. 
den Bogen Yt durchlaufenden Punkt W, Pl Ri a 
wenn derselbe in die Nahe von YM riickt, ie aad 
entweder zwei oder keine Tangenten des —— 

Bogens % gehen, welche in der Nihe von MW beriihren; jenachdem 
der Punkt W die Lage M in der einen oder andern Richtung 
durchliuft, riicken die Beriihrungspunkte zweier durch W gehender 


~ 


SSS ae 
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Tangenten des Bogens Xt entweder aus der gemeinsamen Anfangslage 

M aus einander, oder sie nihern sich von entgegengesetzten Seiten 
her der gemeinsamen Grenzlage M. 

Die reciprok entsprechende Thatsache, welche im Folgenden mehr- 

fach zu benutzen sein wird, ist folgende. Haben die Bégen I und N 

; eine Tangente ¢ gemein, deren 

—— Beriihrungspunkte mit beiden von 





ie ae “Ss ‘ einander verschieden sind, und 
Pe i durchliuft der Beriihrungspunkt 
Z Fi ites einer Tangente v den Bogen I 


es 


~~ in bestimmter Richtung, so wird, 

wenn man v die Lage ¢ passiren 
lasst, ein Paar Schnittpunkte von 9t und v gewonnen oder verloren; 
im ersten Falle riicken die Schnittpunkte auseinander, im zweiten gehen 
sie in entgegengesetzten Richtungen aufeinander los. (Fig. 4.) 

Weiss man umgekehrt, dass zwei Schnittpunkte der Tangente v 
mit N sich in entgegengesetzten Richtungen lings dieses Bogens be- 
wegen und sich einander nihern, so kénnen sie sich den Schnitt- 
punkten von % mit einer Endtangente des Bogens IN als ihren Grenz- 
lagen nihern; weiss man aber, dass dies nicht eintreten kann, so 
miissen sie in den Beriihrungspunkt einer gemeinsamen Tangente der 
Bégen YW und XR zusammenriicken. Ebenso wenn der Punkt V den 
Bogen X durchliuft und die Beriihrungspunkte zweier durch V gehenden 
Tangenten des Bogens Wt auf diesem gegeneinander vorriicken, wihrend 
zwischen ihnen kein Beriihrungspunkt einer durch einen Endpunkt des 
Bogens Jt gehenden Tangente liegt, so miissen sie nothwendig in einen 
Schnittpunkt beider Bogen zusammenriicken. 

Damit ist neben der zu Anfang dieses Paragraphen gestellten 
Bemerkung ein zweites Hiilfsmittel gegeben, um die Existenz einer 
gemeinsamen Tangente oder eines Schnittpunktes zweier Bogen nach- 
zuweisen, 


Fig. 4. 


§ 3. 

Zu diesen allgemeinen Vorbemerkungen stellen wir folgende Be- 
trachtung specielleren Charakters. 

Es sei der Bogen AN, dessen in A 
und N beriihrende Endtangenten a und n 
heissen mégen, von Singularitiiten frei und 
so beschaffen, dass von den Punkten des 
Bogens auf a nur A, auf » nur N und A 
liegen (Fig. 5). Bei einem solchen Bogen 
ist leicht zu iibersehen, wie viele seiner 
Tangenten durch irgend einen Punkt der Ebene gehen: diese Anzahl 


a 





Fig. 5. 
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kann sich nach den Staudt’schen Sitzen — vgl. auch § 1 — nur 
indern, wenn der betrachtete Punkt den Bogen oder eine seiner End- 
tangenten tiberschreitet. Unter unsern Voraussetzungen hat nun jede 
der Endtangenten mit dem Bogen nur Endpunkte gemein; der Bogen 
tiberschreitet also keine seiner Endtangenten und liegt demnach ganz 
in dem einen der beiden vollkommenen Flichenwinkel, in welche die 
Ebene durch @ und » zerlegt wird. Dieser Flichenwinkel wird durch 
den Bogen in zwei im Sinne der projectiven Auffassung zusammen- 
hangende Gebiete zerlegt, innerhalb deren die Zahl der durch einen 
Punkt gehenden Tangenten sich nicht aindert; ein ebensolches Gebiet 
bildet der zweite durch @ und » abgegrenzte vollkommene Flichen- 
winkel. 

Lisst man nun die Tangente ¢ in einem liings des Bogens von A 
nach N laufenden Punkte beriihren, so durchliuft der Punkt (n#) die 
eine der beiden Strecken AN genau einfach ohne Aenderung der 
Bewegungsrichtung, da der Bogen mit m nur die Endpunkte A und 
N gemein hat; die andere Strecke AN werde durch AN  bezeichnet. 
Durch die Punkte der letzteren geht keine Tangente des Bogens ausser 
nm; sie trennt also — in der Bezeichnung des § 1 — ein Gebiet (0) 
von einem Gebiete (1) des Bogens AN. Unter den bezeichneten drei 
durch a, m und den Bogen AN abgegrenzten Gebieten ist also eins 
das Gebiet (0) und eiu anderes das Gebiet (1). Langs des Bogens 
stésst nun nach § 1 ein Gebiet (m) an ein Gebiet (m-—+ 2); es kann 
hier aber nicht m = 1 sein, weil sonst ein Gebiet (3) liings der End- 
tangenten an das Gebiet (0) grenzen miisste, was unmdglich ist. Es 
ist also m= 0, d. h. der Bogen theilt den einen der von a und ” ab- 
gegrenzten Fliichenwinkel in die Gebiete (0) und (2); der andere bildet 
das Gebiet (1). Dabei hat das Gebiet (0) zur Grenze den Bogen und 
die Strecke AN. 


II. Die Grundeigenschaften des allgemeinsten nirgends singuliren 
Bogens. 


§ 4. 


Jetzt sei B ein beliebiger von Singularitiiten freier Bogen, wobei 
wie in A. S. auch Doppelpunkte und Doppeltangenten als Singulari- 
titen zu rechnen sind; A sei der eine seiner Endpunkte und a die in 
ihm beriihrende Tangente (Fig. 6, s. 8. 355). Durchlauft dann der 
Punkt 7, dessen Tangente ¢ sei, den Bogen von A aus, so trete von 
den beiden dual gegentiberstehenden Ereignissen, dass die Tangente ¢ 
durch A geht und dass der Punkt 7 auf a liegt, etwa das erstere 
zuerst ein; die entsprechenden Lagen von ¢ und 7’ seien » und N, 
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Die Tangente ¢ hat dann bei Beginn der Bewegung des Punktes 7 
mit dem Bogen AT keinen Punkt ausser 7 gemein, und das kann 
sich nach den Staudt’schen Siitzen nur indern, wenn ¢ durch A geht; 
die Tangente » hat also ausser 
A und N keine Punkte mit dem 
Bogen AN gemein. Da dieser 
ferner nach Voraussetzung von a 
nicht geschnitten wird, so hat er 
die Eigenschaften des gleich be- 
zeichneten Bogens in § 3. 
Wenn nun der Punkt 7 dureh 
vig. 6 die Lage N geht, so liegt er nicht 
auf a; der Punkt (a#) passirt dann 
also die Lage A ohne Aenderung seiner Bewegungsrichtung. Da ferner, 
bevor man T in N iibergehen lasst, kein Schnittpunkt der Tangente ¢ 
mit dem Bogen AN ausser 7 vorhanden war, so wird ein solcher in 
A gewonnen, und in allen wenig von m verschiedenen und auf » 
folgenden Lagen hat die Gerade ¢ einen einzigen, und zwar einen in 
der Nihe von A liegenden Punkt P mit dem Bogen AZ gemein 
ausser dem Punkte 7. Liisst man diesen in der festgesetzten Richtung 
von WN aus weitergehen, so bewegt sich der Punkt P nach § 1 ohne 
Aenderung seiner Bewegungsrichtung auf $ stetig fort, kann also die 
Lage A nie wieder erreichen und kénnte nur verschwinden, wenn er 
den zweiten Endpunkt B des Bogens % erreichte. Letzteres ist aber 
unmdéglich, da der Punkt P dem Bogen AT angehért, und ihn nur 
verlassen kénnte, indem er dem Punkte 7 unendlich nahe riickte, 
was eine Singularitit des Bogens 8 bedingen wiirde. Der Punkt P 
muss sich demnach, wenn man 7’ in die Endlage B iibergehen liisst, 
einer bestimmten von B verschiedenen Grenzlage P, nihern, sodass 
der Bogen AP, von P in ungednderter Richtung durchlaufen wird. 
Dieser Bewegung entsprechend geht der Bogen PT' stetig aus dem 
Anfangsstadium AN in die Endgestalt P,B tiber, sodass ihm in 
seinen aufeinanderfolgenden Lagen successive alle Punkte des Bogens 
% angehéren. 

Dabei ist fiir jede Lage des Punktes 7 stets P der in der Richtung 
nach A hin von 7 aus lings des Bogens 8 zuerst kommende Punkt, 
in welchem derselbe von ¢ geschnitten wird. Denn dies ist sicher der 
Fall, wenn JT in die Lage N fiallt, und eine Aenderung des Sach- 
verhalts kénnte nur eintreten, wenn ein weiterer Schnittpunkt der 
Tangente ¢ mit dem Bogen PT in diesen iiber P oder T hineinriickte, 
was nur bei Singularititen des Bogens $ miglich ist. Die Tangente ¢ 
enthalt also vom Bogen PT stets nur die Endpunkte. 

Aus ahnlichen Griinden kann auch die Tangente des Punktes P 
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ausser diesem keinen Punkt des Bogens PT enthalten; denn ein 
solcher ist zu Anfang nicht vorhanden und kénnte spiter nur er- 
scheinen bei vorhandenen Doppeltangenten oder Wendepunkten, 

Damit ist bewiesen, dass der Bogen PT in jeder seiner Lagen 
die Eigenschaften des in § 3 untersuchten Bogens AN besjtzt. 


§ 5. 


Wir betrachten nunmehr (fig. 7) zwei nur wenig von einander * 
verschiedene Lagen des Bogens PT, welche durch P,7, und P,T, 
bezeichnet werden mégen; dabei werde der Punkt 7, in der Richtung 
von A nach B hin eher erreicht als 7; die Tangenten der Punkte 
P,, P,, T,, T, seien p,, po, t, by. 
Dann liegen wegen der nach § 4 un- 
verinderlichen Bewegungsrichtung des 
Punktes P die Punkte 7, und P, be- 


/ 
ziehentligh innerhalb der Bégen P,T, —// / ‘ 
und P,7;. Liisst man den Punkt 7 / ‘8 \ 
/ SX. 
7 ae 





von 7’; nach T, laufen, so geht der 
entsprechende Punkt P von P, nach 
P,, und seine Tangente hat nach § 4 
mit dem Bogen PT, also a fortiori — 
mit dem darin enthaltenen Bogen P,7, keinen Punkt gemein. Die 
Tangenten des Bogens P, P, ausser p, schneiden also den Bogen P,7, 
jedenfalls nicht in der Nahe von P,. Da nun die Tangente p, mit 
P,T, keinen Punkt ausser P, gemein hat,~so folgt, dass die Tangenten 
des Bogens P,P, ausser p, den Bogen P, 7, nicht schneiden. 

Dieser Bogen besitzt nun nach § 4 die Eigenschaften des in § 3 
untersuchten Bogens AN; sein Gebiet (0) wird also von dem Bogen 
selbst und einer gewissen Strecke P,7, begrenzt, welche der in § 3 


betrachteten Strecke AN analog’zu definiren ist, also von den Tangenten 
des Bogens P,7, nicht geschnitten wird. Diese Strecke wird auch 
von den Tangenten des Bogens P, P, nicht geschnitten; denn passirt 
die Tangente v die Lage p,, so liegt nach den Staudt’schen Sitzen 
der Punkt (v|P,7,|) vor und nach der Coincidenz von v und p, auf 
derselben der Strecken P, 7,, also hier niemals im Innern der Strecke 
P,T,. Somit wird die ganze Umgrenzung des zum Bogen P, 7, ge- 
hérigen Gebietes (0) von den Tangenten des Bogens P,P, ausser p, 
nicht geschnitten; in dieses Gebiet (0) geht also keine Tangente des 
Bogens P,T,, mithin auch keine des Bogens P,7, hinein, Daraus 
folgt, dass jeder Punkt, der im Innern des zum Bogen P,7, ge- 
hdrigen Gebiets (0) liegt, auch dem Innern des zum Bogen P,T, 
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gehérigen Gebiets (0) angehért. Im Innern des letzteren liegt speciell 
der Punkt T7,, da er der Begrenzung desselben nicht angehdrt. 
Betrachtet man also eine beliebige Anzah] von Bégen PZ’ und 
ordnet sie entsprechend der Reihenfolge der Punkte 7 in der Richtung 
von A nach B hin, so kann man sagen, dass das Gebiet (0) jedes 
folgenden Bogens PT in demjenigen jedes vorhergehenden enthalten ist. 


8 6. 


Nimmt man speciell fiir 7’ den in § 4 definirten Punkt N, also 
fiir P den Punkt A, so lehrt das Resultat des vorigen Paragraphen, 
dass fiir irgend einen Punkt 7’ des Bogens NB die Strecke PT, also 
speciell der Punkt 7’ selbst im Innern des zum Bogen AN gehérenden 
Gebietes (0) liegt; die ausserhalb dieses Gebietes liegende Tangente a 
wird also von den iiber N hinaus liegenden Theilen des Bogens $ 
nicht mehr erreicht, und hat demnach mit % iiberhaupt nur den 
Punkt A gemein. 

Dieselbe Betrachtung wie fiir A kann man offenbar fiir jeden 
Punkt P und den Bogen PB anstellen; die Tangente ¢ irgend eines 
dem Bogen AB angehérigen Punktes 7’ hat also mit dem Bogen 7B 
ausser 7’ keinen Punkt gemein. Das gilt auch, wenn der Punkt 7 
dem Bogen P,B angehért, da dieser die Eigenscbaften des in § 3 
betrachteten Bogens AWN besitzt. Die Tangente ¢ hat also stets nur 
Punkte des Bogens AT mit 8 gemein, und die Anzahl derselben kann 
sich nur findern, wenn die Gerade ¢ durch A geht. 

Da nun der Bogen $ mit a keinen Punkt ausser A gemein hat, 
so bewegt sich nach den Staudt’schen Siitzen der Punkt (a?) ohne 
Richtungsinderung, wenn man 7’ von A nach B laufen liisst; der 
Punkt (aé) passirt also die Lage A stets in derselben Richtung wie 
das erste Mal, wenn 7’ die Lage N hat. So oft also die Tangente ¢ 
durch A geht, wird sie einen einzigen von 7’ verschiedenen Schnitt- 
punkt mit 8 gewinnen. Da alle diese Schnittpunkte nach dem Obigen 
dem Bogen AT angehéren, so geht durch B ausser b keine weitere 
Tangente des Bogens 8. 

Allen diesen Ergebnissen kénnen reciprok entsprechende gegeniiber- 
gestellt werden, wenn man die in § 4 an die Spitze gestellte Voraus- 
setzung durch die reciprok entsprechende Annahme ersetzt. Jene 
Voraussetzung bestand darin, dass, wenn man von A aus den Bogen 
entlang geht, von den beiden Ereignissen einer durch A gehenden 
Tangente und eines auf a liegenden Punktes der Curve das erstere 
zuerst eintreten sollte. Die reciproke Voraussetzung wiire, dass das 
zweite Ereigniss zuerst eintrifft. Mit Beriicksichtigung dieser Be- 
merkung kénnen die erhaltenen Resultate zu folgendem Satze zu- 
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sammengefasst werden, in welchem der in A. 8. § 3 aufgestellte ent- 
halten ist. 

Bei einem beliebigen von Singularititen freien Bogen gehen durch 
den einen Endpunkt keine Tangenten ausser der in ihm beriihrenden; 
die Tangente des andern hat ausser thm keinen Punkt mit dem Bogen 
gemein. Enthilt die Tangente des ersten Endpunktes ausser diesem 
noch genau m Punkte des Bogens, so gehen durch den eweiten Endpunkt 
ausser der in thm beriihrenden noch genau m Tangenten des Bogens. 

Die beiden Endpunkte sind also, sobald m> 0 ist, von ver- 
schiedener Qualitét und sollen als ,,innerer“ und ,,iiusserer“ Endpunkt 
unterschieden werden; durch ersteren geht keine Tangente ausser der 
in ihm beriihrenden, die Tangente des letzteren hat ausser ihm keinen 
Punkt mit dem Bogen gemein. Nur wenn m=O ist, fallt dieser 
Unterschied fort; dann hat man nach A. 8. § 4 einen Bogen, der 
keiner Geraden mehr als zweimal begegnet und durch keinen Punkt 
mehr als zwei seiner Tangenten hindurchgehen lisst. 


¢ 


III. Zusitze und Anmerkungen zum vorhergehenden Abschnitt. 
§ 7. 

Das Theorem des vorigen Paragraphen bietet die Méglichkeit, fiir 
einen beliebigen von Singularititen freien Bogen die Frage nach der 
Anzahl der durch einen Punkt gehenden Tangenten und der Schnitt- 
punkte einer Geraden mit dem Bogen vollkommen zu erledigen. 

Wird wie bisher durch A der tussere Endpunkt des Bogens 8 
bezeichnet, durch 7’ ein Punkt des Bogens und durch ¢ seine Tangente, 
so seien S,, S.,...S, diejenigen Lagen von 7, in welchen die Punkte 
A und (at) zusammenfallen, und zwar in der Reihenfolge, die sie 
lings des Bogens 8 von A aus haben, (S,; = N). Da nun die Tangente 
nach § 6 einen Schnittpunkt mit 8 dann und nur dann gewinnt, 
wenn der Punkt 7 eine der Lagen S, passirt, so folgt, dass die 
Tangenten des Bogens S,,S,41 genau n Punkte ausser ihrem Beriihrungs- 
punkt mit 8 gemeinsam haben, wobei noch S, =A und Sy4,—B 
gesetzt werden kann. 

Wenn nun m > 0 ist, also der Punkt (a¢) wirklich einmal durch 
die Lage A geht, so sind Tangenten des Bogens in jedem der beiden 
Continua vorhanden, in welche die Gesammtheit aller Geraden der 
Ebene durch A und B zerlegt wird; es kann also jede Gerade g stetig, 
ohne einen der Endpunkte zu iiberstreichen, in eine Tangente des 
Bogens iibergefiihrt werden, welche dann ausser ihrem Beriihrungs- 
punkte ebenso viele Punkte mit 8 gemein hat oder zwei weniger wie g, 
da aus der reciproken Erginzung zur Schlussbemerkung des § 1 folgt, 
dass in der Umgebung einer Tangente, die ausser ihrem Beriihrungs- 
Mathematische Annalen, XLI, 24 
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punkte noch r Punkte mit 8 gemein hat, Gerade liegen, die theils r, 
theils r -+- 2 Punkte des Bogens enthalten. Da ferner nach dem Obigen 
alle Tangenten, welche dieselbe Zahl von Punkten mit 8 gemein 
haben, ein einziges Continuum bilden, so ergiebt sich folgendes 
Resultat: 

Die Geraden, welche mit einem nirgends singuliren Bogen genau 
eine und dieselbe Anzahl von Punkten gemein haben, bilden ein einziges 
Continuum; gehen durch den dusseren Endpunkt des Bogens ausser der 
in thm beriihrenden noch genau m Tangenten des Bogens, so hat dieser 
mit keiner Geraden mehr als m-+-2 Punkte gemein, und es giebt Gerade, 
welche 0, 1, 2,...m-+2 Punkte des Bogens enthalten. 

Speciell hervorgehoben zu werden verdient die Existenz von Geraden, 
welche den Bogen gar nicht schneiden; man kann also sagen: 

Jeder nirgends singulire Bogen kann als Projection eines ganz im 
Endlichen liegenden Bogens betrachtet werden. 

Da endlich die Voraussetzungen dieser Entwicklung nach § 6 
in sich reciprok sind, kann man sofort hinzufiigen: 


Die Punkte, durch welche genau + Tangenten des Bogens gehen, 
bilden ein einziges Continuum; es giebt Punkte, fiir welche x =0, 1, 2,... 
m+ 2 ist. 


§ 8. 

Kin weiteres Corollar ergiebt sich, wenn man nochmals direct an 
diejenige Thatsache ankniipft, welche den Kern der Entwicklungen 
des § 5 bildet, niimlich die gegenseitige Beziehung der Gebiete (0) 
der Bogen PT. 

Liegt etwa der Punkt 7; im Bogen NB, so haben die Gebiete 
(0) der Bégen 7, P, und AN in ihrer Begrenzung héchstens einen 
in P beginnenden Theil des Bogens PB gemein; der Punkt A liegt 
also sicher ausserhalb des erstgenannten Gebiets (0), und auch nicht 
auf der Grenze desselben. Da nun dieses bei beliebiger Wahl des 
Punktes 7, die Gebiete (0) aller Bogen PTZ umfasst, fiir welche der 
Punkt 7 im Bogen 7,B angenommen wird, so kann man um den 
Punkt A herum eine Umgebung abgrenzen, welche ganz ausserhalb 
der bezeichneten Gebiete (0) liegt, auch nicht auf der Grenze der- 
selben. In diese Umgebung kann also der iiber N hinaus fortgesetzte 
Bogen % nicht wieder eindringen, kann also seinem dusseren End- 
punkte A nicht wieder unbegrenzt nahe kommen, geschweige denn 
ihn erreichen. 

Aus denselben Griinden liegt der innere Endpunkt B im Innern 
eines Gebiets, ausserhalb dessen jedenfalls der Punkt A gelegen ist; 
also auch, wenn man sich den Bogen durch einen vom innern End- 
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punkte ausgehenden Punkt beschrieben denkt, kann derselbe dem Aus- 
gangspunkte nicht wieder unbegrenzt nahe kommen. 

Diese Betrachtungen werden nur daun hinfallig, wenn keine Tan- 
gente |A N| existirt, also der Unterschied zwischen innerem und diusserem 
Endpunkt fortfallt. Dann wird der Bogen AB nach A. 8. §3 von 
keiner Geraden mehr als zweimal geschnitten und durch keinen Punkt 
gehen mehr als zwei seiner Tangenten. Ein solcher Fall tritt ein, 
wenn z. B. von einer geschlossenen nirgends singuliiren Curve ein 
beliebig kleines Stiick AB weggelassen wird; nennt man den iibrig- 
bleibenden Bogen %, und bezeichnet durch A seinen fiusseren Endpunkt, 
so kann diesem der innere Endpunkt B unbegrenzt geniihert werden, 
indem man das weggelassene Stiick AB hinreichend klein nimmt. Der 
Bogen 8 begegnet also keiner Geraden mehr als zweimal und durch 
keinen Punkt gehen mehr als zwei seiner Tangenten; dasselbe gilt 
von der gegebenen geschlossenen Curve, da sie sich von $ nur um den 
beliebig kleinen Bogen AB unterscheidet. Es gilt somit folgender Satz: 

Eine geschlossene von Singularititen freie Curve begegnet keiner Ge- 
vaden Ofter als zweimal, und durch keinen Punkt gehen mehr als zwei 
ihrer Tangenten; sie kann stets als Projection einer ganz im Endlichen 
gelegenen Curve betrachtet werden. 


g 9. 


Einige der in den letzten Paragraphen erhaltenen Resultate stehen 
in engem Zusammenhang mit denjenigen Sitzen, welche Mébius in 
der Note ,,Ueber die Gestalt sphirischer Curven“ (Werke Bd. II, 8. 183) 
aufgestellt hat. Die sphirischen Curven, welche dort betrachtet wer- 
den, kénnen vom Mittelpunkt der Kugel in ebene Curven projicirt 
werden, die an Singularitiiten nur Doppeltangenten besitzen. 

Mobius erhilt das Resultat, dass seine Curven entweder ge- 
schlossen, oder einfache oder Doppelspiralen sind; die letztere Mig- 
lichkeit fallt fort beim Ausschluss von Doppeltangenten — wir kommen 
auf sie in § 11 zuriick —; die ersten beiden sind die in §§7 und 8 
betrachteten Fille. Denn denkt man sich z. B. im Falle des § 7 
(m >) den Bogen ganz ins Endliche projicirt, so schneidet derselbe die 
Tangente b abgesehen von B noch mindestens einmal; um dies fiir eine 
im Endlichen liegende Curve zu erméglichen, muss dieselbe, wenn man 
sie sich von B aus durchlaufen denkt, bei jedem Schnitt von der einen 
Seite der Geraden 6 auf die andere iibergehen und demnach m halbe 
Umkreisungen des Punktes B vollziehen. — Die Fragen nach der Anzahl 
der Schnitte mit einer Geraden u. s. w. werden bei Mébius nicht 
beriihrt. 

Allerdings sind die Mébius’schen Entwicklungen ziemlich weit 
davon entfernt, einen strengen Beweis der aufgestellten Behauptungen 
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zu liefern; z. B wird — in der Bezeichnung unsrer §§ 4ff. — als 
evident angesehen, dass der tiber N hinaus fortgesetzte Bogen die 
Strecke AN nicht wieder treffen kann, wenn nicht Wendepunkte oder 
Spitzen vorhanden sind, Das ist aber zunichst nur evident fiir end- 
liche Bégen, wahrend erst aus unseren’Entwicklungen folgt, dass man 
sich auf endliche Bogen beschriinken darf (§ 7); sodaun aber diirfte es 
sich lohnen, einen bei bestimmten Voraussetzungen stichhaltigen Be- 
weis derartiger evidenter Thatsachen aufzustellen, weil ein solcher nicht 
nur die Anforderungen einer strengen Methode befriedigt, sondern 
auch die evidente Eimsicht sozusagen ins Einzelne hinein priicisirt. 
Worauf in unserem Falle die Unméglichkeit, die Strecke AN wieder 
zu erreichen, beruht, lehrt die Betrachtung der in § 4 definirten 
Bégen PT und ihrer Gebiete (0). 

Soweit iibrigens Mébius Beweise liefert, ist seine Methode im 
Grunde die hier angewandte; tiberall handelt es sich um die Bewegungs- 
richtung der Schnittpunkte beweglicher Tangenten mit festen Geraden- 
oder Curven, und massgebend ist die Bemerkung, welche das Wesen 
der Staudt’schen Sitze ausmacht, dass derartige Bewegungsrichtungen 
sich nur in den bekannten besonderen Lagen der Tangenten aindern. — 
Ebenso liegen den Beweisen der allgemeinen Siitze iiber Gestaltsver- 
hiltnisse in der Abhandlung ,,iiber die Grundformen der Linien dritter 
Ordnung“, auf welche wir im Abschnitt V zuriickkommen, implicite 
die Staudt’schen Sitze zu Grunde. 


IV. Curven mit Doppeltangenten und Doppelpunkten. 
§ 10. 


Analog den im Abschnitt III erhaltenen Sitzen itiber die allge- 
meinste Gestalt geschlossener oder ungeschlossener Curven, die von 
allen Singularitaten frei sind, kann man auch allgemeine Siitze ableiten 
unter der Voraussetzung, dass nur eine bestimmte Art von Singulari- 
titen, z. B. nur Doppeltangenten oder nur Doppelpunkte auftreten. 

Es sei etwa (Fig. 8) A,A, ein beliebiger Bogen, der an Singu- 
laritiiten nur Doppeltangenten aufweist. Liisst man dann den Punkt 7, 

dessen Tangente ¢ sei, von A, aus den Bogen 
entlang laufen, so wird es, wenn Doppeltangenten 





( 4 A, vorhanden sind, ein erstes Mal vorkommen, dass 

s die Gerade ¢ den Bogen A, 7’ nochmals ausserhalb 

S, 5 des Punktes 7 beriihrt; diese Lage des Punktes 7 
Fig. 8. 


heisse S,, der zweite Beriihrungspunkt des Bogens 


A,S, mit ¢ sei S,. Die Doppeltangente |.S,S,| werde durch s bezeichnet. 
Man kann dabei annehmen, dass die PunktesS, und S, nicht zusam- 
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menfallen, da man sonst entweder complicirtere Singularitiiten oder 
eine einfache geschlossene Curve ohne Singularitiiten erhielte, welch 
letztere in § 8 hinreichend besprochen sind. 

Es kann nun zunichst das Lemma bewiesen werden, dass der 
Bogen S,S, mit s nur die Punkte S, und S, gemein hat. Liisst man 
nimlich von diesem Bogen ein beliebig kleines den Punkt S, enthalten- 
des Stiick fort, so bleibt zufolge der Definition dieses Punktes ein 
nirgends singuliirer Bogen iibrig, von dessen Endtangenten die eine 
die feste Gerade s ist, die andere dieser unbegrenzt genihert werden 
kann. Die reciprok entsprechende Figur wiire also ein nirgends singu- 
lirer Bogen, von dessen Endpunkten der eine, der Geraden s ent- 
sprechende fest ist, der andere diesem unbegrenzt nahe kommen kann. 
Kin solcher Bogen ist aber nach § 8, so lange die Endpunkte noch 
nicht zusammengefallen sind, so beschaffen, dass durch keinen Punkt 
mehr als zwei seiner Tangenten gehen; somit kann auch in der 
urspriinglichen Figur die Tangente s ausser S, keinen Punkt des 
Bogens enthalten, der aus S,S, durch Fortlassung eines beliebig kleinen 
S, enthaltenden Stiickes entstanden ist. Der ganze Bogen S,S, hat 
also mit s nur die Punkte S, und S, gemein, 

Beiliufig folgt noch, da jede Tangente des Bogens S,S, mit 
diesem nur den Beriihrungspunkt gemein hat, dass es Gerade giebt, 
die keinen Punkt des Bogens S,S, enthalten; derselbe kann also ganz 
ins Endliche projicirt werden. 


§ 11. 


Lisst man nun den Punkt 7 von A, herkommend die Lage S, 
passiren, so muss nach § 2 die Tangente¢ zwei in der Nihe von S, 
liegende Schnittpunkte mit dem Bogen A, A, entweder gewinnen oder 
verlieren. Ersteres ist unméglich, da sonst eine von s verschiedene 
Tangente des Bogens §,S, diesen noch ausserhalb des Beriihrungs- 
punktes schneiden wiirde, was nach § 10 nicht geschieht, — Auf Grund 
der analogen fiir S, durchgefiihrten Betrachtung folgt, dass die Tan- 
gente ¢, wenn der Punkt 7 die Lage S, in der Richtung nach A, hin 
passirt, einen von S, ausgehenden Schnittpunkt P mit dem Bogen 
S,A, gewinnt, oder auch einen Schuittpunkt mit dem Bogen S’ 7, 
mit welchem sie bisher nur den Beriihrungspunkt gemein hatte, 
wenn S’ ein beliebig wenig von S, verschiedener Punkt des Bogens 
S,S, ist. 

Jetzt laufe der Punkt 7 von S, nach A, hin; dann bewegt sich 
der Punkt P zuniichst in derselben Richtung, und solange der Bogen 
S'T noch keine Doppeltangente aufweist, kénnen auf die aufeinander- 
folgenden Lagen des Bogens PT die in den §§ 4 und 5 fiir den ebenso 
bezeichneten Bogen angestellten Betrachtungen angewandt werden, — 
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Angenommen nun (Fig. 9), der Bogen S’A, besiisse Doppeltan- 
genten, so wiirde der Punkt 7 ein erstes Mal in eine derartige 
Lage J, riicken miissen, dass seine Tangente den Bogen S’ 7, noch 
in einem weiteren Punkte 7,’ beriihrte. Dann sei 7, ein Punkt des 
Bogens T,7,, P, die zugehérige Lage des 
Punktes P, und der Bogen 7,7, so klein, 
dass er mit der Tangente 7, P, nur den 
Punkt 7, gemein hat; ein beliebiger Punkt 
dieses Bogens zwischen T, und 7, sei 7,. 
Da nun die Bégen S’T, und S’T, von 
Singularititen frei sind, so kénnen auf sie 
die Satze der §§ 4 und 5 angewandt wer- 
den; also liegt der Punkt 7, im Innern des zum Bogen P, 7, ge- 
hérigen Gebiets (0). Die Begrenzung dieses Gebiets besteht nach 
§§ 4 und 3 aus einer Strecke P, 7, und dem Bogen P, 7,, kann also 
mit dem Bogen 7, P, zufolge der fiir diesen gemachten Voraussetzung 
ausser 7, keinen Punkt gemein haben. Demnach muss, wie jeder 
Punkt 7,, so auch der Punkt 7, im Innern des bezeichneten Gebiets 
(0) liegen. In dieses geht aber nach § 5 von den Tangenten des nirgends 
singuliren Bogens S‘ 7’, keine hinein; also kann auch die in 7," beriihrende 
nicht durch 7, gehen; eine Doppeltangente des Bogens S’A, ist unméglich. 
Ebenso ist der Bogen S” A, von Singularititen frei, wenn S” ein 
beliebig wenig von S, verschiedener Punkt des Bogens S,S, ist; dabei 
ist S” der fussere, A, der innere Endpunkt, ebenso wie S’ der iussere, 
A, der innere Endpunkt des Bogens 8S’ A, ist. Wenn also M ein be- 
liebiger Punkt des Bogens S,S, ist, so sind die Bégen MA, und MA, 
von Singularititen frei, und die Doppeltangenten der Curve A, A, 
kénnen nur als gemeinsame Tangenten der Bogen MA, und MA, 
auftreten; da A, und A, die inneren Endpunkte sind, so sind diese 
Bogen nach Mobius als Spiralen, der ganze Bogen A, A, als Doppel- 
spirale zu bezeichnen. 


Fiigt man zu diesen Resultaten ihre reciproken Ergiinzungen, so 
erhalt man folgenden Satz: 

Jeder ebene Bogen, der an Singularititen entweder nur Doppel- 
punkte oder nur Doppeltangenten besitzt, kann auf mannichfaltige Weise 
durch einen seiner Punkte in zwei Theile zerlegt werden, welche beide 
von Singularititen frei sind. Die Doppeltangenten bezw. Doppelpunkte 
sind gemeinsame Tangenten bezw. Schnittpunkte der beiden Theilbdgen. 

Beiliufig folgt noch aus den Eigenschaften der Bogen MA, und 
MA,, dass der Bogen S,S, zum Endpunkt A, in derselben Beziehung 
steht wie zu A,; auch wenn man den gegebenen Bogen von A, aus 
durchlaufen denkt, ist s = |S,S,| die erste Tangente, welche mit dem 
durchlaufenen Bogen in nochmalige Beriihrung tritt. 








Fig. 9. 
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§ 12. 


Die hiermit gewonnene Grundanschauung betreffs der Gestalt 
beliebiger mit den hier zugelassenen Singularitiiten behafteter Bogen 
fiihrt, analog dem Entwickelungsgange des Abschnitts III, zu ent- 
sprechenden Siitzen tiber geschlossene Curven. 


Zu diesem Zwecke gehen wir davon aus, dass der Bogen S, 8S, 
nach § 10 .mit s ausser den Beriihrungspunkten S, und 8S, keine 
weiteren Punkte gemein hat. Wenn also ¢ eine Tangente dieses 
Bogens ist, deren Beriihrungspunkt 7’ in ungeiinderter Richtung von 
S, nach S, liuft, so iiberstreicht nach den Staudt’schen Sitzen der 
Schnittpunkt (s#) die eine der beiden Strecken S,S, genau einfach; 
diese werde durch [S,S,],, die andere durch [S,8,], bezeichnet. Es 
sei N, ein Punkt der ersteren, N, ein Punkt der zweiten Strecke; 
dann kehrt die Gerade |N,7'| den Sinn ihrer Drehung gar nicht, 
die Gerade | N, Z| genau einmal um, wenn sie niimlich in die einzige 
durch N, gehende Tangente des Bogens S,S, iibergeht. Die Gerade 
|N, Z| hat demnach zu Anfang und Ende der Bewegung des Punktes 7 
entgegengesetzte, die Gerade | N, 7'| denselben Drehungssinn (Fig. 10). 
Letztere dreht sich also in demselben Sinne, wenn der Punkt 7’ den 
Bogen S, S, iiber 8S, 
hinausgehend _ verliisst 
und von 8S, her in ihn 
hineintritt. 

Wenn nun speciell 
s die einzige Doppeltan- . at 
gente der betrachteten oe - 

Curve ist, so kann diese ns ey hig 
nicht — bei Ausschluss a 
sonstiger Singularitiiten mM 

geschlossen sein. Denn in diesem Falle wiire derjenige zweite Bogen 
S,S,, der den bisher betrachteten zu einer geschlossenen Curve ergiinzt, 
ein Bogen von derselben Beschaffenheit; die Schnittpunkte seiner Tan- 
genten mit s liegen also auch alle auf einer und derselben der beiden 
Strecken S,S, und bedecken dieselbe einfach; es wire dies die Strecke 
[S,S,],, da der Schnittpunkt (s¢) in diese hineinriickt, wenn der 
Punkt 7' z. B. durch S, vom ersten zum zweiten Bogen 8,8, iibertritt. 
Von letzterem ginge also durch N, eine einzige Tangente, sodass die Ge- 
rade |.N,7'| ihren Drehungssinn genau einmal umkehren miisste, wenn 
der Punkt 7 den zweiten Bogen S,S, durchliuft. Dies steht aber im 
Widerspruch mit dem vorher betreffs des Drehungssinnes der Geraden 
|N,7| erhaltenen Resultate; es giebt demnach keine geschlossenen 
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Curven der angenommenen Beschaffenheit. Fiigt man das reciprok 
entsprechende Resultat hinzu, so ergiebt sich: 

Es giebt keine geschlossenen Curven, die an Singularititen entweder 
nur eine Doppeltangente, oder nur einen Doppelpunkt besitzen. 


§ 13. 


Jetzt werde angenommen (Fig. 11, 12), dass der Bogen A, A, 
ausser s noch eine zweite Doppeltangente s, besitze; ihre Beriihrungs- 
punkte mit den Bogen A,S, und A,S, (§ 10) seien 7; und T,. Geht 








Fig. 11. Fig. 12. 


man von 7; nach S,, von 7, nach S, hin und weiter lings der Curve, 
so seien U, bezw. U, die ersten Schnittpunkte der Curve mit s,, die man 
erreicht. Solche Schnittpunkte sind wirklich vorhanden, da z. B. der 
beliebig nahe bei S, auf dem Bogen S,S, liegende Punkt S’ nach § 10 
der fiussere Endpunkt des Bogens S’ A, ist, durch welchen jedenfalls eine 
in der Nahe von S, beriihrende Tangente dieses Bogens geht; alle 
Tangenten des Bogens S,A, haben also ausser ihrem Beriihrungspunkt 
mindestens noch einen Punkt mit dem Bogen S,A, gemein. Analoge 
Betrachtungen gelten bei Vertauschung der Indices 1 und 2; es giebt 
also stets zwei ganz bestimmte Punkte U, und U,, die aber auch 
zusammenfallen kénnen (Fig. 11). 

Die Bégen U,7, und U,T7, sind nun ihrer Definition zufolge von 
der Art des in § 3 untersuchten Bogens AN; ihre Gebiete (0), welche 
durch (0), und (0), bezeichnet werden mégen, sind, abgesehen von den 
Bégen selbst, begrenzt durch zwei Strecken U,7, und U,T,, die 
nach Analogie der Strecke AN zu definiren sind. 

Wenn dann etwa der Bogen U,T7,, in einem seiner Endpunkte in 
das Gebiet (0), hineintritt, so muss dies auch im andern Endpunkte 
eintreten; denn da der Bogen U,7', mit s, nur seine Endpunkte gemein 
hat, so kénute er das Gebiet (0), nur verlassen, indem er den Bogen 
U, T; iiberschritte, was ausgeschlossen ist. In diesem Falle liegt dem- 
nach der ganze Bogen U,T7, im Gebiet (0),; die Punkte U, und 7, 
werden durch U, und 7, nicht getrennt. 

Nun verbleiben die nach § 10 von Singularitiiten freien Bogen 7’; A, 
und JA, nach §5 ganz im Gebiet (0), bezw. (0),; in letzteres kann 
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aber die Curve 7',A, nicht eindringen ohne Ueberschreitung des 
Bogens 7,U,; wenn also einer der Endpunkte A, und A, fest, der 
andere variabel gedacht wird, so kann letzterer dem ersteren nicht 
unendlich nahe kommen, — Eine zu demselben Resultat fiihrende Be- 
trachtung liesse sich offenbar anstellen, wenn der Bogen 7, U, in das 
Gebiet (0), hereintriite. 

Wenn dagegen keiner der Bogen U, 7 und U,T, in das Gebiet (0) 
des andern hineintritt (Fig. 11), so haben die Gebiete (0) héchstens 
einen Theil der geradlinigen Begrenzung gemein; da nun nach § 4 
die iiber 7, und Z, fortgesetzten Curvenstiicke den Strecken U,7; 
und U,T7, nicht wieder unbegrenzt nahe kommen kénnen, so ergiebt 
sich auch in diesem Falle, dass die Endpunkte A, und A, einander 
nicht unendlich nahe kommen kénnen. Speciell folgt der Satz: 

Geschlossene Curven, welche an Singularititen entweder nur Doppel- 
punkte oder Doppeltangenten besitzen, sind unmdglich. 


o 


§ 14. 


Eine interessante Anwendung finden die Ergebnisse des vorigen 
Paragraphen bei der Betrachtung einer geschlossenen Curve mit einem 
Doppelpunkt, die an sonstigen Singularitiiten nur Doppeltangenten 
aufweist. 

Lisst man lings einer solchen Curve vom Doppelpunkte A aus 
(Fig. 13) einen Punkt in einer beliebigen Richtung fortgehen, bis 
er zum ersten Male wieder in die Lage A zuriickkehrt, so heisse das 
beschriebene Stiick der Curve etwa ©, der 
Rest ©,. Lisst man von ersterem den Doppel- 
punkt und einen beliebig kleinen denselben 
enthaltenden Bogen fort, so erhilt man 
ein Curvenstiick, das an Singularititen 
héchstens Doppeltangenten aufweist, und ~_—e 
dessen Endpunkte einander unbegrenzt geniihert werden kénnen; es 
kann also nach § 13 héchstens eine Doppeltangente vorhanden sein. 

Angenommen nun, es sei eine solche wirklich vorhanden und 
beriihre den Bogen © in S, und S, so hat der Bogen S,S, die Eigen- 
schaften des friiher ebenso bezeichneten Bogens. Lisst man z. B. den 
Punkt J, dessen Tangente ¢ sei, lings der Curve die Lage S, in der 
Richtung nach A hin iiberschreiten, so gewinnt nach § 11 die Gerade ¢ 
einen Schnittpunkt P mit dem Bogen S,S8,, der in der Nahe von S, 
liegt. Man fasse nun irgend eine Lage des Punktes 7 ins Auge, bei 
welcher P noch der einzige Schnittpunkt von ¢ mit dem Bogen S, 8, 
ist; lauft dann der Punkt V von P aus liings des Bogens PS,T und 
weiter tiber A hinaus, bis er diesen Punkt zum zweiten Male sich 
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nahert und den Bogen ©, durchlaufen hat bis auf ein beliebig kleines 
Stiick AA’, so kann der Bogen PS,7 A’ an Singularitiiten nur Doppel- 
tangenten besitzen. 

Wenn nun der Bogen ©, eine Doppeltangente besisse, so kénnte 
zwischen ihren Beriihrungspunkten auf dem Bogen nach § 11 ein 
Punkt M derart gefunden werden, dass der Bogen PS, 7M dieselben 
Eigenschaften hat, wie in § 11 die Bégen MA, und M4A,: er muss 
von Singularitiiten frei und P der innere Endpunkt sein. Letzteres 
ist aber offenbar nicht der Fall, da durch P eine in 7' nicht beriihrende 
Tangente des Bogens geht; eine Doppeltangente des Curvenstiickes ©, 
ist also nicht vorhanden. 

Es bleibt somit nur die Frage iibrig, ob die Bégen © und G, 
eine Tangente gemein haben kénnen. LEine solche wire entweder 
zugleich Doppeltangente des oben betrachteten Bogens PS,7 A’, oder 
des analog construirten, wenn man 7’ von S, ausgeben lisst. Hiitte 
ersterer Doppeltangenten, so weiss man nach § 11, dass jedenfalls die 
Beriihrungspunkte einer bestimmten Doppeltangente — niamlich der 
Doppeltangente s in der Bezeichnung des § 11 — zwischen einem 
Endpunkt und dem Beriihrungspunkt einer durch ihn gehenden Tan- 
gente liegen muss. Es miisste also der Bogen PTZ, oder, da der 
Punkt 7’ beliebig nahe bei S, liegen kann, der Bogen S,S, eine 
Doppeltangente besitzen, was nach § 12 nicht der Fall ist; denn der 
jetzt betrachtete Bogen S,S, hat, wie bemerkt die Eigenschaften des 
friiher ebenso bezeichneten Bogens. 

Hiermit ist gezeigt, dass |8,S,| die einzige Doppeltangente der 
ganzen Curve ist, und folgender Satz bewiesen: 

Hat eine geschlossene Curve an Singularititen nur Doppeltangenten 
und einen einzigen Doppelpunkt, so hat sie auch nur eine Doppel- 
tangente; sind nur Doppelpunkte und eine einzige Doppeltangente vor- 
handen, so kann auch nur ein Doppelpunkt vorhanden sein. 

Da man somit den Bogen PS,T7A’ von Singularitiiten frei weiss, 
so folgt leicht, dass ganz im Gebiet (0) desselben das Curvenstiick ©, 
verlaufen muss; dieses verbleibt also auch nebst den Bogen S,A und 
S,A im Gebiet (0) des Bogens S,S,, und hieraus folgt leicht, dass die 
betrachtete Curve ganz ins Endliche projicirt werden kann. 


V. Curven mit Wendepunkten. 


§ 15. 


Wir ziehen endlich auch das Auftreten von Wendepunkten und 
ihren Einfluss auf Gestaltsverhiltnisse in den einfachsten Fallen in 
Betracht. 
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Ein Wendepunkt W, dessen Tangente w ist, wird nach Staudt 
(Geometrie der Lage Nr. 197) folgendermassen definirt. Der Punkt 7’, 
dessen Tangente ¢ sei, passire lings der betrachteten Curve laufend 
die Lage W; ist dann g eine 
nicht durch W gehende Gerade 
und F¥' ein nicht auf w liegender 
Punkt, so indert der Punkt (g¢) 
die Richtung seiner Bewegung; 
die Gerade | F'7'| dagegen behilt 
den Sinn ihrer Drehung bei. 
Liegt der Punkt W im End- 
lichen, so ist damit gesagt, dass oe 
der Drehungssinn der Tangentet?, ots 
indem sie die Lage w passirt, sich umkehrt; die Bewegungsrichtung 
des Punktes 7 bleibt dieselbe. 

Es seien nun (Fig. 14) WA und WB zwei in W an einander 
grenzende endliche Theile der betrachteten Curve, deren jeder fiir sich 
von Singularitiiten frei ist und keiner Geraden mehr als zweimal be- 
gegnet. Da diese Bégen von W aus lings ihrer gemeinsamen End- 
tangente w nach entgegengesetzten Richtungen ausgehen — zufolge 
der Voraussetzung, dass ein die Lage W passirender Punkt seine 
Richtung nicht indert —, so passirt der Schnittpunkt (wt) ohne 
Richtungsinderung die Lage W, wenn der Punkt 7 lings der Curve 
von A tiber W nach B lauft. Zu Anfang und zu Ende dieser Be- 
wegung hat aber ¢ entgegengesetzte Drehungssinne; die Richtung der 
Bewegung des Punktes (w?) kann also nur dann beide Male dieselbe 
sein, wenn die Punkte A und B auf verschiedenen Seiten von w liegen. 
Die Wendetangente wird also von der Curve im Wendepunkte durch- 
setzt, Hieraus folgt, dass die Gerade |WZ'|, indem sie in die Lage 
w iibergeht, den Sinn ihrer Drehung indert. 

Es sei ferner g eine in G beriihrende, von w hinreichend wenig ver- 
schiedene Tangente des Bogens WA; dann liegen die Punkte A und 
B auch auf verschiedenen Seiten von g. Daraus folgt, dass die Be- 
wegungsrichtung des Punktes (gt) dieselbe ist, wenn der Punkt 7’ in 
A und B seine Bewegung beginnt und endigt. Inzwischen aber hat 
sich diese Richtung geiindert im Punkte (gw), wenn die Geraden ¢ 
und w zusammenfallen; sie muss sich also noch in einer ungeraden 
Anzahl weiterer Stellen fndern. Da nun die Lage G vom Punkte (g?) 
ohne Richtungsiinderung durchlaufen wird, so folgt, dass die Gerade g 
den Bogen WB in einer ungeraden Anzahl von Punkten, also genau 
einmal schneiden muss. Dieselbe Betrachtung gilt offenbar fiir eine 
entsprechend gewiihlte Tangente des Bogens WB; mit Riicksicht auf 
§ 1 ergiebt sich also, dass, wenn der Punkt 7 einen Wendepunkt W 
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passirt, ein Schnittpunkt der Tangente des Punktes 7 mit der Curve 
die Lage W in entgegengesetzter Richtung durchlauft. 

Man sieht, dass die an der Figur evidenten Eigenschaften des 
einen Wendepunkt enthaltenden Curvenstiickes aus der Staudt’schen 
Definition dieser Singularitit abgeleitet werden kénnen. 


§ 16, 

Auf Grund der erhaltenen Resultate kénnen leicht die Sitze von 
Mébius iiber die Wendepunkte geschlossener Curvenziige, zum Theil 
in erweiterter Form, bewiesen werden. 

Man weiss nach Staudt (Geometrie der Lage Nr. 203), dass die 
Anzahl der Wendepunkte eines geschlossenen unpaaren Zuges ungerade 
sein muss; es fragt sich, ob sie = 1 sein kann. Diese Frage kann 
jetzt leicht beantwortet werden, auch wenn man ausser Wendepunkten 
noch Doppeltangenten als Singularititen zulisst. Wiire ein einziger 
Wendepunkt vorhanden, so erhielte man nach Fortlassung eines beliebig 
kleinen ihn enthaltenden Bogens einen Restbogen, dessen Endpunkte 
einander beliebig nahe kommen kénnen, der also nach § 13 héchstens 
eine Doppeltangente besitzt. Wire eine solche vorhanden, so miisste 
sie die Kigenschaften der in § 10 definirten Doppeltangente s besitzen, 
also mit dem betrachteten Bogen nur ihre Beriihrungspunkte gemein 
haben; das ist aber nicht méglich, da sich unser Bogen nur beliebig 
wenig von einem unpaaren Zuge unterscheidet, also jeder Doppel- 
tangente noch ausserhalb ihrer Beriihrungspunkte begegnen muss. 

Sind keine Doppeltangenten vorhanden, so ist der Restbogen von 
Singularitiiten frei; da seine Endpunkte einander beliebig geniihert 
werden kénnen, so geht nach § 8 durch keinen seiner Punkte die 
Tangente eines andern. Das widerspricht aber der Thatsache, dass 
die Tangenten des Bogens diesen noch ausserhalb des Beriihrungs- 
punktes schneiden, da der Bogen von dem unpaaren Zuge nur beliebig 
wenig verschieden ist. Ein unpaarer geschlossener Zug hat also stets 
mindestens drei Wendepunkte. 

Ebenso kann auch der wichtige Mébius’sche Satz bewiesen werden, 
dass ein unpaarer Zug, der keiner Geraden mehr als dreimal begegnet, 
nicht mehr als drei Wendepunkte besitzt. 

Es seien etwa W, und W, zwei lings der Curve aufeinander- 
folgende Wendepunkte; der von ihnen begrenzte keinen Wendepunkt 
enthaltende Bogen heisse $,, der Rest der Curve %,. Durchlauft 
dann der Punkt 7 den Bogen $, von W, nach W, hin, so kann der 
Punkt 7’, den die Tangente des Punktes 7 ausser diesem noch mit 
der Curve gemein hat, die Richtung seiner Bewegung lings der Curve 
nach § 1 nicht indern, da Doppeltangenten ausgeschlossen sind. Da 
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nun der Punkt 7” zu Anfang seiner Bewegung die Lage W, nach 
§ 15 in entgegengesetzter Richtung wie 7’ verlisst, so durchliuft er 
den Bogen %,; zu Ende seiner Bewegung riickt er gleichzeitig mit 7 
in entgegengesetzter Richtung in die Lage W,. Diese Betrachtung 
gilt auch, wenn der Bogen %, einen Doppelpunkt enthialt; dann kann 
nicht mehr als ein Wendepunkt vorhanden sein, da sonst der Punkt 
T’ in den Doppelpunkt riicken miisste, womit man Gerade erhalten 
wiirde, die der Curve viermal begegnen. — Im Allgemeinen kann die 
fiir W, und W, durchgefiihrte Betrachtung auf irgend zwei aufeinan- 
derfolgende Wendepunkte iibertragen werden; sind also 2m+ 1 
Wendepunkte vorhanden, so gehen durch jeden Punkt der Curve ausser 
der in ihm berithrenden noch 2m Tangenten der Curve. 

Wenn nun etwa durch den nicht singuliiren Punkt P vier Tan- 
genten ausser der in ihm beriihrenden Tangente p hindurchgingen 
(m==2), so drehe sich eine durch P gehende Gerade g von der Lage 
p aus in dem einen und andern Sinne, bis sie zum ersten Male mit 
einer -der vier Tangenten zusammenfallt, welche in dem einen und 
andern Falle durch a, und a, bezeichnet werde. Dann beschreibt die 
Gerade g einen vollkommenen Flichenwinkel [a,a,], der von den Ge- 
raden a, und a, begrenzt wird, dem die Curve in der Umgebung des 
Punktes P, nicht aber die tibrigen durch P gehenden Tangenten an- 
gehéren. Sollen also die letzteren von der Curve beriihrt werden, so 
muss ein von P ausgehender die Curve entlang laufender Punkt den 
Flachenwinkel [a,a,| wieder verlassen, was in den Beriihrungspunkten 
der Tangenten a, und a, offenbar nicht geschieht. Diese Geraden 
hitten dann ansser ihren Beriihrungspunkten und P noch weitere, 
also mehr als drei Punkte mit der Curvé gemein, was der Voraus- 
setzung widerspricht. Damit ist der Mébius’sche Satz, dass nicht mehr 
als drei Wendepunkte vorhanden sein kénnen, also m—1 sein muss, 
bewiesen. 


§ 17. 

Weitergehende Siitze von iihnlicher Gestalt erhilt man vermittelst 
einer in den friiheren Abschnitten noch nicht angewandten Unter- 
suchungsmethode, die auf der Betrachtung von Deformationen und den 
dadurch bewirkten Modificationen der hauptsiichlich in Betracht kom- 
menden Singularitiiten der Curve, der Doppeltangenten und Wende- 
punkte beruht. Bei Deformationen mégen irgend zwei Curvenstiicke 
als nur wenig von einander verschieden betrachtet werden, wenn 
die Punkte des einen Stiickes denen des andern so zugeordnet werden 
kénnen, dass entsprechende Punkte und die Tangenten entsprechender 
Punkte nur wenig von einander verschieden sind. 

Es beriihre nun zuniichst eine Doppeltangente irgend einer Curve 
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in den getrennten Punkten M und N (Fig. 15); um diese herum 
grenze man Bégen AB und CD ab, die keiner Geraden mehr als 
zweimal begegnen; der Bogen CD sei so klein angenommen, dass 
- keine seiner Tangenten durch A 

oder B geht, und dass beide 


ee a.  Bégen ausser |MN| keine Tan- 
i a ~~ -\"\ gente gemein haben. Dann be- 
a “3 A\ \ 


— 





} \\ riihren nach § 2 in der Niihe von 

D'}\y ~  Nsowohl Tangenten des Bogens 

my 6. CD, die mit AB zwei, als auch 

solehe die keinen Punkt mit AB gemein haben. Ist also C’ D’ ein 

von CD hinreichend wenig verschiedener Bogen, so gehen auch von 

seinen Tangenten keine durch A oder B, und es sind unter diesen 

sowohl solche, die zwei, als auch solche, die keinen Punkt mit AB 

gemein haben, vorhanden. Der stetige Uebergang von den einen zu 

den andern ist dann nur durch gemeinsame Tangenten der Bigen AB 
und C’D’ méglich; solche sind also jedenfalls vorhanden. 

Bei hinreichender Beschriinkung des Bogens AB geht nun keine 
Tangente desselben ausser |MN| durch N; dieser Punkt und bei hin- 
reichender Beschrinkung des Bogens CD das ganze Gebiet (2) desselben 
liegen dann ganz im Gebiet (1) des Bogens AB. Wenn also der Bogen 
C’ D’ von CD hinreichend wenig verschieden ist, so liegt anch das Gebiet 
(2) des ersteren ganz im Gebiet (1) des Bogens AB; die Bégen AB 
und C’ D’ kénnen also nicht mehr als eine Tangente gemein haben. — 
Das gleiche Raisonnement kann man auf den Bogen C’ D’ und einen 
von AB hinreichend wenig verschiedenen Bogen anwenden; somit 

ergiebt sich, dass bei stetiger 





\ Deformation einer Curve 
M eine Doppeltangente einfach 
7 . erhalten bleibt, solange ihre 
@ Beriihrungspunkte getrennt 

und nicht singular sind. 
cc’ DD D’ Fallen dagegen die Be- 


riihrungspunkte zusammen, 
sodass die Curve einen Selbst- 
beriihrungspunkt MM besitzt, 





Fig. 16. 


so seien die in M sich beriihrenden Bigen AB und CD (Fig. 16) 
derartig abgegrenzt, dass keine Tangente des letzteren durch A oder B 
geht; der Bogen CD liege zuniichst in der Umgebung von M im 
Gebiet (0) des Bogens AB, dem er also bei hinreichender Beschrinkung 
ganz angehért. Wenn nun der von CD beliebig wenig verschiedene 
Bogen C’D’ mit AB keinen Punkt gemein hat, so liegt er eben- 
falls ganz im Gebiet (0) des Bogens AB; beide Bégen haben also 
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keine Tangente gemein. Schneiden sich dagegen die Bégen AB und 
C’ D’, so kann dies nur in zwei Punkten P und Q in der Nahe von 
M geschehen. Liiuft dann der Punkt 7 lings des Bogens AB von 
P nach A, so geht seine Tangente, sobald die Lage P verlassen ist, 
niemals durch P oder Q; sie hat aber zu Anfang ihrer Bewegung mit 
dem Bogen PQ einen Punkt gemein; dieser Schnittpunkt ist, wenn man 
T in die Lage A iibergehen lisst, verschwunden, muss also mit einem 
zweiten Schnittpunkt zu einem Beriihrungspunkt zusammengeriickt sein. 
Dies geschehe zum ersten Mal, wenn 7' die Lage R annimmt; dann 
liegt der Bogen PQ ganz im Gebiet (2) des Bogens RB, da dies von 
P und @ gilt, die Endtangenten des Bogens RB aber vom Bogen 
PQ nicht tiberschritten werden. Hiitten also die Bégen PQ und RA 
eine Tangente gemein, so wiire ihr Beriihrungspunkt mit PQ ein 
Punkt, durch welchen drei Tangenten von AB gingen, was bei hin- 
reichender Beschriinkung dieses Bogens unmdglich ist. Das Stiick 
PQ des Bogens C’D’ hat also genau eine Tangente mit dem Bogen 
A P,’und ebenso natiirlich genau eine mit dem Boger BQ gemein. 
Die gleichen Betrachtungen kann man offenbar anstellen, wenn der 
Bogen AB deformirt wird; analoge gelten auch, wie man leicht sieht, 
wenn die Bégen AB und CD in der Nihe des Punktes M jeder im 
Gebiet (2) des andern liegt. In jedem Falle haben die Bégen nach 
der Deformation entweder zwei oder keine Tangenten gemein, d. h. die 
Deformation einer Curve in der Umgebung eines Selbstheriihrungs- 
punktes fiihrt stets zum Gewinn oder Verlust zweier Doppeltangenten. 


§ 18. 


Es sei wiederum W wie in § 15 ein Wendepunkt, in welchem 
die Bégen WA und WB zusammenstossen; diese seien von derselben 
Beschaffenheit wie die gleich bezeichneten Bégen in § 15. Die Wende- 
tangente w_ beriihre 
(Fig. 17) den nir- q D 
gends singuliren Bogen A A \ / 

CD, der keiner Ge- w» Saat, E : 

raden mehr als zwei- B* : " 

mal begegnet, in dem c ee 

von W verschiedenen ' * a 
Punkte EZ, Man denke ae 

sich nun die Bégen wills 

WA und WB durch angesetzte Bégen WA, und WB, zu Bogen 
AA, und BB, ergiinzt, die keine Singularitiiten besitzen, und mit 
CD nur die einzige Tangente w gemein haben. Liiuft dann der Punkt 
ZT, dessen Tangente ¢ sei, von A lings des Bogens A WA, nach A,, 
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oder von B lings des Bogens BW B, nach B,, so bewegen sich die 
Schnittpunkte der Geraden ¢ mit dem Bogen CD nach § 2 beidemal 
in demselben Sinne, sie riicken entweder in die Endlage E zusammen, 
oder aus der Endlage E auseinander; bevor die Tangente ¢ die Lage 
w erreicht, sind also in beiden Fallen entweder zwei oder kein Schnitt- 
punkt mit CD vorhanden. Dasselbe gilt also, wenn man CD ersetzt 
durch den Bogen C’D’ von derselben Beschaffenheit, der sich von 
CD hinreichend wenig unterscheidet. 

Nach § 17 hat nun der Bogen C’D’ mit jedem der Bogen AA, 
und BB, genau eine Tangénte gemein; diese sind dann und nur dann 
gemeinsame Tangenten von C’D’ und AWB, wenn ihre Beriihrungs- 
punkte mit AA, bez. BB, den Bégen A W bez. WB angehéren. Wenn 
nun z. B. der Bogen C’ D’ die Gerade w schneidet, so hat die Tan- 
gente ¢, bevor sie die Lage w erreicht, also solange sie Tangente des 
Bogens A WB ist, entweder ebensoviel Punkte wie w mit C’D’ ge- 
mein, oder zwei weniger; im ersten Falle hat also keiner der Bégen 
AW, BW, im zweiten jeder von ihnen mit C’D’ eine Tangente 
gemein. Dasselbe Verhiltniss, d. h. dass die Bigen AW und BW 
sich in Bezug auf den Besitz einer mit C’ D’ gemeinsamen Tangente 
gleich verhalten, findet offenbar auch statt, wenn die Gerade w den 
Bogen C’D’ nicht schneidet; es werden also, wenn man C’D’ an 
Stelle von CD setzt, stets zwei gemeinsame Tangenten mit A WB ge- 
wonnen oder verloren. Da endlich dieselben Betrachtungen angestellt 
werden kénnen, wenn man nicht CD, sondern AWB deformirt, so 
so ergiebt sich folgender Satz: 

Beriihrt bei Deformation einer Curve eine Wendetangente noch 
ausserhalb thres Wendepunktes in einem nicht singuliren Punkte der 
Curve, so werden zwei Doppeltangenten gewonnen oder verloren. 

Kine letzte fir uns in Betracht kommende Art der Deformation 
ist folgende: Der endliche, nirgends singuliire und keiner Geraden 
mehr als zweimal begegnende Bogen AB gehe iiber in einen nur wenig 
davon verschiedenen Bogen A’ B’, der zwei einander sehr nahe liegende 
Wendepunkte W, und W, mit den Tangenten w, und w, besitzt 
(Fig. 18, s. 8. 374); die Tangenten in A’ und B’ seien a und Db’. 
Durchliuft dann der Punkt 7’, dessen Tangente ¢ sei, einen der drei 
Bégen A’W,, W,W,, W,B’, so kénnen die Schnittpunkte (a’?), 
(w,t), (w,t), (bt) ihre Anfangslagen nicht wieder erreichen, da die 
Bewegung eines jeden dieser Punkte sich von der Bewegung des 
Schnittpunktes einer festen und einer beweglichen Tangente des Bogens 
AB nur wenig unterscheidet; keiner jener drei Bogen begegnet also 
einer Geraden mehr als zweimal. Liisst man nun den Punkt 7 von 
A’ bis B’ laufen, so hat der Punkt (w,¢) zu Anfang und zu Ende 
seiner Bewegung dieselbe Richtung, muss also inzwischen eine gerade 
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Anzahl von Malen umgekehrt sein. Das geschieht z. B. nach § 15, 
wenn 7’ in die Lage W, fallt; da nun w, mit den Bégen A’W, und 
W, W, nur den Punkt W, gemein hat, in welchem der Punkt (, ¢) 








Fig. 18. 


nach § 15 nicht umkehrt, so muss eine ungerade Anzahl von Schnitt- 
punkten des Bogens W,B mit w,, also genau einer vorhanden sein, 
welcher P, heisse. Ebenso schneidet die Tangente w, den Bogen 
A’ W, in genau einem Punkte P,. 

Gemeinsame T'angenten des Bogens W, W, mit einem der Bégen 
A’ W, wad B’W, sind nun offenbar nicht vorhanden, da z. B. die 
Schnittpunkte der Tangenten von W, W, und A’ W, mit w, durch 
den Punkt W, von einander getrennt werden. Liisst man aber den 
Punkt T tiber W, in den Bogen W,B’ éintreten, so hat ¢ anfangs 
nach dem obigen und § 15 einen in der Nihe von P, und einen in 
der Nahe von W, liegenden Punkt mit dem Bogen A’B’ gemein; 
beide Punkte sind verschwunden, wenn 7 die Lage B’ erreicht; sie 
miissen also in einen Beriihrungspunkt 7, der Tangente ¢ mit dem 
Bogen A’ W, zusammengeriickt sein. Dabei sei 7, die erste von W, 
aus erreichte Lage von 7’, bei welcher ein Punkt 7, vorhanden ist, 
Die Tangenten des Bogens 7, B’ fallen theils in das Gebiet (1), theils 
in das Gebiet (2) desselben. In letzteres dringt aber der Bogen 
A’ W, nicht ein, da er sonst entweder eine der Geraden |7,7,| und 
b’, oder den Bogen B’T, schneiden miisste, was nicht stattfindet. 
Hatte also eine Tangente des Bogens 7, B’ mit A’ W, eine Beriihrung, 
so finde dieselbe statt im Gebiet (1) des Bogens 7, B’. Dieses liegt 
aber, soweit es dem den Bogen A’ B’ enthaltenden durch a’ und J’ 
begrenzten vollkommenen Flichenwinkel angehért, auf der entgegen- 
gesetzten Seite von |7,7',| wie der Bogen 7, B’, also auch wie der 
Bogen A’ W,, kann also keinen Punkt des letzteren enthalten. Somit 


Matbematische Annalen, XLI, 26 








374 A. Kweser. 


ist |7,7,| die einzige gemeinsame Tangente der Bégen A’ W, und 
W,B’, oder die einzige Doppeltangente des Bogens A’B’. Da nun 
die Beschrinkung auf einen endlichen Bogen AB offenbar der All- 
gemeinheit keinen wesentlichen Abbruch thut, so ist folgender Satz 
bewiesen. 

Treten bei stetiger Deformation eines anfangs von Singularititen 
freien Curvenstiicks zwei Wendepunkte auf, die aus wnendlicher Nihe 
auseinanderriicken, so tritt gleichzeitig cine einzige Doppeltangente auf. 


§ 19. 


Aus den letzten beiden Paragraphen ist vollstiindig zu ersehen, 
wie sich bei stetiger Deformation einer Curve ohne Riickkehrpunkte 
die Singularitaiten aindern. Speciell kénnen die Doppeltangenten, wenn 
keine Aenderung im Bestand der Wendepunkte eintritt, nur paarweise 
auftreten und verschwinden; sie kénnen einzeln nur auftreten oder 
verschwinden gleichzeitig mit einem Paar von Wendepunkten. Die dem 
§ 17 reciprok entsprechenden Entwicklungen ergeben ferner, dass Doppel- 
punkte im Allgemeinen erhalten bleiben, und nur dann paarweise ver- 
schwinden oder auftreten, wenn die Curve sich selbst beriihrt. Um von 
diesen Resultaten zur Ableitung von Siitzen iiber die wirklich vorkom 
menden Combinationen von Singularitiiten Gebrauch machen zu kénnen, 
muss man sich iiber die Deformirbarkeit der Curven in einander klar 
werden. 

Zu diesem Zweck ist es ganz passend, nach der in § 9 erwahnten 
Methode von Mobius die projective Geometrie der Ebene durch die 
Geometrie der Kugel zu ersetzen. Man projicire einfach die Ebene 
vom Mittelpunkt der Kugel auf die Oberfliiche derselben; dann ent- 
sprechen jedem Punkte der Ebene zuniichst zwei Punkte der Kugel. 
Jetzt sei eine geschlossene ebene Curve gegeben und von den beiden 
Projectionen eines ihr angehdérigen Punktes P die eine nach Willkiir 
herausgegriffen und durch P, bezeichnet; liisst man den Punkt 7’ von 
P aus die ebene Curve entlang laufen, so geht eine bestimmte seiner 
Projectionen stetig aus P, hervor, und man erhilt so eine sphiirische 
Curve, deren Punkte denen der gegebenen ein-eindeutig entsprechen. 
Enthalt die sphirische Curve diametral gegeniiberliegende Punkte der 
Kugel, so hat die ebene Curve einen Doppelpunkt. Kehrt ferner der 
Punkt 7’, nachdem er die gegebene Curve vollstindig durchlaufen hat, 
zur Lage P zuriick, so kehrt der entsprechende Punkt der sphirischen 
Curve entweder in die Lage P, zuriick, oder geht in den diametral 
gegentiberliegenden Punkt tiber, je nachdem die gegebene Curve paar 
oder unpaar ist; in ersterem Falle hat man eine geschlossene, in 
letzterem eine durch zwei diametral gegentiberliegende Punkte be- 
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grenzte sphirische Curve, die der gegebenen punktweise ein-eindeutig 
entspricht. Durchliuft ein Punkt die geschlossene ebene Curve ein- 
mal vollstindig, so hat er jeden gréssten Kugelkreis eine gerade 
Anzahl] von Malen tiberschritten; diese Anzahl ist ungerade, wenn der 
Punkt von seiner Anfangslage bis zu dem diametral gegeniiberliegenden 
Punkte lauft. 

Etwas abweichend von dieser Anschauungsweise betrachtet Mé bius 
immer gleichzeitig beide Projectionen des Punktes 7’ und unterscheidet, 
entsprechend paaren und unpaaren Ziigen, zwischen Zwillingscurven 
und Doppelcurven. Es kommt dies im Wesentlichen auf dasselbe 
hinaus, wie wenn man sich die Ebene der projectiven Geometrie 
doppelt denkt, und die beiden iiber einander liegenden Blatter lings 
irgend einer Geraden, etwa im Unendlichen zusammenhiingen lisst — 
eine Anschauungsweise, die Herr F. Klein bei gewissen zur Definition 
der Zusammenhangszahlen fiihrenden Betrachtungen tiber Deformation 
von Curven angewandt hat (Bd. VII dieser Annalen 8. 550). 

Auf der Kugelfliiche ist nun evident, dass irgend zwei von Doppel- 
punkten und Spitzen freie Curven, die entweder beide geschlossen oder 
beide durch ein Paar diametral gegeniiberliegender Punkte begrenzt 
sind, in einander deformirt werden kénnen, indem ein stetiger Ueber- 
gang durch eine Reihe von Curven derselben Beschaffenheit vermittelt 
wird, Dabei wird es sich aber nicht im Allgemeinen vermeiden lassen, 
dass wahrend der Deformation Paare diametral gegeniiberliegender 
Punkte auf der Curve vorkommen. Hat man also in der Ebene irgend 
zwei geschlossene Curven, die beide paar oder beide unpaar sind, 
und keine Doppelpunkte oder Spitzen besitzen, so kann man die 
Curven in einander deformiren durch eine stetige Reihe von Curven 
derselben Paritiit, die ebenfalls keine Riickkehrpunkte besitzen, bei 
denen aber das Auftreten von Doppelpunkten méglicherweise nicht 
vermieden werden kann. Letztere kénnen aber, wenn sie zu Anfang 
und zu Ende der Deformation nicht vorhanden sind, nur auftreten 
und verschwinden, indem die Curve sich selbst beriihrt, ein Fall, der 
schon in § 17 betrachtet worden ist. 

Bei derartigen Deformationen kénnen nun nach §§ 17 und 18 
Doppeltangenten entweder nur paarweise auftreten und verschwinden, 
oder einzeln gleichzeitig mit einem Paar von Wendepunkten. Defor- 
mirt man also z. B. einen paaren Zug, der nach Staudt (Geometrie 
der Lage Nr. 203) eine gerade Zahl von Wendepunkten, etwa 2w 
besitzen muss, und ausserdem an Singularititen nur noch » Doppel- 
tangenten aufweist, in einen paaren Zug, der nirgends singular ist, 
so sind genau w Doppeltangenten einzeln verloren gegangen, wiahrend 
ausserdem nur Paare von Doppeltangenten erschienen und verschwunden 
sind; also muss ) — w eine gerade Zahl sein. D. h, 
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Besitzt ein paarer Zug an Singularitdten nur 2% Wendepunkte 
und » Doppeltangenten, so besteht die Congruenz b = w (mod. 2). 

Dieselben Erwiigungen ergeben ein aihnliches Resultat, wenn man 
einen unpaaren Zug mit einer ungeraden Anzahl von etwa 2w + 3 
Wendepunkten und » Doppeltangenten in einen unpaaren Zug mit 
drei Wendepunkten deformirt: 

Besitet ein unpaarer Zug an Singularititen nur 2w + 3 Wende- 
punkte und » Doppeltangenten, so besteht die Congruenz w=» (mod. 2). 

Bei fiinf Wendepunkten sind also z. B. sicher Doppeltangenten 
vorhanden. 


Dorpat, December 1891. 





























Ueber Functionen einer reellen Variabeln, welche Derivirte 
jeder Ordnung besitzen. 


Von 


L. Maurer in Strassburg. 


Die Frage, unter welchen Bedingungen eine Function einer reellen 
Variabeln einen Differentialquotienten besitzt, ist in neuecer Zeit mehr- 
fach untersucht worden, doch ist es bisher nicht gelungen eine voll- 
stindig befriedigende Beantwortung derselben zu finden. Ich sehe 
davon ab, im Folgenden auf diese Frage in ihrer ganzen Allgemeinheit 
einzugehen und beschriinke mich darauf ein weit specielleres Problem 
zu behandeln, fiir das eine vollstindige — noch dazu merkwiirdig 
einfache — Lésung nachgewiesen werden kann: ich untersuche die 
Bedingungen, unter denen eine Function einer reellen Variabeln in 
allen Punkten eines gegebenen Intervalls bestimmte, endliche Derivirte 
jeder vorgeschriebenen Ordnung besitzt. — 


4 


Ich bezeichne mit f(x) eine Function der reellen Variabeln z, 
welche fiir das Intervall a, 6 der Variabeln definirt ist. Ich setze 
voraus, dass der Function f(z) in jedem Punkte dieses Intervalles 
bestimmte, endliche Derivirte jeder vorgeschriebenen Ordnung zu- 
kommen. Aus dieser Voraussetzung folgt, dass die Function selbst 
und alle ihre Derivirten in dem angegebenen I[ntervall stetig sind. 

Da das Verhalten der ganzen rationalen Functionen in den hier 
in Betracht kommenden Beziehungen von dem Verhalten der tibrigen 
Functionen wesentlich abweicht, so schliesse ich dieselben von der 
folgenden Untersuchung aus; ich setze also voraus, dass keine Derivirte 
von angebbarer Ordnung in dem Intervall a, b den constanten Werth 
Null habe. 

Ich mache ferner die beschriinkende Voraussetzung, die Function 
selbst und eine jede Derivirte von angebbarer Ordnung verschwinde 
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nur in einer angebbaren Anzahl von Punkten des endlichen Inter- 
valls a, b. 

Um zu tibersehen, welche Functionen durch diese Voraussetzung 
ausgeschlossen werden, nehmen wir einen Augenblick an, die k'e Deri- 
virte f(a) verschwinde in unendlich vielen Punkten des betrachteten 
Intervalls, ohne im ganzen Intervall gleich Null zu sein. 

Dann bieten sich zwei Méglichkeiten dar. 

Die Nullpunkte kénnen erstens einen Theil #, 8 des Intervalls 
a, b stetig erfiillen, der Art, dass in jedem noch so kleinen Theile 
des Intervalls a, 6 unbegrenzt viele derselben liegen. Dann muss 
f(x) als stetige Function in dem ganzen Intervall a, 8 den constanten 
Werth Null haben. Dagegen werden f(x) und die Derivirten héherer 
Ordnung ausserhalb des Intervalls a, 8 von Null verschiedene Werthe 
annehmen. 

Es kann zweitens der Fall eintreten, dass sich die Nullpunkte 
von f(z) um einen Punkt « hiiufen, der Art dass jedes noch se kleine 
den Punkt « einschliessende Intervall unendlich viele derselben ent- 
halt, dass aber von jedem derartigen Intervall immer noch Theile ab- 
getrennt werden kénnen, die nur eine endliche Anzahl von Null- 
punkten enthalten. Da zwischen zwei Nullpunkten einer Derivirten 
immer mindestens ein Nullpunkt der Derivirten nachst héherer Ordnung 
liegt, so hiufen sich um den Punkt @ auch die Nullpunkte der Deri- 
virten von hodherer als der hk‘ Ordnung. 

In beiden betrachteten Fallen giebt es mindestens einen singuliren 
Punkt, in dem die &'* Derivirte und alle Derivirten héherer Ordnung 
verschwinden, wahrend eine jede dieser Derivirten in unmittelbarer 
Nahe des singuliren Punktes von Null verschiedene Werthe annimmt. 

Functionen die von derartigen Singularitaten frei sind, geniigen 
sicher der Voraussetzung, dass jede Derivirte von angebbarer Ordnung 
nur in einer angebbaren Anzahl von Punkten verschwindet; diese 
Voraussetzung kann aber auch erfiillt sein, wenn die Function Singu- 
larititen der angegebenen Art in endlicher Anzahl besitzt. 

Die Voraussetzung, dass eine Derivirte von angebbarer Ordnung 
nur eine angebbare Anzahl von Nullpunkten hat, schliesst nicht die 
Méglichkeit aus, dass mit der Ordnung der Derivirten auch die Anzahl 
ihrer Nullpunkte iiber alle Grenzen wiichst. Dieser Fall tritt bei 
Functionen der einfachsten Art ein, so z. B. bei allen rationalen ge- 
brochenen Functionen, deren Nenner fiir keinen reellen Werth der 
Variabeln verschwindet. 

Es sei « ein Nullpunkt der Derivirten f(x). Da die Anzahl der 
Nullpunkte von f®)(#) und f+)(z) endlich ist, so kann man ein den 
Punkt «@ einschliessendes Intervall «—d, a+ 0 der Art wihlen, 
dass ersteus f(a) nur im Punkte @ und in keinem anderen Punkte 
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dieses Intervalls verschwindet und dass zweitens f(*+) (7) entweder in 
keinem Punkte des Intervalls a —d, «+0 oder nur im Punkte « 
verschwindet. Durchliuft 2 das Intervall «a—dé, a so nimmt der 
absolute Werth von /)(x) bestiindig ab; durchliuft 2 das Intervall 
a, «+0, so nimmt der absolute Werth von f(a) bestindig zu. 

Die Functionen f“ (x) und f(z) haben daher in dem Intervall 
« — 0, « verschiedene, in dem Intervall «, «+ @ dagegen gleiche 
Vorzeichen. Die eine der beiden Functionen wechselt demnach im 
Punkte « ihr Vorzeichen, die andere nicht. 


II. 


Im vorigen Artikel wurde die Voraussetzung eingefiihrt, dass eine 
Derivirte von bestimmter Ordnung nur in einer angebbaren Anzahl 
von Punkten des Intervalls a, 6 verschwindet. Es handelt sich nun 
zunichst darum, dieser Voraussetzung Ausdruck zu geben, ohne den 
Begriff des Differentialquotienten zu beniitzen. Zu diesem Zweck 
theilen wir das Intervall a, 0, fiir welches die Function f(x) definirt 


ist, in » gleiche Theile von der Grésse h = b—4 und bezeichnen 





die Theilpunkte der Reihe nach mit %2,%,...2,, so dass a =a 
und x, = b ist. 
Sodann bilden wir die Differenzen 


Ay =f (%:) — F(%o), Ay = fF (#2) — F(%) « - « An-1 = F(4n) — f(Gn-2), 
A’=—4, —A, Av=—A, —A, ... Al s—Ari— Ans 
Aj{—A4, —A?, Aji—A?Z —A?..483;—A2,—A?,; 

ue Ss. W. 


Man kann diese Differenzen als Functionaldifierenzen erster, zweiter, 
dritter Ordnung u. s. w. bezeichnen. 
Die Functionaldifferenzen lassen sich in einfacher Weise durch 
bestimmte Integrale ausdriicken. Aus der Gleichung 
h 


Qa = f(%a41) — f(a) = fre + &) dé 
folgt niimlich : 


A Pp & 
Ai = fi f (@at+h+8) — Ff a+8)) db = f J Pat $i +8.) d6, dbo, 
hth h 


ara ff rate t eth de dd 
0 
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und allgemein 


Ah h 
at =| | cos JPME EA to BD db dy db 


Aus der eben nachgewiesenen Ausdrucksform von A,‘ ergiebt sich: 
wenn die Derivirte f(x) ihr Vorzeichen nicht wechselt, wihrend x 
das Intervall 2,, x,-+ kh durchliuft, so ist die Differenz A,* von Null 
verschieden und ihr Vorzeichen ist durch das Vorzeichen von f(x) 
bestimmt. Dies gilt auch fiir den Fall, dass f(x) in einem Punkt 
des genannten Intervalls verschwindet, wenn nur kein Wechsel des 
Vorzeichens eintritt. 

Beziiglich der Anzahl der Theilintervalle haben wir bisher keine 
beschrinkende Voraussetzung gemacht. Wir wollen nunmehr an- 
nehmen, die Zahl » sei so gross gewiahlt, dass der Abstand eines 
Punktes, in dem die Derivirte f(x) ihr Zeichen wechselt, von dem 
nachsten Punkte, in dem die Derivirte f+ (x) ihr Zeichen wechselt, 
grosser als (k + 2)h ist. Aus dieser Voraussetzung folgt sofort, dass 
auch der Abstand zwischen zwei Punkten, in denen ein Zeichenwechsel 
der ke" Derivirten eintritt, grésser als (k + 2) h ist. 

Nehmen wir nun an, die Derivirte f(x) wechsle ihr Vorzeichen, 
wenn & von 2 bis 24; wachst, und zwar wollen wir, um eine be- 
stimmte Annahme zu machen, voraussetzen, sie gehe von positiven 
zu negativen Werthen iiber. Dann ist nach Voraussetzung f(x) in 
dem Intervall 2,-;, 2, positiv, in dem Intervall a41, Zapi41 negativ; 
die Derivirte f’+ (2) dagegen ist in dem ganzen Intervall x2-:, Zape4i 
negativ. Demnach ist von den k'" Functionaldifferenzen 


(A*) Ai, Alay... Ain 


die erste positiv, die letzte negativ. Dagegen sind die Functional- 
differenzen der Ordnung k + 1 


(At) AT Athi... ay 

simmtlich negativ. Daraus folgt: die Reihe (A*) bietet einen und 
nur einen Zeichenwechsel dar. Dieser Zeichenwechsel kann entweder 
in der Weise zu Stande kommen, dass auf eine positive Differenz eine 
negative folgt, oder in der Weise, dass auf eine positive Differenz 
eine Differenz folgt, die den Wert Null hat, und auf diese dann 
eine negative. 

Jedem Punkte des Intervalls a, 6 in dem die k* Derivirte ihr 
Vorzeichen wechselt, entspricht somit ein Zeichenwechsel in der Reihe 
der k'= Functionaldifferenzen. 


Die Beziehung zwischen den Nullpunkten und den Zeichenwechseln 
tritt noch klarer hervor durch folgende Betrachtung: 
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Die Differenz A;* ist durch die Functionswerthe bestimmt, welche 
den Argumenten 2 241... %a 4, entsprechen. Nehmen wir nun an, 
die Differenzen Aj und Aj,; haben entgegengesetzte Vorzeichen. Der 
Zeichenwechsel A} Aix: ist bedingt durch die Functionswerthe, die 
den Argumenten 2, 2241... Yazn41 entsprechen. Diesem Zeichen- 
wechsel ist daher das Intervall x, x24241 ,,2ugeordnet*. 

Nehmen wir zweitens an es sei A;* = 0, 


Dann miissen die Differenzen Aj_, und Aha von Null verschieden 
sein und entgegengesetzte Vorzeichen haben. Der Zeichenwechsel 
Aji_, Ai Ais: ist durch die Functionswerthe bedingt, die den Argu- 
menten 2, 241... 4, entsprechen. Man kann daher diesem Zeichen- 
wechsel das Intervall 2,, x24, zuordnen. 

Jedem Zeichenwechsel in der Reihe der /'e" Functionaldifferenzen 
ist demnach ein bestimmtes Intervail zugeordnet, dessen Grosse héchstens 
= (k-+ 1)h ist, und in jedem dieser Intervalle liegt ein und nur ein 
Punkt, in dem die k‘e Derivirte ihr Vorzeichen wechselt. 

Da nach Voraussetzung die Entfernung eines Punktes, in dem die 
ke Derivirte ihr Zeichen wechselt, von dem nichsten Punkte, in dem 
die k + 1' Derivirte ihr Zeichen wechselt, grisser als (k + 2) h ist, 
so hat ein Intervall, das einem Zeichenwechsel der k‘ Differenzen- 
reihe zugeordnet ist, mit einem Intervall, das einem Zeichenwechsel 
der k + 1 Differenzenreihe zugeordnet ist, keinen Punkt gemein. 


Ill. 


Die Functionenclasse, welche den~Gegenstand der vorliegenden 
Untersuchung bildet, ist durch die im Vorausgehenden nachgewiesenen 
Eigenschaften vollstiindig charakterisirt. 

Wir sind ausgegangen von den beiden Voraussetzungen: 


A) Die Function f(z) hat in jedem Punkt des Intervalls a, b 
bestimmte endliche Derivirte von jeder vorgeschriebenen Ordnung und 

B) eine Derivirte von gegebener Ordnung verschwindet nur in 
einer angebbaren Anzahl von Punkten des Intervalls a, b. 

Aus diesen Voraussetzungen ergab sich zuniichst die Bedingung: 

1) f(«) ist in dem Intervall a, b stetig. 

Die tibrigen Bedingungen, denen f(x) geniigt, beziehen sich auf 
die Functionaldifferenzen dieser Function. 

Theilen wir das Intervall a, b in m gleiche Theile und bilden 
wir die dieser Theilung entsprechenden Functionaldifferenzen, Wenn 
wir die Zahl » hinreichend gross wihlen, dann genitigen die Functional- 


differenzen einer beliebig gegebenen Ordnung den beiden folgenden 
Bedingungen: 
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2) In der Reihe dieser Functionaldifferenzen’ haben keine zwei 
auf einander folgenden Differenzen den Werth Null. Hat eine Differenz 
den Werth Null, so haben die vorangehende und die nachfolgende 
Differenz entgegengesetzte Vorzeichen. 

3) Ein Intervall, das einem Zeichenwechsel der in Rede stehenden 
Differenzenreihe zugeordnet ist, hat mit einem Intervall, das einem 
Zeichenwechsel der Differenzenreihe nichst héherer Ordnung zugeordnet 
ist, keinen Punkt gemein. 

Dass auch zwei Intervalle, welche zwei Zeichenwechseln derselben 
Differenzenreihe zugeordnet sind, keinen Punkt gemein haben, wenn 
die Anzahl der Theilintervalle hinreichend gross gewahlt wird, braucht 
nicht besonders ausgesprochen zu werden, denn dies ist eine noth- 
wendige Folge der Bedingung 3). 

Die Bedingungen 2) und 3) sind dahin zu verstehen: 

Wenn die Functionaldifferenzen einer gegebenen Ordnung, welche 
der Theilung des Intervalls a,b in » Theile entsprechen, diesen beiden 
Bedingungen geniigen, so geniigen die Functionaldifferenzen, welche 
einer Theilung des Intervalls in mehr als » Theile entsprechen, den- 
selben Bedingungen. 

Zu den angegebenen 3 Bedingungen tritt noch die folgende 
hinzu: 

4) Die Anzahl der Zeichenwechsel, die in einer Differenzenreihe 
von gegebener Ordnung vorkommen, kann eine bestimmte angebbare 
Zahl nicht iiberschreiten, wie gross auch immer die Anzahl n der 
Theilintervalle gewihlt werden mag. 

Wir lassen nunmehr die Voraussetzung, die Function f(x) habe 
Derivirte jeder Ordnung, fallen, und setzen nur voraus, die Function 
geniige den Bedingungen 1) bis 4). 

Diese Bedingungen reichen aus, um fiir alle Punkte innerhalb des 
Intervalls a, b die Existenz von Derivirten jeder Ordnung nach- 
zuweisen. 


IV. 


Wir nehmen an, die Anzahl » der Theilintervalle, in die das 
Gesammtintervall a, b zerlegt wird, sei so gross gewihlt, dass kein 
Intervall, das einem Zeichenwechsel der ke" Differenzenreihe zugeordnet 
ist, mit einem Intervall, das einem Zeichenwechsel der k +- 1'" Diffe- 
renzenreihe zugeordnet ist, einen Punkt gemein hat. Damit ist fiir 
die Zahl eine untere Grenze festgesetzt. Wir nehmen weiter an, 
die Zahl m sei so gewihlt, dass die Anzahl der Zeichenwechsel, die 
in der ke" Differenzenreihe 


Bata... a. 





?- 











?- 
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vorkommen, den gréssten iiberhaupt méglichen Werth erreicht, dass 
also die Anzahl der Zeichenwechsel nicht steigen kann, wenn man die 
Anzahl der Theilintervalle iiber » hinaus wachsen lisst. 

Wir theilen nun jedes der » Theilintervalle abermals in m gleiche 
Theile. Die der neuen Theilung entsprechenden Theilpunkte bezeichne 
ich der Reihe nach mit & &, & ...&mn, 80 dass & =a, mab und 
Ena = 2% ist. Die der neuen Theilung entsprechenden Functionaldiffe- 
renzen bezeichne ich mit 

, & @& @ ... Qew 
6,2 0,2 0,2? ... Oan—s 
u. 8S. W. 


Die Functionaldifferenzen A,* lassen sich in der Form darstellen 
k(m—1) 


(D)  AF= >) Pm) Simin (2=0,1,2, ... 2B). 


P “=0 


Fiir k = 1 ist diese Behauptung ohne Weiteres einleuchtend, denn 
es ist 


Ai = f (Batam) — fim) = > Samy 
“u=0 


Nehmen wir nun an, die Gleichung (D) sei fiir einen bestimmten 
Werth von & bereits bewiesen, so folgt: 


k(m—1) 
kt k k k k k 
Ay == Ain — a = > cy) (m) [O(i-41) mu “i dim+u] 
u=0 ; 
k(m—1) m—1 (k++) (m—1) 
a) +1 — (k+1) b+ 
= > Cu (M) Ointuty = Zz ¢ (m) Oamtn 
=0 v=0 u=0 


wie oben behauptet wurde. 
Um die Coefficienten c#)(m) zu bestimmen, ersetzen wir in der 
letzten Gleichung, welche in Bezug auf die Differenzen d*+' identisch 


ist, O/ti, durch die we Potenz einer unbestimmten Grésse «, Es 
ergiebt sich: 


(k-+1) (m—1) k(m—1) 


+t) (m) at = (1 ap a? +++ a3) >) o)(m) at 
u=0 “u=0 
Da c)(m) = 1 ist, so folgt hieraus 
(&+-1) (m—1) 


c+) (m) ot = (Ltatatt... + gmt) 


u=0 
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d. h. c+) (m) ist der Coefficient von a in der Entwicklung des 
Polynoms 
(lf atat+.--+ am), 
Die auf der rechten Seite der Gleichung (1) auftretenden Coeffi- 
cienten sind alle positiv, daraus folgt: 


k os ° 
Ist Aj = 0, so miissen unter den Differenzen 


(d) Okn Oi m+ cee Sint (m—1) 
sowohl positive wie negative Gréssen vorkommen, da diese Differenzen 
(nach III, 2) nicht alle den Werth Null haben kénnen. Wenn Aj =0 
ist, so sind die Differenzen Aj_; und Abas von Null verschieden und 
sie haben entgegengesetzte Vorzeichen. Dem Zeichenwechsel Aj, 
Aj Aias entspricht demnach mindestens ein Zeichenwechsel in der 
Reihe (d) und das dem letzteren Zeichenwechsel zugeordnete Intervall 
bildet einen Theil des dem ersteren Zeichenwechsel zugeordneten 
Intervalls. 

Nehmen wir nunmehr an, die Differenzen Aj und Aj,, seien von 
Null verschieden und haben entgegengesetzte Vorzeichen. 

Dann muss eine Anzahl der Differenzen 


» ke k k 
Dim Oi mt eee Oi m-+-k(m—1) 


dasselbe Vorzeichen haben wie Aj und eine Anzahl der Differenzen 


k k k 
O(i41)m O(i+4.1)m-41 eee 9 (2-4-1) m-+4(m—1) 
muss dasselbe Vorzeichen haben wie Aj,1. 


Dem Zeichenwechsel Aj Aj,, entspricht demnach mindestens ein 
Zeichenwechsel in der Reihe 


Dim Olmert -.- Od+1)mbe(m—1) 
und das dem letzteren Zeichenwechsel zugeordnete Intervall bildet 
einen Theil des dem ersteren Zeichenwechsel zugeordueten Intervalls. 


Nun haben nach Voraussetzung zwei Intervalle, die zwei ver- 
schiedenen Zeichenwechseln der Reihe 


(Ax) At Ai Ar... Aix 


zugeordnet sind, keinen Punkt gemein. Demnach miissen zwei ver- 
schiedenen Zeichenwechseln der Reihe (A*) auch mindestens zwei ver- 
schiedene Zeichenwechsel der Reihe 


(0*) 89 Of OF... Onn 
entsprechen. Da ferner nach Veniein die Anzahl der Zeichen- 
wechsel in der Reihe (0*) nicht grésser sein kann, als die Anzahl der 


Zeichenwechsel in der Reihe (A*), so folgt: in beiden Reihen kommen 
gleich viele Zeichenwechsel vor. Jedem Zeichenwechsel der Reihe 











o 


P- 
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(A*) entspricht ein ganz bestimmter Zeichenwechsel der Reihe (0*) 
und das dem letzteren Zeichenwechsel zugeordnete Intervall bildet einen 
Theil des dem ersteren Zeichenwechsel zugeordneten Intervalls. 

Lassen wir — die Zahl m festhaltend — die Zahl m unbegrenzt 
wachsen, so nehmen die Intervalle, die den Zeichenwechseln der Reihe 
(d*) zugeordnet sind, unbegrenzt ab und ziehen sich schliesslich auf 
gewisse Punkte zusammen. Diese Punkte bezeichne ich als Grenz- 
punkte k'* Ordnung. 

Aus der Definition der Grenzpunkte folgt unmittelbar: eine 


Functionaldifferenz &'** Ordnung Aj kann nur dann gleich Null sein, 
wenn in das Intervall a,, 2, -+- kh ein Grenzpunkt k'*' Ordnung fiallt. 
Zwei aufeinander folgende von Null verschiedene Functionaldifferenzen 
Aj Aju kénnen nur dann verschiedene Vorzeichen haben, wenn in 
das Intervall a,, 2, + (K+ 1)h ein Grenzpunkt kh‘ Ordnung fiallt. 

Bezeichnen wir mit «, 8, y drei aufeinander folgende Grenzpunkte 
ke Ordnung. Der Punkt « falle in das Intervall 2, #241, der Punkt B 
in das Intervall x, %4:, der Punkt y in das Intervall z,, 24:1. Dann 
haben von den Functionaldifferenzen 


Ais Aiis tee At. 
die uw — 4 — k ersten 


(A) Aint Ais ee At: 
ein und dasselbe Vorzeichen. In der Reihe 
(B) a? aes ee 


kommt ein und nur ein Zeichenwechsel vor und die Functional- 
differenzen les” 
(C) Ais Avis os fie 
haben wieder alle dasselbe Vorzeichen und zwar das entgegengesetzte 
wie die Differenzen (A). 

Wir haben die Anzahl » der Theilintervalle, in die das Intervall 
a, b zuniichst zerlegt worden ist, so gewiahlt, dass 1) kein Intervall, 
das einem Zeichenwechsel der &' Differenzenreihe zugeordnet ist, mit 
einem Intervall, das einem Zeichenwechsel der k + 1" Differenzen- 
reihe zugeordnet ist, einen Punkt gemein hat, und dass 2) die Anzahl 
der Zeichenwechsel in der Kk‘ Differenzenreihe mdglichst gross ist. 
Beide Bedingungen bleiben — wie aus dem Vorhergehenden hervor- 
geht — erfiillt, wenn wir an Stelle der Zahl ein beliebiges Multiplum 
von »z.B. mn treten lassen. Die Zahl m kénnen wir so wihlen, dass auch 
in der Differenzenreihe k-+-1' Ordnung, die der Eintheilung des Inter- 
valls a, b in mn Theile entspricht, die Anzahl der Zeichenwechsel 
den gréssten iiberhaupt modglichen Werth erreicht. Nun liegen die 
Grenzpunkte &'** Ordnung in den Intervallen, die den Zeichenwechseln 
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der k'*” Differenzenreihe zugeordnet sind, die Grenzpunkte k-+- 1'* Ord- 
nung liegen in den Intervallen, die den Zeichenwechseln der k-+ 1'™ 
Differenzenreihe zugeordnet sind. Die Intervalle der ersteren Art haben 
mit den Intervallen der letzteren Art keinen Punkt gemein. Daraus 
folgt: kein Grenzpunkt der Ordnung & kann mit einem Grenzpunkt 
der Ordnung k + 1 zusammenfallen. 


¥. 
Zufolge der Definition der Functionaldifferenzen k‘*' Ordnung 
Ai =f (ays) — Bf (@re2) + =F? fers) - 


— (— IF k fay) + ~ 1) f (aa) 
unterliegen die Differenzen 


Taps — Ta = Tipe — Mazi = + + = Taye — Myia 





der Bedingung, dass der Quotient = es o eine ganze Zahl ist, und 
— &, 


. %—a ° . —" 
ebenso muss der Quotient ze Cine ganze Zahl sein. Wir bilden 
aaa 


nun — unter x,y Variable verstehend — den allgemeineren Ausdruck 
k—-1 k(k — “= ‘ 
or(aly) = fy) — kf S—BYt*) 4 BERD (Em Dy tee)... 
k—1) 
— (— 1p bf 2ESEY*) + (— 1 F@). 


Da die Function f(z) nach Voraussetzung stetig ist, so ist auch 
gx(x|y) stetige Function von « und y. 

Fiir diese Function gelten die folgenden Sitze: 

1) Wir bezeichnen mit a, B zwei aufeinander folgende Grenz- 
punkte der Ordnung k. 

Fiir jedes der Bedingung 

B>y>a>a 

geniigende Werthsystem x, y hat o,(”\|y) einen von Null verschiedenen 
Werth und alle diese Functionswerthe haben dasselbe Vorzeichen. 

2) Wir halten an den soeben ausgesprochenen Voraussetzungen 
fest und nehmen iiberdies an, es sei 

B>y>y ud «>2'>«. 


Dann ist g,(z\|y) dem absoluten Werthe nach kleiner als g;(x|y’) 
und kleiner als g;(x'|y). 


3) Fiir jedes Werthsystem, das der Bedingung 


B>y+tur>y>e>a 
geniigt, hat die Differenz 


Pri (% + wl y + U) — ge-r(2ly) 
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einen von Null verschiedenen Werth und alle diese Werthe haben 
dasselbe Vorzeichen. 


4) Wir halten an den Voraussetzungen des vorigen Satzes fest 
und nehmen iiberdies an, es sei 
B>y>y und «>2’ >a, 
Dann ist die Differenz 


pra(x + u| y + &) — gra(2ly) 
dem absoluten Werthe nach kleiner als jede der beiden Differenzen 


pia(zuly + u) — gra(aly’) und gyai(z’+ uly+u)— gis (2’|y)- 


VI. 


Bei dem Beweis der Sitze des vorigen Artikels hat man zu unter- 
scheiden, ob fiir die in Betracht kommenden Gréssen x, y... die 
Quotienten 7 , ~—* -++ rationale oder irrationale Werthe haben. 
Je nachdem der eine oder der andere Fall eintritt, bezeichne ich die 
Gréssen x,y... kurz als commensurable oder incommensurable Gréssen 
des Intervalls a, b. 

Wir beweisen zuniichst die Siatze 1) und 2) unter der Voraus- 
setzung, dass die Gréssen x’, x, y, y’ commensurable Gréssen des 
Intervalls a, b sind. 


Zu diesem Zweck theilen wir das Intervall a, b in  gleiche Theile 
—a 





von der Grosse h = ~ und bezeichnen wie oben die Theilpunkte 


Mit ZX To .- + Bae . 

Die Zahl » wihlen wir so, dass jeder der Punkte x’, 2, y, y’ mit 
einem Theilpunkt zusammenfallt, und dass sich iiberdiess jedes der 
Intervalle x’, 2; 2, y und x, y’ aus einer durch & theilbaren Zahl von 
Theilintervallen der Grésse h zusammensetzt. 

Die Theilpunkte, mit denen die Punkte x’, z, y, y’ zusammen- 
fallen, bezeichnen wir der Reihe nach mit 2-x,, %j, Litepy Viteg- 

Der Grenzpunkt « falle in das Theilintervall 2, 241, der Grenz- 
punkt 6 in das Theilintervall x, 241. 

Nun sind nach Art. IV die Functionaldifferenzen k'" Ordnung 


(A% bby dhe... Ab. 
alle von Null verschieden und sie haben alle dasselbe Vorzeichen. Die 


Function g:(x|y) = 9x(%i|%itep) lasst sich — wie ebenfalls in Art. 1V 
nachgewiesen wurde — in der Form darstellen 


k(p—1) 


gu(aly) = >) a (p) dt,, 


y=) 
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und zwar sind die auf der rechten Seite dieser Gleichung auftretenden 
Coefficienten c(p) alle positiv. Daraus folgt: die Function g;:(x|y) 
hat einen von Null verschiedenen Werth und dasselbe Vorzeichen wie 
die Gréssen der Reihe (A*). Damit ist der Satz (1) fiir commensurable 
Gréssen des Intervalls a, b bewiesen. 
Die Function g,x(x\y’) = px (i|%i42¢) lasst sich in der Form 
k(q—-1) 
ox(aly’) = >! (a) Ab, 


ml 


darstellen; fir die Differenz o,(2|y’) — p*(x|y) ergiebt sich somit ein 
Ausdruck der Form 
k(g—1) 
YM AR, 


v=0 


c(p) ist nach Art. IV gleich dem Coefficienten von a” in der 
Entwicklung von (1+ a+ «?---+ «@-!)*, Dementsprechend ist 
ce) (q) gleich dem Coefficienten von a in der Entwicklung von 
(Ll -+ @-+ a? + ----+ a2-!)*. Demnach ist y gleich dem Coefficienten 
vou @ in der Entwicklung von 


(lpapo+.--far}yt—(lfafat+.--+ ar) 
k 
=aP(Lfatar--. + arr) S (lpafpat+ paris 


Lb ef ap ep oP te, 


y® ist demnach =O ftir v=0,1,2,...p—1 und von Null 
verschieden und positiv fir » =p, p+1,--+ k(q — 1). 

Die Differenz g,(x|y’)— x(x|y) ist demnach von Null verschieden 
und hat dasselbe Vorzeichen, wie die Gréssen der Reihe (A*). 

Man beweist ganz in derselben Weise, dass auch die Differenz 
gx(x'|y) — ox(a|y) von Null verschieden ist, und dass sie dasselbe 
Vorzeichen hat wie die Gréssen der Reihe (A*). 

Damit ist auch der zweite Satz fiir commensurable Gréssen des 
Intervalls a, b bewiesen. 

Um zu zeigen, dass die Siitze 1) und 2) auch fiir incommensurable 
Gréssen des Intervalls a, b gelten, geniigt es offenbar, dies fiir den 
Satz 2) nachzuweisen. 

Nehmen wir an die Gréssen 2, y, y’ seien incommensurable Gréssen 
des Intervalls a,b. Wir betrachten eine jede dieser Gréssen als Grenz- 


werth einer unbegrenzten Reihe von commensurablen Gréssen des 
Intervalls a, b; 
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x als Grenzwerth von & & & ... (&), 
Y » ” » % M2 M3 --- (M), 


y’ » ” » ™ NN +--+ (1), 

Die Niherungswerthe 7 wihlen wir so, dass die Glieder der Reihe 
(y) bestindig abnehmen, die Niherungswerthe 7’ so, dass die Glieder 
der Reihe (4°) bestindig zunehmen. Ueberdies setzen wir voraus, dass 
4; >, ist, was wegen y’ >y offenbar zulissig ist. Da g,(2x|y) 
stetige Function von 2 und y ist, so convergiren die Glieder der 
Reihe 
(%) ox(Ey| mr’) — oe(Evlyr) vel, 2,3... in inf. 
gegen einen Grenzwerth und dieser Grenzwerth ist 

= px(z|y’) — a (zly). 

Die Glieder der Reihe (®) haben alle dasselbe Vorzeichen, dasselbe 

Vorzeichen hat auch der Grenzwerth der Reihe. 


o 


VII. 


Die Siitze 3) und 4) des Art. V beweisen wir nur unter der Voraus- 
setzung, die Gréssen 2’, x, y, y’,u seien commensurable Gréssen des 
des Intervalls a,b. Dass diese Siitze auch noch gelten, wenn die ge- 
nannten Gréssen incommensurable Gréssen des Intervalls a, b sind, 
beweist man dann leicht mit Hiilfe des Princips, das im vorigen Artikel 
zu analogen Zwecken verwendet worden ist. 

Wir theilen das Intervall a, b der Art in m gleiche Theile von 


—*, dass die Punkte 


aw, %,y,y, 2 +u, au, y+u, y'+u 
mit den Theilpunkten 


der Grésse h — e 





Li-rky Viy Vitpky Vitgky Vi-rk+sy Vits, Vitpkts, Vitgi+s 
zusammenfallen. Die Grenzpunkte « und 8B mégen wieder in die Theil- 
intervalle 2, %a41 und 2%, %,41 fallen, Dann sind die &‘" Functional- 
differenzen 
(A*) Abi: Aye... AL 


alle von Null verschieden und sie haben alle dasselbe Vorzeichen. 
Nun ist (Art. IV) 
(k—1)(p—1) 
Pr—1(X|Y) = Pri (Ui | Lipps) = po cp) Ai 
v=0 
und 
(k—1) (p—1) 
Gra(e-+ uly tu) =r (tips|tepepn—= >) oh (p) Abe. 
r=0 


Mathematische Annalen. XLI. 26 
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Folglich 
(k—1) ( p—1) 
Pr-s(@uly+u) — gra(zly)—= >) of (p) [Ab — Ab] 
v=0 


(k—-1)(p—1) a—1 
(k—1) k 
> Cy (Pp) Bizto+- 
o=0 


Die Gréssen c*-(p) sind von Null verschieden und _positiv. 
Demnach ist die Differenz 


pia(e + uly+u) — gale y) 
von Null verschieden und sie hat dasselbe Vorzeichen, wie die Gréssen 
der Reihe (A*). Damit ist der Satz 3) fiir commensurable Gréssen 
des Intervalls a, b bewiesen. 

Um nun auch noch den Satz 4) fiir commensurable Gréssen des 
Intervalls a, 6 zu beweisen, haben wir zu zeigen, dass die Differenz 
D=[pr-a (e+ ul y+ 4) — r-1(#| ¥)] — [per (@ +4 | y+) — pea (ly) 
dasselbe Vorzeichen hat, wie die Gréssen der Reihe (A*). 

Nun ist — wie im vorigen Artikel gezeigt wurde — 


pr—1(% | y") — Pr-r(@| y) = Pe-r(Hi | Lipeg) — Pra (i | Tipey) 
(&—1) (g—1) 
S 
v=p 
und die in dieser Gleichung vorkommenden Gréssen y(*—") sind von 
Null verschieden und positiv. 
Ferner ist 
pra(z + uly + u) — gale + uly+u) 
= Pri (Lips | Lipset) — Pe—-1(Tips | Viperep) 
(k—1) (g—1) 


— > on. 


(k—- YARD —1 


v=0 


Daraus folgt 


(k—1)(g—1) 
D= ar Y [Oi — Ge] 


v=0 
(k-—1)(q—1) s—1 


> Y (k1) ak 
Ys , Lizots- 
o=0 


Die Differenz D ist somit in der That von Null verschieden und 
sie hat dasselbe Vorzeichen wie die Gréssen der Reihe (A+). 

Auf demselben Wege lasst sich beweisen, dass auch die Differenz 
[paw +uly+u) — pe-r(@'|y)] — [per (@ + 4] y + 4) — gia(zly)] 


dasselbe Vorzeichen hat, wie die Gréssen der Reihe (A*). 





ail 








Se 
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VI. 

Mit Hiilfe der Siitze des Art. V lisst sich nun der Beweis er- 
bringen, dass eine Function f(x), die den Bedingungen des Art. III 
geniigt, in jedem Punkte innerhalb des Intervalls a, b bestimmte end- 
liche Derivirte jeder vorgeschriebenen Ordnung besitzt. Wir zerlegen 
diesen Beweis in zwei Theile. Wir beweisen erstens, dass die Function 
in jedem Punkte innerhalb des Intervalls a, b eine bestimmte endliche 
Derivirte erster Ordnung f’(x) besitzt und wir beweisen zweitens, dass 
diese Function f(x) den Bedingungen des Art. III geniigt. 

Es ist zweckmissig den zweiten Theil des Beweises voranzustellen, 
weil sich dadurch einige Vereinfachungen im ersten Theile des Beweises 
ergeben. 

Wir setzen also zunichst nicht nur voraus, die Function f(x) 
geniige den Bedingungen des Art. III, sondern wir setzen noch iiber- 
dies voraus, die Function habe in jedem Punkte innerhalb des Inter- 
valls a, b eine bestimmte endliche Derivirte /’(z). 

Wir beweisen zunichst, dass die Derivirte f’() stetig ist. 

Aus der Definition des Differentialquotienten ergiebt sich: nach 
Annahme einer beliebig kleinen positiven Grésse 6 muss sich fiir jeden 
Punkt w innerhalb des Intervalls a, 6 eine positive Grésse rt der Art 
bestimmen lassen, dass der absolute Werth der Differenz 





kleiner als o ist, wenn die Grésse ¢ ihrem absoluten Werth nach 
kleiner als t ist. 

Die Grosse t hiingt von den Gréssén o und « ab. Fixirt man 
die Grésse 6, so kann t nicht unter einen angebbaren Werth r’ sinken, 
solange « innerhalb des Intervalls a, b bleibt. 

Bezeichnen wir mit ¢ eine Grésse, deren absoluter Werth kleiner 


als > t’ ist, so ist 





feta te) — 1(0) +, 


f(a +22) —f(#) 
Qe =f (x) + e, 


fet8) —fOr® f(g ++ & 


é 





und die Gréssen @,, @., Q3; sind dem absoluten Werthe nach kleiner 
als 6. 


Aus den vorstehenden Gleichungen folgt: 
f' (@ + &) —f'(@) = 20, — 1 — 05 
Der absolute Werth der Differenz f’ (a + ¢) — f(x) ist also kleiner 
als die zur Verfiigung stehende Grosse 4o. 


26* 
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IX. 
Um zu beweisen, dass die Function f’(%) auch den iibrigen 3 
Bedingungen des Art. III geniigt, betrachten wir zunichst die Function 


(k— t—1)(k— —3)y+2 
ve-1(2|y)—F (y) — &—1) f (SSE) 4 F—NE—9 ¢ (EO 


veo —(—pa— or CE) + (17) 


welche zur Function f(a) in derselben Beziehung steht, wie die in 
Art. IV betrachtete Function g(x | y) zur Function f(x). 

Die Function y—:(@|y) lasst sich in doppelter Weise durch die 
Functionen 9; (x|y) und g,—~:(# | y) ausdriicken. Es ist niimlich 
(1) vra(e|y) =P? 
und 


Opy_1(@| y) OM,_1(@ | y) 

(2) Yia(a|y)— EE 4 ee 

Nehmen wir an, in dem Intervall 2, y’ liege kein Grenzpunkt der 
Ordnung k und es sei y’ >y >a. Dann gelten die Siitze 1) und 2) 
des Art. IV: Die Function g;(x|y) hat einen von Null verschiedenen 
Werth und der absolute Werth dieser Function nimmt zu, wenn y 
bei constant bleibendem x wiichst. Daraus folgt zuniichst: wenn die 
partielle Derivirte oae von Null verschieden ist, so hat sie 
dasselbe Vorzeichen wie die Function g,(x#|y); und ausserdem ergiebt 
sich: die partielle Derivirte cruel) = r-1(2ly) kann nicht fir alle 


Werthe y, die der Bedingung y’ > y > x geniigen, verschwinden, denn 
sonst wire 





Og, (@| y) 


pr(z\y’) = — dy=0. 


Die Gleichung (2) zeigt, dass der Quotient 


Pp_1 (@+Uly+u) — Oy (ly) 
u 





fiir unendlich abnehmende Werthe von u gegen q%4-:(«”/|y) convergirt. 
Nun nimmt nach Art. IV, 4 der absolute Werth dieses Quotienten zu, 
wenn die Grésse y wichst, wihrend die Gréssen 2 und wu constant 
bleiben. Demnach kann der absolute Werth von y,—:(x|y) wenigstens 
nicht abnehmen, wenn y wiichst. Da nun, wie oben gezeigt wurde 
Y-1(@|y) nicht fiir alle Werthe y, die dem Intervalle y’ >y>~<z 
angehéren, verschwinden kann, so hat y~1(#|y’) einen von Null ver- 





ge ee eee 
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schiedenen Werth und das Vorzeichen dieses Werthes stimmt mit dem 
Vorzeichen von g,(x|y) tberein, 

Es seien nun «, 6, y drei aufeinanderfolgende Grenzpunkte der 

Ordnung & und sei ferner 

y>y>x#>B>o>y>a>a. 
Wir theilen das Gesammtintervall a, b in » gleiche Theile und wahlen 
die Zahl » so gross, dass in das Intervall «, 6 mindestens k + 1 Theil- 
punkte 2%, ¥a41, ---%z4, und in das Intervall 6, y mindestens k + 1 
Theilpunkte 2, %41,--+ +e fallen. 

Die Functionen y,_;(”| y) und (x | y) haben dasselbe Vorzeichen 
und zwar ist dieses Vorzeichen gleich dem Vorzeichen der Functional- 
differenz ket Ordnung Aj (Art. V). Dementsprechend hat w,-1(z’ | y’) 
dasselbe Vorzeichen wie die Functionaldifierenz AL. Da nun nach 
Art. III die beiden Functionaldifferenzen Aj und A‘ entgegengesetzte 
Vorzeichen haben, so gilt dasselbe fiir die Functionswerthe o,—: («| y) 
und 1 (a | y’). 


xX. 


Wir bezeichnen mit a’, b' zwei beliebige Gréssen, welche der 
Bedingung b > b' > a’ > a geniigen. 

Das Intervall a’, b’ theilen wir in m gleiche Theile und sodann 
bilden wir die dieser Theilung entsprechenden Functionaldifferenzen 
der Function /’ (a): 


Af Af 4, f’ eee Ai-f’, 
Af Aif’ Af’... Maik us. w. 

Die Zahl » wiahlen wir so gross, dass der Abstand eines in das 
Intervall a’, b’ fallenden Grenzpunkts der Ordnung / von dem niichsten 
in dasselbe Intervall fallenden Grenzpunkte & + 1'* Ordnung grésser 
ist als (K+ 1) 2—*. 


Nehmen wir zuniichst an, zwischen die Theilpunkte 2, und 2, 
falle kein Grenzpunkt Kk‘ Ordnung. Dann sind nach Art. IX die 
Functionaldifferenzen 


AT f Aigif’... Si-e-nf" 

alle von Null verschieden und sie haben alle dasselbe Vorzeichen. 

Nehmen wir nunmehr an, in dem Intervall ,, a4: liege der 
Grenzpunkt k'** Ordnung @. Dann fallt nach Voraussetzung in das 
Intervall ,-%, va,241 kein Grenzpunkt der Ordnung & + 1 und folg- 
lich auch kein von a verschiedener Grenzpunkt der Ordnung k&. 

Weil in den Intervallen va, v und 241, 24241 kein Grenzpunkt 
der Ordnung & liegt, so sind die Functionaldifferenzen Aj-;f’ und 
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Aizsf’ beide von Null verschieden und sie haben entgegengesetzte 
Vorzeichen (Art. 1X, Schluss). In der Reihe 


—] ~ k— ” ” 
(A) Aimif’) Airis f .. . AF3f 
muss demnach mindestens ein Zeichenwechsel vorkommen. 
Die Functionaldifferenzen der Reihe 


(B) Ainf Siauf’... dint 
sind alle von Null verschieden und haben dasselbe Vorzeichen. Daraus 
folgt, dass in der Reihe (A) auch nur ein Zeichenwechsel vorkommen 
kann. 

Einen jeden Grenzpunkt kt Ordnung, der dem Intervall a’, b’ 


angehért, entspricht demnach ein und nur ein Zeichenwechsel in der 
Reihe der k — 1' Functionaldifferenzen. 


a ft oT... aed. 
Der einem bestimmten Zeichenwechsel entsprechende Grenzpunkt liegt 
in dem Intervall, das diesem Zeichenwechsel zugeordnet ist. 

Daraus folgt einmal, dass die Function den Bedingungen 2), 3) 
und 4) des Art. III geniigt, und es ergiebt sich ausserdem, dass jeder 
Punkt, der fiir die Function f(z) Grenzpunkt der Ordnung i ist, fiir 
die Function f(a) Grenzpunkt der Ordnung k — 1 ist. 


XI. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass die Function f(x) in jedem 
Punkte innerhalb des Intervalls a, b eine bestimmte endliche erste 
Derivirte f(x) hat. Zu diesem Zweck ist es néthig zu zeigen: 

1) Die Quotienten 

@—= fers — fe und Q, = f@- fe) 
kénnen nicht tiber alle Grenzen wachsen, wenn die positive Grésse 0 
gegen Null convergirt. 

2) Wenn @ ohne Ende abnimmt, so convergirt Q, gegen eine 


bestimmte Grenze P (w) und Q, gegen eine bestimmte Grenze /’(z). 
Wenn der Beweis fiir 1) erbracht ist, so geniigt es fiir den Beweis 

von 2) zu zeigen: wenn @ von einem bestimmten Werthe d = 0’ aus- 

gehend bestiindig abnimmt, so muss ein jeder der beiden Quotienten 

Q, und Q, entweder bestiindig zunehmen oder bestiindig abnehmen. 
3) Endlich ist noch zu beweisen, dass 


+ i 
f(«) =f (#) 


ist. 





aT a- 
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Der Beweis fiir 1) und 3) gestaltet sich verschieden, je nachdem 
der Punkt « Grenzpunkt 1', 2" oder 3'" Ordnung ist oder nicht. 

Bei dem Beweis fiir zwei ist diese Unterscheidung unndthig. Ich 
stelle desswegen diesen Beweis voran. 


XI. 


Wir schliessen den Punkt 2 in ein Intervall a, 6 ein, das so zu 
wihlen ist, dass weder innerhalb des Intervalls a, x noch innerhalb 
des Intervalls x, B ein Grenzpunkt zweiter Orduung liegt. Dagegen 
bleibt die Méglichkeit offen, dass der Punkt x selbst Grenzpunkt zweiter 
Ordnung ist. Die Endpunkte a, 6 des Intervalls wihlen wir iiberdies 
so, dass der Quotient — eine rationale Zahl ist. 


B 
Wir beweisen nun zunichst: fiir alle Werthe der Gréssen u, v, 
welche der Bedingung 


B>a+v>a+u>2 
geniigen, hat die Differenz 
D a= f@t+9—fe) _ fet+tw—fo) 
v U 


dasselbe Vorzeichen. 

Wir fiihren den Beweis unter der beschriinkenden Voraussetzung, 
dass die Gréssen B — @, uw, v commensurabel sind. Ist dies bewiesen, 
so zeigt man leicht mit Hiilfe des in Art. V verwendeten Princips, 
dass der Satz auch noch gilt, wenn die in Rede stehenden Gréssen 
incommensurabel sind. 

Wir theilen das Intervall «, 6 in n gleiche Theile von der Grosse 


— = “und wiihlen die Zahl n der Art, dass die Punkte «, z-+-u, 





“z+ v mit gewissen Theilpunkten 2, 24), 74, zusammenfallen. So- 
dann bilden wir die Functionaldifferenzen erster und zweiter Ordnung: 


Ay A, A, ..- Ans; 
At Ai Ar... Ais. 
Da innerhalb des Intervalls x;, 8 kein Grenzpuukt zweiter Ord- 
nung liegt, so sind die Finctionaldifferenzen (Art. V, 1) 
(A?) Ai Alas Alas... Ais 
alle von Null verschieden und haben alle dasselbe Vorzeichen. 
Nun ist 


p-l 
f(a+u) — f(@) =f (inn) — f(a) = Zz Ai+, 


p—2 
= ph, + >) 5 (p—») (p—v—1) Ais 


v==0 
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und 


f(a+v) — £(@) =f (4) — f(%) 


q-2 
= qh) + SF (q—») Q—v— 1) diy. 
Folglich ist my 





q-2 
f(x-+v) — f(x) f(c+u)—f(e) 1 2 
, = SS ess arti. 
=0 


Fiir vy > p — 2 ist Yy => (q—) (q—v—l1)p, 
dei 1 
fir »v< p— 2 ist » =>[(g—v)(q—v— 1) p—(p — v)(p—v —1)q] 


= + (a—p) (ap — v(v+1)). 


Die Coefficienten y, sind also — da nach Voraussetzung g > p 
ist, —- alle von Null verschieden und positiv, folglich ist die Differenz D 
von Nall verschieden und hat dasselbe Vorzeichen wie die Gréssen (A?). 
Auf demselben Wege ist zu beweisen, dass die Differenz 
f(@)—f@—»v)  f(x)—f(@—) 
v 


U 





fiir alle der Bedingung 
“>@t—ur>r—v>a 
geniigenden Werthe uw, v dasselbe Vorzeichen hat. 


XIII. 


Bei dem Beweise zu X, 1 hat man zu unterscheiden, ob der 
Punkt # Grenzpunkt zweiter Ordnung ist oder nicht. Wir behandeln 
zunichst den zweiten Fall. 

Wir schliessen den Punkt 2 in ein Intervall a, 6 ein, das keinen 
Grenzpunkt zweiter Ordnung enthilt. Fiir den Fall, dass der Punkt 
nicht Grenzpunkt erster Ordnung ist, nehmen wir iiberdies an, das 
Intervall a, 6 enthalte auch keinen Grenzpunkt erster Ordnung; ist 
dagegen der Punkt x Grenzpunkt erster Ordnung, so nehmen wir an, 
dieser Punkt sei der einzige Grenzpunkt erster Ordnung innerhalb des 
Intervalls «, 6. Die Punkte «, 6 wihlen wir wieder so, dass die 
Gréssen « — a und 6 —« commensurabel sind. Das Intervall «, p 


theilen wir sodann der Art in n gleiche Theile von der Grésse h = en = 


dass der Punkt x mit einem Theilpunkt 2; zusammenfiallt. 


Die dieser Theilung entsprechenden Functionaldifferenzen zweiter 
Ordnung 





, 
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(A?) Ai Ai As... Ais 
sind alle von Null verschieden und haben alle dasselbe Vorzeichen. 
Ist der Punkt « Grenzpunkt erster Ordnung, so haben die Dif- 
ferenzen A, A, A, ... A;-, alle dasselbe Vorzeichen; um eine bestimmte 
Annahme zu machen, wollen wir voraussetzen, sie seien positiv. Die 
Differenzen A; Aiii Aize..- Ana haben alle das entgegengesetzte 
Vorzeichen, sind also negativ. Die Differenzen (A*) sind im vorliegen- 
den Fall offenbar ebenfalls alle negativ. Folglich ist 


Q,>4: >A: +++ > Aur 
und dem absoluten Werthe nach 


Mi < Qian < Oige +++ << Ane. 
Der Quotient 





Aj_1 saat i = Q, 


h 
ist demnach kleiner als 


Ao + Ay + Ag+ ---+4;_1 — f(%) ~f@) 


th x,— a 





und der Quotient 
A; f(x; +h f (x;) Q 
te, les —" = Q, 


& Fh 
h 


h 
ist dem absoluten Werthe nach kleiner als 


Bit Ajay + Aja Hos An f(B) — f(#;) ‘ 
(m—i)h =m §—&, 

Diese Ungleichungen gelten fiir jeden positiven Werth von h. Dem- 
nach kénnen die Quotienten Q, und Q, nicht iiber alle Grenzen 
wachsen, wenn h gegen Null convergirt. 

Nehmen wir nunmehr an, das Intervall a, 6 enthalte keinen 
Grenzpunkt erster Ordnung. Dann haben die Differenzen 
(A) Ay 4, A... - Ans 
alle dasselbe Vorzeichen. Da auch die Differenzen (A?) alle dasselbe 
Vorzeichen haben, so muss entweder eine jede der Gréssen (A) kleiner 
als die vorhergehende sein, oder es muss eine jede grosser als die 

A 4; ,. 
vorhergehende sein. Die Werthe des Quotienten + und = liegen 
also zwischen den Werthen 
fot et eet thn. Ame 


- oe C,—@ 








und 
OQ; + O44 +449 + °° +4, 4 (8) —f(#;) : 
(n—i)h am p-% 
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Diese Quotienten kénnen somit nicht iiber alle Grenzen wachsen, 
wenn h gegen Null convergirt. 


+ = 
Damit ist die Existenz der Grenzwerthe f(x) und f’ (x) fiir jeden 
Punkt x, der nicht Grenzpunkt zweiter Ordnung ist, erwiesen. 


XIV. 


Wir fiigen zu den Voraussetzungen des vorigen Artikels noch 
die weitere hinzu, das Intervall «, 6 enthalte keinen Grenzpunkt 
dritter Ordnung, und wir beweisen, dass unter dieser Voraussetzung 


+ ik 2 
i («) = f'(@) ist. 

Weil in dem Intervall «, 6 weder ein Grenzpunkt zweiter noch 
ein Grenzpunkt dritter Ordnung liegt, so haben die Differenzen 


As Ai A... Ans 

alle dasselbe Vorzeichen und das gleiche gilt fiir die Differenzen 
AS Ai A}... Ans. 

Es ist daher entweder dem absoluten Werth nach 


AS > Ai> AP>--- > Ais 
oder 


Ai < Ai < Ai<--+ < Anes. 
Nehmen wir an, es trete der erstere Fall ein. Dann ist fiir p < i 
dy — 4. = M+ A+ +--+ Apa 
dem absoluten Werth nach grésser als pAj_,; folglich ist 


SD O— 4s) = fle) — Fe) — @—«) 
p=0 


dem absoluten Werthe nach grosser als 


sii AL =F (t—«) (%,— a—h) 


Ai, 
h2 
Fiir unbegrenzt abnehmende Werthe von h convergirt 


bo _ fle-+h) —f(@) 
x h 





+. 
gegen die endliche Grosse f’(a«). Demnach bleibt der absolute Werth 
2 


4; , 
des Quotienten - —s bestiindig unter einer angebbaren Grosse, folglich 
convergirt die Differenz 


f(@+h)—f(%) — f(@)—f(@%—>) _ 
A h in 





A? 


i—1 


h? 








h 





Meee 6 





-——€ 
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gegen Null, wenn h unbegrenzt abnimmt, d. h, es ist 


oo _ 
f(a) =f (a). 

Damit ist fiir alle Punkte innerhalb des Intervalls a, b, die nicht 
Grenzpunkte zweiter oder dritter Ordnung sind, die Existenz einer 
bestimmten endlichen Derivirten erster Ordnung nachgewiesen. 

Bei diesem Beweis wurde von den Bedingungen 2), 3) und 4) des 
Art. III nur insoweit Gebrauch gemacht, als sie sich auf die Functional- 
differenzen der 3 ersten Ordnungen beziehen. 

Fir alle stetigen Functionen, welche diesem Theil der Bedingungen 
des Art. III geniigen, steht demnach fest, dass sie im Allgemeinen, 
d. h. abgesehen von isolirten Punkten, bestimmte endliche Differential- 
quotienten besitzen. 

Nehmen wir an, dem Theile a, 6 des Intervalls a, b gehére kein 
Grenzpunkt von einer der Ordnungen 2, 3,...4-+ 2 an. Dann hat 
die Function f(x) in jedem Punkte des Intervalls a, 6 eine bestimmte, 
endliche erste Derivirte und diese Derivirte geniigt ebenfalls den Be- 
dingungen des Art. III. Die Punkte, welche fiir die Function /” (x) 
Grenzpunkte 7" Ordnung sind, fallen mit den Punkten zusammen, die 
fir die Function f(x) Grenzpunkte ¢ + 1'* Ordnung sind (Art. IX). 
Demnach ist kein Punkt des Intervalls a, 6 fiir die Function f(a) 
Grenzpunkt von einer der Ordnungen 1, 2,3,...k-+ 1. Unter der 
Voraussetzung k > 2 hat folglich die Function f’(x) in jedem Punkte 
innerhalb des Intervalls a, 6 eine bestimmte endliche Derivirte /’ (x). 
Diese Schlussweise fortsetzend erkennt man, dass f(#) in jedem Punkte, 
der nicht Grenzpunkt 2", 3',...k4-+ 2% Ordnung ist, bestimmte 
endliche Derivirte von den Ordnungen ty, 2,...k besitzt. 


XV. 


Wir beweisen nun, dass die Function 'f(%) auch in einem Grenz- 
punkt 2‘ Ordnung eine bestimmte endliche Derivirte besitzt. 

Wir schliessen den betrachteten Grenzpunkt wieder in ein Inter- 
vall «, 8 ein, theilen dieses in m gleiche Theile und richten uns dabei 
so ein, dass der Grenzpunkt mit einem Theilpunkt 2; zusammenfiallt. 

Da kein Grenzpunkt 3'* Ordnung mit einem Grenzpunkt zweiter 
Ordnung zusammenfallen kann, so diirfen wir annehmen, das Intervall 
a, B enthalte keinen Grenzpunkt 3‘ Ordnung. 

Wir wollen iiberdies die Punkte «, 6B so wihlen, dass sie auch 
nicht Grenzpunkte 4'** Ordnung sind, Dann existiren, wie im vorigen 
Artikel gezeigt wurde, bestimmte, endliche Derivirte f” («) und f” (8). 

Die Differenzen 


(A3) AS Ai Ad... Ads 
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haben, weil in dem Intervall a, 6 kein Grenzpunkt 3" Ordnung liegt, 
alle dasselbe Vorzeichen, wir wollen annehmen, sie seien negativ. 
Dagegen kommt in der Reihe 
(A?) A Ai 43... Ans 
weil 2; Grenzpunkt 2‘ Ordnung ist, ein — aber auch nur ein 
Zeichenwechsel vor. 

Da die Gréssen (A*) negativ sind, so muss die Reihe der Gréssen 
(4*) mit positiven Gliedern beginnen und mit negativen schliessen. 
Jedes positive Glied der Reihe ist < Aj, jedes negative ist dem ab- 


soluten Werth nach < A®_.. Fir unendlich abnehmende Werthe von 
A? A? 

h convergiren die Quotienten 7 und + gegen die endlichen 

Gréssen f” («) beziehungsweise 7” (8). Demnach bleibt fiir jeden Werth 


A? 
von h der absolute Werth der Quotienten ar (4 = (0, 1,2,...%— 2) 
unter einer angebbaren Grésse M. Der absolute Werth der Differenz 


A; a, So+4i+43+---42, 


h h h 
ist demnach kleiner als (x;—«) M. 
Fiir unbegrenzt abnehmende Werthe von h convergirt der Quotient 
* gegen die endliche Griésse f’(«). Folglich bleibt fiir jeden Werth 
von h der absolute Werth des Quotienten 


a f(a,-+h) — f(#; 
Q, — fe Meet = Me 








unter einer angebbaren Grésse und hieraus folgt auf Grund des in 
Art. XII bewiesenen Satzes, dass Q, fiir unbegrenzt abnehmende Werthe 


_ ‘ 
von hk gegen eine bestimmte, endliche Grenze /’(”) convergirt. 


Durch ganz analoge Betrachtungen lisst sich zeigen, dass der 
Quotient 


4... f(x;) = ff (%; —h) 
7. ~ h 


fiir unbegrenzt abnehmende h gegen eine bestimmte, endliche Grenze 
f (x) convergirt. 
+ - ee i 
Dass die beiden Grenzwerthe /’(x) und f’() einander gleich sind, 
Ais 
h2 





folgt daraus, dass die Differenz Q, — Q, =—h 
Grosse gegen Null convergirt. 





zugleich mit der 
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XVI. 


Da ein Grenzpunkt 3'* Ordnung nicht mit einem Grenzpunkt 
2' Ordnung zusammenfallen kann, so steht fiir jeden Grenzpunkt 


3’ Ordnung x bereits die Existenz der Grenzwerthe Pe (x) und f’ (x) 
fest (Art. XIII) und es handelt sich nur mehr darum zu beweisen, 
dass diese Grenzwerthe nicht verschieden sein kénnen. 

Wir schliessen den Grenzpunkt 3'* Ordnung # in ein Intervall 
a, B ein, theilen dieses in » gleiche Theile von der Grésse h und 
richten uns wieder so ein, dass der Grenzpunkt x mit einem Theil- 
punkt 2; zusammenfiallt. 

Da kein Grenzpunkt dritter Ordnung mit einem Grenzpunkt 4 
Ordnung zusammenfallen kann, so diirfen wir annehmen, das Inter- 
vall a, 6 enthalte keinen Grenzpunkt 4'* Ordnung. Die Punkte a, 8 
kénnen wir iiberdies so wihlen, dass keiner von beiden mit einem 
Grenzpunkt 5’ Ordnung zusammenfiallt. Unter dieser Voraussetzung 


steht die Existenz der Derivirten f’ (a), f’”(@) und f’(8), f’” (B) bereits 
fest (Art. XIV). 


Die Differenzen 
(A*) at of ah... tb. 


haben alle dasselbe Vorzeichen; wir wollen annehmen, sie seien negativ. 
In der Reihe 


(A’) AS Ai A3... Ads 
dagegen wird ein und nur ein Zeichenwechsel vorkommen. Es ist 
klar, dass die Reihe (A*) mit positiven Gliedern beginnen und mit 
negativen Gliedern schliessen muss. Von den positiven Gliedern ist 
jedes < Aj; der absolute Werth eines jeden negativen Gliedes ist 
< Ans. ) 

Fiir unbegrenzt abnehmende Werthe von h convergiren die 


3 3 
Quotienten be und se gegen die endlichen Grossen /”” («) beziehungs- 


weise f’’(f). Folglich bleibt fiir jeden Werth von h der absolute 


A} ; 
Werth des Quotienten ax (4=0, 1, 2,...%—3) unter einer angebbaren 
Grosse MV. ‘ 


A 
Der absolute Werth des Quotienten 7 ist jedenfalls nicht 


grosser als die Summe der absoluten Werthe der Gréssen 
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Von diesen Gréssen convergirt die erste fiir abnehmende h gegen 
die endliche Grésse f” (a); der absolute Werth des zweiten ist kleiner 
als (¢(—1)hM = (2,—a—h)M. Folglich bleibt der absolute Werth 

2 


des Quotienten ss fiir jeden Werth von h unter einer festen Grosse. 


Daraus folgt: die Differenz 
F(eth) — f(s) _ F@e)— F(ab) _ , Ain 
h 12> h 7 a we 
convergirt gleichzeitig mit h gegen Null w. z. b. w. 
Damit ist der Beweis erbracht, dass die Bedingungen des Art. III 


hinreichen, damit die Function f(z) innerhalb des Intervalls a, b be- 
stimmte, endliche Derivirte jeder vorgeschriebenen Ordnung besitzt. 








Strassburg, im Marz 1892. 
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Ueber algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen 
j in sich. 
Von 


A. Hurwitz in Kinigsberg i. Pr. 


Die vorliegende Abhandlung habe ich in drei Abschnitte ein- 
getheilt, iiber deren Inhalt ich hier einen kurzen Ueberblick vorauf- 
schicke. 

Der erste Abschnitt bringt zuniichst einen neuen Beweis des Satzes, 
nach welchem eine Riemann’sche Fliche (ein irreducibles algebraisches 
Gebilde) nur eine endliche Zahl von eindeutigen Transformationen in 
sich besitzen kann, wenn das Geschlecht p der Flache grésser als 1 
ist. Einen wesentlichen Stiitzpunkt dieses Beweises bildet die nihere 
Untersuchung derjenigen besonderen Stellen auf einer Fliche vom 
Geschlechte p, in welchen eine eindeutige algebraische Function von 
niedrigerer als der (y-+-1)'*® Ordnung unendlich wird, ohne noch an 
anderen Stellen unstetig zu werden*), ~_ 

Die Anzahl dieser besonderen Stellen betriigt stets p(p* — 1). 
Jedoch ist dabei vorausgesetzt, dass jede Stelle mit emer gewissen 
Multiplicitiit gezihlt wird. Ich {zeige nun, dass die Anzahl jener 
Stellen, wenn man jede Stelle einfach rechnet, also das Wort ,,Anzahl“ 
in seiner urspriinglichen Bedeutung versteht, stets grésser ist als 2p+- 2. 
Eine Ausnahme bildet der hyperelliptische Fall, in welchem die Anzahl 
gleich 2p + 2 ist. 

Schliesst man den hyperelliptischen Fall aus, so sind die erwaihnten 
Stellen auf der Curve der m im Raume von p—1 Dimensionen mit den- 
jenigen Punkten identisch, in welchen eine Ebene hyperosculirt, d. i. 
mindestens p-punktig beriihrt. Ich bespreche kurz die allgemeinere 
Frage nach denjenigen Punkten auf der Curve der g, in welchen eine 


*) Diese Stellen spielen auch in den dlteren Beweisen des Satzes eine Rolle. 
Eine Zusammenstellung der sich auf den Satz beziehenden Litteratur habe ich in 
Nr. 3 meiner Note: ,,Ueber diejenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige 
Transformationen in sich zulassen“‘, gegeben. Mathematische Annalen, Bd. 32 oder 
Gottinger Nachrichten aus dem Jahre 1887. 
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Fliche ke Ordnung, wo k >1 ist, hyperosculirt, d. i. mindestens 
(2k — 1) (p — 1)-punktig beriihrt. Die Anzahl dieser Stellen ist 
stets gleich 

(2k—1)?. p. (p—1), 
wenn man jede Stelle mit einer gewissen Multiplicitit rechnet, welche 
ich genau definire. 

Der zweite Abschnitt giebt die Construction der Riemann’schen 
Flichen, welche eine endliche Gruppe von eindeutigen Transforma- 
tionen in sich besitzen, aus unabhingigen Bestimmungsstiicken. Man 
erhalt die allgemeinste derartige Flache, wenn man eine beliebig ge- 
wahlte Fliche ® in r Exemplaren nimmt, diese Exemplare auf einan- 
der legt und in geeigneter Weise zu einer einzigen Fliche mit einander 
verbindet. Die so entstehenden Flichen sind keine anderen, als die 
von Herrn Klein eingefiihrten und von Herrn Dyck nach verschie- 
denen Richtungen untersuchten ,,reguliren“ Riemann’schen Flichen, 
welche die Verzweigung von Galois’schen Resolventen darstellen*). 

Ist eine Riemann’sche Fliche F vom Geschlecht p r-blittrig tiber 
der Fliche © vom Geschlecht x ausgebreitet, so besteht die Gleichung 


2p —2— W-+ r(2a—2), 


wo W die Gesammtzahl der Verzweigungen von F in Bezug auf ® 
bedeutet. 

Aus dieser Gleichung leite ich beiliufig die von Herrn Zeuthen 
aufgestellte Relation zwischen den Geschlechtszahlen zweier mehrdeutig 
aufeinander bezogener algebraischen Gebilde ab. Eben diese Glei- 
chung fihrt zu einer wesentlichen Erginzung des im ersten Abschnitte 
bewiesenen Satzes. Es ergiebt sich nimlich, dass eine Riemann’sche 
Flache vom Geschlecht py > 1 nicht mehr als 84(p—1) eindeutige 
Transformationen in sich besitzen kann. 

Die Untersuchungen des dritten Abschnitts beziehen sich auf die 
Integrale erster Gattung einer Riemann’schen Flaiche (p>1), von 
welcher vorausgesetzt wird, dass sie eine Gruppe eindeutiger Trans- 
formationen in sich besitzt. 

Jeder eindeutigen Transformation der Fliche in sich entspricht 
eine lineare Transformation der Integrale erster Gattung, welche man 
auch in die Gestalt einer homogenen linearen Transformation der 
Differentiale erster Gattung setzen kann. Der Gruppe eindeutiger 
Transformationen der Flache in sich entspricht eine Gruppe von 
homogenen linearen Transformationen der Differentiale erster Gattung, 


und ich beweise zuerst, dass beide Gruppen holoedrisch isomorph auf 
einander bezogen sind. 


*) Vergleiche die unten folgenden Citate. 
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Es handelt sich dann weiter darum, die Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung fiir die einzelne homogene lineare Transformation 
der Differentiale erster Gattung zu bestimmen. Die Bestimmung ge- 
schieht auf Grund der Theorie gewisser Functionensysteme auf einer 
Riemann’schen Fliche. Die Functionen eines solchen Systems sind 
wesentlich durch die Eigenschaft charakterisirt, dass sie sich auf 
geschlossenen Wegen bis auf multiplicative Constanten reproduciren. 
Die eindeutigen algebraischen Functionen bilden einen speciellen Fall 
eines solchen Functionensystems, Sie entsprechen dem Falle, in 
welchem jene multiplicativen Constanten siimmtlich gleich 1 sind, 
Auf die Theorie der allgemeinen Functionensysteme, welche an sich 
von Interesse erscheint, hoffe ich demnichst zuriickzukommen. 

Ich bemerke noch, dass die Resultate des dritten Abschnittes 
mannigfache Anwendungen auf die von Herrn Klein entworfene 
Theorie der elliptischen Modulfunctionen gestatten. Thatsiichlich bin 
ich auch durch Untersuchungen iiber Classenzahlrelationen*), welche 
sich-auf jene Theorie stiitzen, zu den hier behandelten allgemeineren 
Fragen hingefiihrt worden. 

Schliesslich will ich noch in Betreff des allgemeinen Begriffes 
einer Riemann’schen Fliche auf die folgenden Publicationen verweisen: 
F. Klein, ,,Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen Functionen 
und ihrer Integrale “‘ (Leipzig 1882) und ,, Neue Beitrige zur Riemann’- 
schen Functionentheorie“ Mathematische Annalen, Bd. 21. R. Dede- 
kind und H. Weber: ,,Theorie der algebraischen Functionen einer 
Veriinderlichen“. Crelle’s Journal Bd. 92. 

Soweit es sich nur um Lagebeziehungen, also um Wege und 
Schnitte auf einer Fliche handelt, denke ich mir dieselbe stets als 
eine frei im Raume liegende geschlossene Ringfliiche mit » Oeffnungen. 


I. Abschnitt. 
1, 


Eine Riemann’sche Fliche vom Geschlecht p besitze eine eindeutige 
Transformation 8 in sich. Dann betrigt die Anzahl der verschiedenen 
Stellen P der Fliiche, welche mit ihrer entsprechenden Stelle P’ zusam- 
menfallen, hichstens 2p + 2, es sei denn, dass S die identische Trans- 
formation” ist, d. h. dass jede Stelle P mit ihrer entsprechenden P’ 
zusammenfallt. 

In der That, angenommen § sei nicht die identische Transforma- 
tion und Q irgend eine Stelle, welche nicht mit ihrer entsprechenden QJ 


*) ,,Ueber die Classenzahlrelationen und Modularcorrespondenzen primzahliger 
Stufe“ Berichte der k. siichsischen Gesellschaft der Wissenschaften vom 4. Mai 1885, 


Mathematische Annalen, XLI, 27 
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zusammenfiallt. Wir betrachten dann eine eindeutige algebraische Function 
des Ortes auf unserer Fliche, welche nur bei Q und zwar von einer 
Ordnung #<p-+1 unendlich wird. Eine solche Function existirt 
bekanntlich immer. Sind nun ¢ und 2’ die Werthe, welche diese Function 
in den entsprechenden Stellen P und P’ annimmt, so kénnen wir die 
Differenz 2 — z als eine Function der Stelle P ansehen, Diese Func- 
tion ist eine eindeutige algebraische Function der Fliche, welche 
2u-Mal unendlich wird, naimlich u-fach an der Stelle Q und u-fach an 
der Stelle Q,, deren entsprechende die Stelle Q ist. Folglich wird 2 — z 
auch 2u-Mal Null. Nun ist aber jede Stelle P, welche mit ihrer ent- 
sprechenden Stelle P’ coincidirt, eine Nullstelle von ¢ —z. Folglich 
ist die Anzahl dieser Stellen hichstens 24 < 2p + 2, w. z. b. w. 

Wenn die Riemann’sche Fliche hyperelliptisch ist, so betridgt die 
im vorigen Satze erwihnte Anzahl hichstens 4, es sei denn, dass die 
Transformation S die identische ist, oder diejenige, welche je zwei 
Stellen einander zuordnet , in denen die zweiwerthige Function der Fliiche 
denselben Werth annimmt. 

Sind nimlich z und 2 die Werthe dieser Function in zwei ent- 
sprechenden Stellen P und P’, so ist ¢ — 2 aufgefasst als Function 
der Stelle P eine eindeutige algebraische Function, welche héchstens 
4 Mal unendlich wird. Folglich wird 2 —z auch héchstens 4 Mal 
Null, es sei denn, dass 2 — z identisch Null ist. Hieraus folgt ohne 
Weiteres die Richtigkeit unseres Satzes. 

Eine Riemann’sche Fliche, deren Geschlecht p grésser als 1 ist, 
kann nur eine endliche Anzahl von eindeutigen Transformationen in sich 
besitzen. 

Zur Abkiirzung werde ich mich der Ausdrucksweise bedienen ,,die 
Transformation S ersetze den Punkt P durch den Punkt P’“, wenn 
dem Punkte P vermége S der Punkt P’ entspricht. Ferner werde 
ich, wie tiblich, unter S—' diejenige Transformation verstehen, welche 
den Punkt P’ durch den Punkt P ersetzt. Endlich mége, wenn S 
den Punkt P durch P’ und J den Punkt P’ durch P” ersetzt, unter 
ST diejenige Transformation verstanden werden, welche den Punkt P 
durch P” ersetzt. 

Dies vorausgeschickt, wende ich mich zu dem Beweise des auf- 
gestellten Satzes und betrachte zuerst den Fall, wo die Riemann’sche 
Fliiche nicht hyperelliptisch ist. 

In diesem Falle giebt es, wie ich in der folgenden Nummer zeigen 
werde, stets eine Gruppe von r > 2p + 2 Stellen P,, P,, ... P,, 
welche sich bei jeder eindeutigen Transformation der Fliche in sich 
nur untereinander vertauschen kénnen. Hieraus schliessen wir sofort, 
dass die Flache eine endliche Anzahl, namlich héchstens r! Trans- 
formationen in sich besitzen kann. Denn zwei Transformationen 





OP, B 
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S und S’, welche dieselbe Vertauschung der Stellen P,, P,, .., P, 
hervorbringen, sind nothwendig identisch, da S’ S-! die r Stellen 
fest lisst und also, nach dem oben Bewiesenen, die identische Trans- 
formation ist. 

Wenn nun zweitens die Riemann’sche Fliche hyperelliptisch ist, 
so sei 2 die zweiwerthige Function der Fliche. Dann miissen sich die 
2p + 2 Stellen, an welchen dz von der zweiten Ordnung verschwindet, 
bei jeder eindeutigen Transformation der Fliche in sich unter einander 
vertauschen. Sind daher S und S’ zwei solche Transformationen, 
welche dieselbe Vertauschung dieser Stellen hervorbringen, so bleiben 
bei der Transformation S’S-! mehr als 4, nimlich die erwaihnten 
2p +2 Stellen fest. Folglich ist S’S—' entweder die identische 
Transformation oder diejenige, welche je zwei Stellen einander zu- 
ordnet, in denen die zweiwerthige Function denselben Werth annimmt. 
Hieraus folgt nun sofort, dass die Fliche héchstens doppelt so viele 
Transformationen in sich besitzen kann, als die 2 +- 2 Stellen unter 
einander vertauschbar sind, also héchstens 2(2p+-2)!. 


2. 


Es sei F eine Riemann’sche Flache vom Geschlecht p > 1, ferner 
seien U,, U%),..-U, zugehdrige linear unabhingige Integrale 1. Gattung. 
Bezeichnet nun u eine beliebige Function des Ortes auf der Fliche F, 
so besitzt die Determinante 





>~ *-...=> 
| du ? du? du 
| Pu, Pus ; : a? Uy 
a) A | dw’ dw? — du? 
oe == 
Pu, du, du, 
dw’? dw’? = dw? 





folgende Eigenschaften. Sie verschwindet nicht identisch, da u,, u.,...Up 
linear unabhiangig sind. Sie multiplicirt sich mit einer nicht ver- 
schwindenden Constanten, wenn «#,, U,... Up, durch irgend ein anderes 
System von p iiberall endlichen Integralen ersetzt werden. Endlich ist 


Pp (p+) 
2 
dt 
(2) Ade) > 


wenn ¢ irgend eine andere Function des Ortes auf der Fliche F' be- 
zeichnet, 


27* 
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Wir wollen nun fiir « insbesondere ein iiberall endliches Integral 
wihlen. Dann stellt die Determinante A, eine eindeutige algebraische 
Function der Fliche F' vor. Um diese niher zu untersuchen, be- 
trachten wir eine Stelle P der Fliche und bezeichnen mit ¢ eine Func- 
tion des Ortes, welche in P von der ersten Ordnung verschwindet. 

Die Gleichung (2) zeigt nun, dass A, nur an den 2p — 2 Null- 
stellen von dw unendlich wird und zwar an jeder von der Ordnung 


Ppt). Die Gesammtordnung des Unendlichwerdens betrigt also 


(p— 1) p(p+1) und ebenso gross ist also auch die Gesammtordnung 


des Verschwindens. Nun wird aber pid an keiner Stelle Null; also 
folgt: 

,», Es giebt stets eine endliche Zahl von Stellen P, an welchen 
die Determinante A, verschwindet. Sind P,, P,,...P, diese Stellen 
und m,, m,,...m, die zugehdrigen Ordnungszahlen des Verschwindens 
von A;, so ist 
(3) m, + m, +++ m, = (p—1)p(p+1). 

Es handelt sich jetzt um eine niahere Untersuchung der Zahlen 
110,» Migs « « + Mp- 

Zu dem Ende betrachten wir eine beliebige Stelle P der Fliche 
und wahlen die tiberall endlichen Integrale so, dass ihre Entwicklungen 
an der Stelle P die Gestalt haben 


U, = te +---, 
U, = 1 +.-., 


Up = tr +. os, 

wobei die Exponenten der Anfangsglieder den Bedingungen 
(4) 0< <2 <+++< O 
geniigen. Diese Wahl der Integrale ist, wie leicht zu sehen, stets 
und nur auf eine Weise méglich. Die Entwicklung von A, beginnt 
dann an der Stelle P mit dem Gliede 

eter te tgp — Pet) 

c.t 


=c. i, 
wenn wir zur Abkiirzung 


(5) m= +02 +--+ + ep — POTD 


setzen. Die Zahlen 9,, @, ---, @p besitzen eine einfache Bedeutung. 
Man betrachte nimlich die eindeutigen algebraischen Functionen der 
Fliche, welche nur an der Stelle P unendlich werden. Jede dieser 
Functionen wird an der Stelle P von einer bestimmten Ordnung 
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unendlich. Nach einem Satze des Herrn Weierstrass kommen nun 
alle méglichen Ordnungen 


1, 2, 3, 4, 


wirklich vor mit Ausnahme von p Ordnungen. Diese p fehlenden 
Ordnungen sind nun gerade die Zahlen @,, Q, ..- Qp-*) 

Fiir jede Stelle P, welche nicht mit einer der Stellen P,, P,,... P, 
raceein ist m = 0 und folglich nach (4) und (5) 


O = 1, @ =2,... =p. 
Die niedrigste Ordnung, welche dann anftritt, ist also p+ 1. Um- 
gekehrt, wenn p + 1 die niedrigste auftretende Ordnung ist, so wird 
nothwendig m= 0. 

Die Stellen P,, P,, ... P, (fiir welche m bez. die Werthe 
M,, My, ...m, besitzt) sind also vollstandig dadurch charakterisirt, 
dass fiir jede derselben eine Function existirt, welche nur in ihr und 
zwar von geringerer als der (p-+1)'" Ordnung unendlich wird. 
Hier‘aus erhellt, dass diese Stellen sich bei jeder eindeutigen Trans- 
formation der Fliche in sich nur unter einander vertauschen kénnen.**) 

Wir miissen nun die Unregelmiissigkeiten, welche die Zahlenreihe 
01) Qo)++-Q@» darbieten kann, wenn P mit einer der Stellen P,, P,,...P, 
zusammenfallt, niher untersuchen. Zuniichst bemerken wir, dass 0, 





at 
stets kleiner als 2p ist, weil —* héchstens von der Ordnung 2p — 2 


an der Stelle P verschwinden ie Es ist also 


(6) << +++ <eS2p—l. 

Bezeichnen zg, und zg zwei Functionen, welche nur bei P von den 
Ordnungen a, bez. 8 unendlich werden, so ist fe%; eine ihnliche 
Function mit der Ordnungszahl @ + 6. Wenn daher a eine auftretende 
Ordnung, @ eine fehlende bezeichnet, so muss auch 9g — @ eine fehlende 
Ordnung sein. Denn wiirde ge — @ auftreten, so wiirde auch (g—«) 
+ «=o auftreten, gegen die Annahme. 

Dies vorausgeschickt, sei « die kleinste auftretende Ordnung. Es 
treten dann auch alle durch « theilbaren Ordnungen auf, woraus folgt, 
dass a > 2 ist. 

Unter den Zahlen, welche =i (mod. a) sind, sei nun 7; die 
grésste, welche unter den fehlenden Ordnungen vorkommt. Dann sind 


*) Ich tibergehe hier den Beweis, welcher iibrigens leicht geftihrt wird durch 
Aufstellung aller jener Functionen vermige der Integrale 2. Gattung, welche bei 
P unstetig werden. Man vgl. wegen des Satzes auch die Abhandlung Nither’s: 
»Beweis und Erweiterung eines algebraisch-functionentheoretischen Satzes des 
Herrn Weierstrass", Crelle’s Journal, Bd. 97. 

**) Das Gleiche folgt auch schon aus der zweiten oben angegebenen Eigen- 
schaft der Determinante A,. 
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alle fehlenden Ordnungen @9,, @,,..-+ @p in folgender Tabelle ent- 
halten: 


Se 1+ a, 1+ 2e,.. 
2, 2+ a, 2+ 2a,...%,; 
(1) 
a—1, (a—1)+ a, (a—1)+ 2a,...7re., 


wo in der ersten Horizontalreihe alle fehlenden Ordnungen stehen, 
welche = 1 (mod. a) sind u. s. w.*) Da die Anzahl der Zahlen (7) 
gleich p ist, so hat man 


pani ees* +0487" )+ +042) 
eder 


(8) rte be bre ap — SS), 


Ferner ist die Summe der Zahlen (7) gleich 
Fri) SHSH! 4 ty, 42) Sten 4... 


> 


und daher 


a—1l1 


(9) PMTs th (ret a —k) — 5 (p+). 


Dieser Ausdruck laisst nun mit Hiilfe von (8) die merkwiirdige Um- 
formung zu: 


a—1 


(10) 0 iene! eet eer o=ie-9 
Ist jetzt « = 2, so folgt aus (8) und (10) 


op ow RIP—3) | 


D. h, ,,Ist die Flache hyperelliptisch, so hat jeder der Punkte 
P,,...P, die Multiplicitat 2 - "und es ist also r = 2p + 2.* 


Diese Punkte sind keine anderen, wie die Nullstellen zweiter Ordnung 
von dz, wo gz die zweiwerthige Function der Fliche bedeutet. 





*) Da (,+¢) + (% +) =(7;+%+4) +e eine auftretende Ordnung ist, 
so ist nothwendig r;_,, < r,-+7, +, wo die Indices (mod. a) zu reduciren sind. 
Diese Ungleichungen kommen jedoch nicht weiter in Betracht. Wegen der Auf- 
stellung der fehlenden Ordnungen vgl. man iibrigens ,,Schottky: ,,Ueber die 


conforme Abbildung mehrfach zusammenhingender ebener Fiichen‘ Crelle’s 
Journal Bd. 83, pag. 308, 318, 319. 
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Wenn aber die Fliche nicht hyperelliptisch ist, so ist a noth- 
wendig > 2 und die Gleichung (10) zeigt, dass 


(p —1) 
m < Pa; 


denn 7,,7%,,-++%—1 sind positiv und 
2p—1l—r,, 2p—1l—r,,...2p—1 — re-1, 


nach (6) nicht negativ. Es sind also die Multiplicitiiten m,, m,,...m, 


p(p —1) 
2 


simmtlich kleiner als , daher ihre Summe 


my My ++ +f my = (p—1) p(p+l) <r PPLY 


und also 
r>2p+2. 

Die Anzahl der Stellen P,, P,, ... P, tibersteigt also auf’ jeder 
nicht hyperelliptischen Fliche stets die Zahl 2p +2, womit auch die 
in Nr. 1 aufgestellte Behauptung gerechtfertigt ist. 

Die untere Grenze fiir die Zahl r lasst sich durch eine eingehendere 
Discussion der Forme! (10) noch erheblich vergréssern. Doch will ich 
hierauf nicht niiher eingehen. Eine genaue Untersuchung wiirde 
iibrigens nicht nur festzustellen haben, welche Werthe die Zahl r 
annehmen kann, sondern auch welche Zahlsysteme @,, @,,... Qp fiir 
die einzelnen Stellen méglich sind. Bemerkt sei nur noch, dass im 
Falle p=3 die untere Grenze der Zahl r gleich 12 ist, eine That- 
sache, welche sich in folgender Weise aussprechen lasst: 

,,Hine ebene Curve 4. Ordnung ohne vielfachen Punkt besitat 
mindestens 12 getrennt liegende Wendepunkte.“ 

Das Beispiel der Curve 

f= a,' + «4 + a3! = 0 
zeigt, dass die untere Grenze 12 wirklich erreicht wird. Die Hesse’sche 
Form von f ist nimlich, abgesehen von einem Zahlenfactor, gleich 
%,?x*x,? und die Curve hat also nur die 12 Schnittpunkte, welche 
auf den Linien z, — 0, x, = 0, x, =O liegen, zu Wendepunkten. 


3. 


Die in der vorigen Nummer untersuchten Punkte P,,... P, bilden 
das einfachste Beispiel einer ,,invarianten“ Punktgruppe einer Riemann’- 
schen Fliche, d. h. einer solehen Punktgruppe, deren Definition von 
einer besondern Darstellungsform der Flaiche unabhingig ist. Fiir den 
in Nr. 1 gegebenen Beweis ist jede solche Punktgruppe brauchbar, 
wenn sie nur mehr als 2p + 2 Punkte enthiit. 
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Es liegt nun die Vermuthung nahe, dass es auf jeder Flache, 
deren Geschlecht p > 1 ist, stets unendlich viele invariante Punkt- 
gruppen giebt, und dass man mit solchen Punktgruppen die ganze 
Flache tiberdecken kann. Ist die Flaiche hyperelliptisch, so ist es leicht 
die Vermuthung zu bestiitigen. In der That sei y? = f(z) die gewdhn- 
lich benutzte Darstellungsform der Fliche, welcher die Einfiihrung der 
zweiwerthigen Function z zu Grunde liegt. Dann bilden die Nullstellen 
jeder Covariante von f(z) eine invariapte Punktgruppe, und man 
erkennt ohne Schwierigkeit, dass mit derartigen Gruppen die ganze 
Fliche iiberzogen werden kann. 

Ist die Flaiche nicht hyperelliptisch, so stellen wir sie durch eine 
Curve 2p — 2** Ordnung im Raume von p — 1 Dimensionen dar, in- 
dem wir die homogenen Coordinaten g,:q,: - - +: @» proportional setzen 
den p Differentialen eines vollstindigen Systems von Integralen 
1. Gattung*) Jede covariante Fliche dieser Curve schneidet die letztere 
in einer invarianten Punktgruppe. Aber es tritt hier die Schwierig- 
keit auf, dass gewisse covariante Flichen nur existiren, wenn die 
3p — 3 Moduln nicht besonderen Gleichungen geniigen. Um so be- 
merkenswerther ist es, dass man trotzdem unendlich viele invariante 
Punktgruppen angeben kann, welche stets, also unabhingig von den 
besonderen Werthen der 3p — 3 Moduln, existiren. Ich will hierauf 
um so lieber eingehen, als die Bedeutung der oben betrachteten Punkte 
P,, P,,...P, dabei klarer hervortritt. 

Man suche auf der Curve 2p — 2" Ordnung diejenigen Punkte, 
in welchen eine Fliche k'** Ordnung hyperosculirt. Ist k = 1, 
handelt es sich also um die hyperosculirenden Ebenen, so sind die 
gesuchten Punkte keine anderen, wie die Punkte P,, P,,...P, und 
die Zahl dieser Punkte betrigt, wenn jeder mit der zugehdrigen 
Maltiplicitaét gezihlt wird, (»p—1)p(p+1). Ich behaupte nun, dass 
auch fiir jeden Werth von k > 1, die gesuchten Punkte stets in end- 
licher Anzahl vorhanden sind, wie es folgender Satz niiher ausspricht: 

Die Anzahl der Punkte auf der Curve 2p — 2" Ordnung, in 
welchen dieselbe von einer Fliche k'* Ordnuug hyperosculirt wird, be- 
trdgt stets 

(2k—1)*. p(p—1)*.“ 

Es wird vorausgesetzt, dass k > 1 sei und dass jeder Punkt mit 
der ihm zugehdérigen, weiterhin naher zu bezeichnenden Multiplicitiit 
gezihlt wird, 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem wichtigen Satze aus 


*) Vgl. Weber: ,,Ueber gewisse in der Theorie der Abel’schen Functionen 
auftretende Ausnahmefille’. Mathem. Ann. Bd.13, Néther: ,,Ueber die in- 
variante Darstellung algebraischer Functionen“, ebenda, Bd, 17. 
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der Theorie der algebraischen Functionen, welchen Herr Nother auf- 
gestellt und bewiesen hat*) 

Nach diesem Satz giebt es nimlich unter den Formen k'e* Ord- 
nung der Gréssen 9,, 9), -..@p genau x = (2k—1) (p—1) linear 
unabhingige. Indem wir mit wu ein beliebig gewiihltes Integral 1. 


Y . du dU, du 
Gattung bezeichnen und g, = — ak “Cee. =s an- 
nehmen, gehen die x linear unabhiingigen Formen — sie seien 


Wry Wop eee Ve — 
in Functionen des Ortes auf der Riemann’schen Flache tiber. Die 


Punkte, in welchen eine Fliche kt Ordnung hyperosculirt, sind nun 
die Nullstellen der Determinante: 





| VY, Wr» a by Wx 
| dw > . & 
| dw? du’ du 
A.=| , fe ah ee 
° | 
| ay, ah yy O's 
ar er ee 


Diese Determinante verschwindet nicht identisch, weil y,, ¥,... Vx 
linear unabhiingig sind. Sie stellt eine eindeutige algebraische Func- 
tion des Ortes vor, welche an den 2p — 2 Nullstellen von du und 


zwar an jeder von der Ordnung Grote 


wird A, im Ganzen 
(2p—2) (2k—1+4-%) > = (2k—1) p (p—1)*-Mal 


Null. Hiermit ist unser Satz bewiesen und es ist ersichtlich, dass die 
Multiplicitit jedes einzelnen Punktes durch die Ordnung des Ver- 
schwindens von A, angezeigt wird. 

In dem einfachsten Falle p = 3 besagt unser Satz: 

»» Auf einer ebenen Curve 4. Ordnung giebt es 12 . (2k—1)? Punkte 
in welchen eine Curve k'e' Ordnung hyperosculirt“. 

Fiir den niedrigsten Werth von k, namlich fir k = 2, erhalten 
wir 12.9 = 108 Punkte, in welchen eine Curve 2. Ordnung hyper- 
osculirt. Diese Punkte sind die 24 Wendepunkte und die 84 sextactischen 
Punkte. 

Bezeichnen k, 1, m, m vier ganze Zahlen, A,, A,, A,, A, die 
zugehérigen Determinanten, so iiberzeugt man sich leicht, dass die 
Function 


unendlich wird. Folglich 


adlg A, —idlgA, 
udlgA,—idlgda, 
*) Siehe das vorige Citat. 
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absolut invariant ist, dass also auch jede Punktgruppe, in welcher 
diese Function einen gegebenen Werth annimmt, eine invariante 
Gruppe ist. Mit solehen Gruppen lisst sich daher die Riemann’sche 
Flache vollstindig tiberdecken. Es bleibt freilich zu zeigen, dass fk, J, 
m,n stets so wihlbar sind, dass jener Quotient sich nicht auf eine 
Constante reducirt. Doch will ich diesen Nachweis hier nicht fiihren. 


ll. Absehnitt. 
4, 


Bei den weiteren Untersuchungen werde ich eine bestimmte 
canonische Zerschneidung der Riemann’schen Flichen zu Grunde legen, 
welche ich hier kurz besprechen will. Nach dem Vorgange Riemann’s 
pilegt man die Zerschneidung durch p Schnittpaare und p — 1 diese 
Paare verbindenden Schnitte aus- 
zufiihren. Indessen ist es zweck- 
miissiger die letzteren p—1 Schnitte 
volistindig zu beseitigen, da sie 
bei den meisten Untersuchungen 
eine ganz unnéthige Complication 
herbeifiihren. Die » — 1 Schnitte 
kommen in Fortfall, wenn wir 
folgende Zerschneidung wihlen 
(welche tibrigens auch durch einen 
Grenziibergang aus der Riemann’- 
schen Zerschneidung abgeleitet 
werden kann*). Wir wihlen auf 
der Flache einen Punkt O beliebig 
und legen 2p knotenlose in O be- 
ginnende und endigende Schnitte A,, B,,...A,, B,, durch welche 
die Fliche F in eine einfach zusammenhiingende F” iibergeht. Die 
Begrenzung von F” wird durch die 4p Ufer der Schnitte gebildet. 
Die Bezeichnung und Aufeinanderfolge der Schnitte sei so festgelegt, 
dass man ihnen bei einem positiven Umlaufe um O in der Folge 


A} BY A; B; --- A} BY A; Bp 


begegnet. Dies soll bedeuten, dass man zuerst den Schnitt A, vom 
negativen zum positiven Ufer, sodann ebenso den Schnitt B,, sodann 





Fig. 1. 


*) Vgl. F. Klein: ,,Neue Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie“, 
Mathem. Ann. Bd. 21, pag. 183ff. Man vergl. auch meine Arbeit: ,,Ueber Rie- 
mann’sche Flichen mit gegebenen Verzweigungspunkten‘‘, Mathem. Annalen 
Bd. 39, pag. 1 ff. 
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wieder A, vom positiven zum negativen Ufer iiberschreitet u. s, w. 
Die Fliiche bietet also nach der Zerschneidung beim Punkte O das 
durch Figur 1 (pag. 12) veranschaulichte Aussehen, Die Figur bezieht 
sich auf den Fall p = 2. 

Es seien nun weiter @,, @),... G@» irgend w Punkte der Fliche 
F’. Wir legen dann von O aus durch das Innere von F” knotenlose 
einander nicht treffende Schnitte 1,, 1,,... 1. mach den Punkten 
@,, G, +++ Q». Die hierdurch aus F” entstehende Fliche nennen wir 
F” und wir nehmen die Aufeinanderfolge der Schnitte 7 und ihre 








Lage gegen die Schnitte A, B so an, dass ein positiver Umlauf um 
O die Reihenfolge 
if if -..% At BY A; By --- A} BY AD Bp 


ergiebt. Man vergleiche Figur 2, welche den Fall w=—=2, p=2 
veranschaulicht *). 


5. 


Man denke sich jetzt auf der Fliche F eine analytische Func- 
tion Z des Ortes, welche keine natiirlichen Grenzen und nur die 
Punkte a,, a,, ... @» als Verzweigungspunkte besitzt. Der einzelne 
Zweig der Function Z ist dann auf der Fliche F” eindeutig. Ist 





*) In den Figuren habe ich, dem Vorgange C. Neumann’s (Theorie der 
Abel’schen Functionen, Leipzig 1884) folgend, die positiven Ufer durch stiirker 
gezeichnete Linien kenntlich gemacht. Die Pfeile geben den positiven Durch- 
laufungssinn fiir die Begrenzung der zerschnittenen Fliche an, 
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insbesondere Z eine algebraische Function des Ortes, welche an der 
einzelnen Stelle der Fliche F m Werthe besitzt, so erscheint der 
ganze Werthevorrath der Function Z auf der Fliche F” in n ein- 
deutige Zweige zerlegt. 

Wir nehmen dementsprechend m in einander liegende Exemplare 
der Fliche F'”, auf welche wir die » Zweige der Function Z aus- 
breiten und verbinden nun die » Exemplare liings der Schnitte 7, A, B 
zu einer einzigen geschlossenen Fliche F, auf welcher die Function Z 
eindeutig ausgebreitet ist. Welches ist das Geschlecht P der so ent- 
stehenden Fliche F? Wir wollen die x Exemplare F’” als die ,, Blatter‘ 
von F bezeichnen. Hiingen dann an der Stelle a; die Blatter in ¢; 
Cyklen von je v,, v,.,... Blattern zusammen, so heisse 


(4 —1)+(%—1)+---—n—a, 
wie tiblich, die Multiplicitét von a; als Verzweigungspunkt, und 


W = (n—c,) + (W— 0) ++ +++ (0 — Cn) 

die Gesammtzahl der Verzweigungen. Die aufgeworfene Frage wird 
dann durch nachstehende Gleichung beantwortet: 

(1) 2P—2=—= W-+ n(2p — 2). 

Ist p= 0, so geht diese Gleichung in die bekannte Formel iiber, 
welche das Geschlecht einer »-blittrig iiber der complexen Zahlenebene 
ausgebreiteten Flaiche berechnen lehrt. Ist p > 0, so kann man die 
Gleichung folgendermassen beweisen. Es sei w ein iiberallendliches 
Integral der Fliiche F, so ist w ein ebensolches Integral fiir die Fliche F. 
Es muss daher du auf der Fliche F genau 2P — 2 Mal von der 
zweiten Ordnung verschwinden. Diese Nullstellen von dw lassen sich 
aber sofort angeben. Es sind erstens die Verzweigungsstellen und 
zwar zahlt die Verzweigungsstelle a; fir n — c¢; Nullstellen, so dass 
wir, diesen Stellen entsprechend, im Ganzen W Nullstellen erhalten. 
Sodann verschwindet zweitens dw auf der Fliche F an 2p — 2 Stellen 
von der zweiten Ordnung und diese Stellen ergeben auf F im Ganzen 
n(2p —2) Naullstellen, da jede Stelle von F’ sich in » Exemplaren 
auf der Flaiche F wiederfindet. Es ist also 2P—2—W-+n(2p—2), 
w. z. b. w.*) 

Ich will hier beiliufig aus der Gleichung (1) eine Folgerung ziehen. 
Es seien zwei Riemann’sche Flichen F’, und F, vom Geschlecht p, 
bez. p, algebraisch so auf einander bezogen, dass jeder Stelle von F, 
m, Stellen von F’, und umgekehrt jeder Stelle von F', m, Stellen von 
F’, correspondiren. Diese Beziehung kénnen wir dadurch zu einer 





*) Ein anderer auf Betrachtungen. der Analysis situs beruhender Beweis 
findet sich in meiner Arbeit ,,Ueber Riemann’sche Fliichen mit gegebenen Ver- 
zweigungspunkten,‘‘ 
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eindeutigen machen, dass wir die Fliche F, ,-fach, die Fliche F, 
m.-fach tiberdecken. Da die so entstehenden iiber F’, und F, aus- 
gebreiteten Flichen gleiches Geschlecht P haben miissen, so ist 
nach (1) 

(2) W, + n,(2p, — 2) = W, + n, (2p, — 2). 

Hier bedeutet W, die Anzahl der Stellen P auf F,, welchen zu- 
sammenfallende Stellen auf F, entsprechen, und zwar so, dass einem 
Umlauf um P eine Vertauschung der entsprechenden Stellen auf P, 
entspricht. -Eine analoge Bedeutung besitzt W,. Man erkennt in (2) 
die von Herrn Zeuthen gegebene Relation zwischen den Geschlechts- 


. wahlen zweier mehrdeutig auf einander bezogener algebraischen Ge- 


bilde.*) Unsere Ableitung der Relation zeigt zugleich unzweideutig, 
mit welchen Multiplicititen diejenigen Punkte des einzelnen Gebildes 
zu zihlen sind, denen auf dem anderen Gebilde zusammenfallende 
Punkte entsprechen. 


, 6. 


Ich wende mich jetzt zu unserem eigentlichen Gegenstande zuriick. 
Es sei F' eine Riemann’sche Fliche von beliebigem Geschlecht. (Die 
Palle p = 0 und py =1 werden also nicht ausgeschlossen.) Wir nehmen 
an, dass diese Fliche eine Gruppe von r eindeutigen Transformationen 
in sich besitze, die wir mit 
(1) 7 Se | 
bezeichnen. Die aus S; und S, zusammengesetzte Transformation 
S; 8, wollen wir auch mit S,;, bezeichnen, so dass 7k wieder eine der 
Zahlen 1, 2,... 47 bedeutet. 8S, sei die identische Transformation, 
also S,;—S;;—8S;. Die Stellen der Flaiche ordnen sich nun in 
Gruppen zu je r an, wie 
(2) | oe 
welche dadurch erhalten werden, dass man eine willkiirlich gewihlte 
Stelle P, mit denjenigen Stellen zusammenfasst, welche aus ihr durch 
die Transformationen (1) hervorgehen. Die Gruppe (2) wird aus r 
getrennt liegenden Punkten bestehen, wenn P, bei keiner der Trans- 
formationen (1), ausser der [dentitiit, festbleibt. Wenn jedoch P, bei 
k Transformationen (1) fest bleibt, so bilden diese fiir sich eine Gruppe 
und man erkennt hieraus leicht, dass in diesem Falle aus P, nur 
+ verschiedene Punkte hervorgehen, welche je & Punkte in sich 
vereinigen. 

Wir betrachten nun die Classe der eindeutiger algebraischen Func- 
tionen der Fliche F. Ist z eine dieser Functionen und bedeuten 


*) Mathem, Ann, Bd. 3, p. 150. 
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2,, 2, ... # die Werthe von z an den Stellen P,, P,, ... P,, 80 
kénnen wir die Summe 


Z=24+%+ --+% 
als eine Function der Stelle P, ansehen. Als solche hat sie die Kigen- 


schaften, erstens eine eindeutige algebraische Function auf F' zu sein 
(also der betrachteten Classe anzugehéren) und zweitens der Bedingung 


Z=2Z,—---=Z, 


zu gentigen, wo Z,, Z,,... Z, die Werthe von Z in den Punkten 
irgend einer Gruppe bezeichnen. Da man noch iiber die Unendlichkeits- 
punkte von ¢ verfiigen kann, so leuchtet ein, dass es unendlich viele 
Functionen Z von diesen beiden Eigenschaften giebt. Die Gesammtheit 
der Functionen Z bildet wieder eine Classe von algebraischen Func- 
tionen, da Summe, Differenz , Product und Quotient zweier Functionen 
Z wieder eine ebensolche Function darstellt. Die Riemann’sche Flache, 
auf welcher die Functionen Z die Gesammtheit der eindeutigen alge- 
braischen Functionen des Ortes bilden, heisse ®.*) 

Die Fliche ® ist nun derartig auf die Fliiche F bezogen, dass 
jeder Stelle von F eine einzige Stelle von ®, dagegen umgekehrt jeder 
Stelle von ® + Stellen von F, namlich die r Stellen einer Gruppe (2) 
entsprechen. Diejenigen Stellen der Fliche ©, welchen Gruppen von 


weniger als r (also Gruppen von +) Stellen auf der Fliche F' ent- 
sprechen, wollen wir mit 
(3) @;, Gy) -.- By 


bezeichnen. Wenn wir nun eine Stelle P, welche nicht zu den Stellen 
(3) gehért, sich auf der Fliiche © in Bewegung setzen und einen die 
Stellen (3) vermeidenden geschlossenen Weg durchlaufen lassen, so 
werden die entsprechenden Stellen P,, P,, ... P, auf der Fliche F 
sich zugleich bewegen und es kénnen sich schliesslich, wenn P die 
alte Lage wieder erreicht hat, P,, P,,...P, nur untereinander ver- 
tauscht haben. Wenn hierbei P, in P; tibergeht, so geht P, noth- 
wendig in P;, tiber, Denn um den Weg von P; zu verfolgen, brauchen 
wir nur auf jeden Punkt des Weges von P, die Transformation S, an- 
zuwenden; durch diese Transformation geht aber P; in P;, ttber. Es 
erfahren also die Stellen P,, P,,... P+, wenn P einen geschlossenen 
Weg durchliuft, eine Vertauschung der Gestalt 


(4) is, Zee mi 
Pu, Pia, ... B; ; 
*) Ist Z, eine bestimmte der Functionen Z, so kann man fiir ® z. B. die- 


jenige tiber der Z,-Ebene ausgebreitete Fliiche nehmen, welche die Verzweigung 
der Functionen Z in Bezug auf Z, darstellt. 
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Dies vorausgeschickt, mége jetzt © in der oben geschilderten Weise 
in die Fliche ©” zerschnitten werden. Ist x das Geschlecht von 9%, 
so geschieht die Zerschneidung durch w + 22 Schnitte, welche wir 
(wie oben) mit 
(5) Bae bas « ~ » Rep Migy By s+ ~ My MM 


bezeichnen, Wir fixiren im Innern von ©” einen Punkt P’, dem auf 
der Fliche F die Punkte P,’, P,’,...P,’ entsprechen mégen; ferner 
nehmen wir yr iibereinander liegende Exemplare (Blatter) ®” an, be- 
zeichnen dieselben in irgend einer Reihenfolge mit denselben Buch- 
staben, wie die Transformationen (1), also mit 


ee aes 3 


und ordnen dem Punkte P’ des Blattes S, den Punkt P, auf der 
Fliche F' zu, Bewegt sich P’ auf dem Blatte S, nach P, so wird 
sich der Punkt P, auf F nach P, bewegen und zwar wird die End- 
lage P, dieselbe sein, auf welchem Wege auch P’ nach P gefiihrt 
wird.’ Fiir jede Stelle P erscheinen also die entsprechenden Punkte 
P,, P,,... P, in bestimmter Weise den r Bliittern S,, S,,... S, 
zugeordnet. Wenn wir jetzt die Blitter S,, S,,... 8, lings der 
Schnitte (5) in geeigneter Weise verbinden, so erhalten wir eine itiber 
® r-blittrig ausgebreitete Fliiche, welche eindeutig umkehrbar auf F 
bezogen ist und also mit F in dem Sinne identisch ist, als sie gerade 
so gut wie F als Triiger der durch F dargestellten Classe von alge- 
braischen Functionen angesehen werden kann. Was nun die Ver- 
bindung der Blitter angeht, so beachte man, dass bei einem von P 
beschriebenen geschlossenen Wege P,, P,,...P, eine Vertauschung 
der Gestalt (4) erfahren. Es miissen also z. B. lings 1, die Blatter 
so verbunden werden, dass man beim Uebertritt von dem negativen 
zum positiven Ufer von 1, aus den Bliittern 


Si; S., eee S, 
6. Sh... Oe 


bez. in die Blatter 


gelangt. 
Jedem der Schnitte (5) ist also eine bestimmte Transformation 8; 
zugeordnet. Ist der Reihe nach fiir den Schnitt 
eee ae ee 
S,— T,,T7,,... >) U;,; ay Un, Vas 
wo also die 7’, U, V bestimmte der Transformationen (1) bezeichnen, 
so kénnen wir die r-blattrig tiber © ausgebreitete Fliiche F’ schematisch 
durch 
r ts Reg «se Gy Mig ay os + ie ~ 
"Wiley Begs ooe Ree Mey Fay - +s Dy Va 


(6) 
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charakterisiren. Die Transformationen 7', U, V geniigen den folgenden FS 
Bedingungen : < 

Erstens ist 
(7) 7,T,...TeU,V,00* Vi... Un Van Vz" = 8S, = 1, 

Zweitens lasst sich die ganze Gruppe S,, S,, ... S, durch Com- 
bination der 7, U, V erzeugen. Die erste Bedingung (7) sagt nichts 
Anderes aus, als dass der Punkt O, von welchem die Schnitte 1, A, B 
auslaufen, kein Verzweigungspunkt ist. Die zweite Bedingung besagt, 
dass die r-blittrige Fliche F' in sich zusammenhingt. Diese Be- 
trachtung lehrt nun, dass man die allgemeinste Riemann’sche Fiche, 
welche eine Gruppe eindeutiger Transformationen in sich besitzt, auf 
folgendem Wege erhiilt: . 

Man bezeichne mit 

S,, &,...& 
irgend r Operationen, welche eine Gruppe bilden. Ferner seien 
Mas San 0 0+ Baw. Wen Vanes See a 
irgend w -+- 22 dieser Operationen, durch welche sich die ganze Gruppe 
erzeugen lisst und welche der Bedingung 
i a A ee es a ed 
geniigen. Man nehme eine beliebige Riemann’sche Fliiche ® vom Ge- 
_ Schlecht x, markire auf dieser irgend w Punkte a,, a,, ... do und 
zerschneide dieselbe in der oben (Nr. 4) geschilderten Weise durch Schnitte 
L,,l,,--+le, Ay, B,,... Ax, Ba im eine einfach zusammenhingende 
Fliiche ©”. Endlich decke man r Exemplare der Fliiche ©”, welche 
man in irgend einer Reihenfolge mit 
me, &,+..& 

(also genau wie die gegebenen Operationen) bezeichnet, tibereinander und 
verbinde dieselben liings der Schnitte 1, A, B zu einer einzigen ge- 
schlossenen Fliiche, wie es das Schema 


F (> a. ae SS ee 
—_ = an ee ee 
andeutet. Die auf diese Weise entstehenden Fliichen wmfassen alle { 
Riemann’sche Fliichen, welche eine Gruppe von eindeutigen Transfor- 
mationen in sich besitzen. 
Hierbei ist zu bemerken, dass das fiir F' gegebene Schema folgende 
Bedeutung hat: An dem Schnitte 7, sollen die r Blatter ©” so ver- 
bunden werden, dass man beim Uebertritt von der negativen auf die 
positive Seite des Schnittes aus den Blittern ) 


S,, S., eee S, 
L.B., TB, ... Fh 


GP OL - Orme. 


bez. in die Blatter 
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gelangt, Entsprechendes ist fiir die Schnitte 1,, ...1., A,, B,,... Aa Ba 
zu bemerken. Wenn nun feststeht, dass durch die obige Construction 
alle Flachen mit einer Gruppe von r eindeutigen Transformationen in 
sich erhalten werden, so erhebt sich jetzt umgekehrt die Frage, ob 
auch jede durch die Construction hergestellte Fliche eine Gruppe von 
y Transformationen in sich besitzt. Dass diese Frage zu bejahen ist, 
ergiebt sich aus folgender Betrachtung. Man fixire auf der r-blittrigen 
nach obiger Vorschrift hergestellten Fliche J’ irgend r iibereinander- 
liegende Punkte und bezeichne sie wie die Blatter, in welchen sie 
liegen. Ordnet man nun den Punkten 


i £2 Ae 
8,8, Sy, ... SB 


zu, wo S; irgend eine der x Operationen bedeutet, so ist hierdurch 
eine eindeutige Transformation von /' in sich bestimmt. Denn bei 
Fortsetzung dieser Zuordnung kénnte eine Mehrdeutigkeit nur durch 
Ueberschreitung eines Schnittes entstehen. Eine solche Mehrdeutigkeit 
entsteht aber thatsiichlich nicht, weil bei der Ueberschreitung von 1, 
z. B, die urspriingliche Zuordnung in 


T,S,, T,8y, sles T,S,, 
TS, Bi, T, Bak, -.. TyBrbh 


iibergeht, welche ersichtlich mit der urspriinglichen identisch ist. Den 
y Operationen S; entsprechend, besitzt also die Fliche + eindeutige 
Transformationen in sich. Da die Gruppe der r Operationen S,,8,,...S, 
ebenso wie die Flache © ganz willkiirlich angenommen werden kann 
und die Operationen Z, U, V dann noch in mannigfaltiger Weise 
gewahlt werden kénnen, so ergiebt sich beiliufig der Satz: 


bez. die Punkte 


Ist eine endliche Gruppe gegeben, so kann man auf mannigfaltige 
Weise eine Riemann’sche Fliche herstellen, welche eine zu der gegebenen 
Gruppe holoedrisch isomorphe Gruppe von eindeutigen Transformationen 
in sich besitzt.*) 

Unsere Betrachtungen zeigen zugleich, wie man die allgemeinste 
derartige Flache findet. 


7. 


Wir betrachten jetzt einc Riemann’sche Fliche F, welche nach 
den Angaben der vorigen Nummer r-blittrig tiber einer Fliche 


*) Die an die Untersuchungen von F. Klein (Math. Ann. Bde. 9—17) an- 
kniipfenden Arbeiten von W. Dyck (Math. Ann, Bde. 17 und 20) iiber reguliire 
Riemann’sche Fliichen bieten mannigfaltige Beriihrungspunkte mit den obigen 
Betrachtungen. Was den zuletzt angefiihrten Satz angeht, so vergleiche man den 
Satz von Dyck, Math, Ann. Bd. 20, p. 30. 
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vom Geschlecht z ausgebreitet ist. Wir wissen, dass F die allgemeinste 
Flaiche mit einer Gruppe von r eindeutigen Transformationen in sich 
darstellt. Es sei unsere nichste Aufgabe, das Geschlecht von F zu 
berechnen. Bei einer Umkreisung des Punktes a, geht nun allgemein 
das Blatt S; in das Blatt 7,8; tiber. Ist daher k, die Ordnung der 
Transformation 7',, so hingen die Blatter bei a, in Cyklen von je 
k, Blattern zusammen, wie 


(8, L,8i, 7,7 8;, 224 T;' 8). 
Der Punkt a, hat also als Verzweigungspunkt die Multiplicitit 
r 1 
—- =r(1 ak 
und ebenso haben a,, a3, ..- @» bez. die Multiplicititen 


r(i— —E): r(i— E) Ale z) 
wenn k,, k,, ... k, die Ordnungen von T,, T,,...7., bedeuten. 


Nach Nr. 5 ist daher das Geschlecht p der Fliche F aus der 
Gleichung 


2p—2 , 1 1 

Q) A ata — 2 + (1-2) +(01- 9) +--+ 0-4) 
zu berechnen, Wir wollen jetzt annehmen, dass die Fliche F' von 
einem Geschlecht p > 1 sei, und unter dieser Annahme die Gleichung 
(1) naher betrachten. Wir unterscheiden dabei drei Fille, je nachdem 
x>2,a2=—1, ~=0 ist. 

Im ersten Falle x >2 lehrt die Gleichung (1), dass 2 >> 2, 
also 


(2) r<p—1 


ist. Im zweiten Falle « = 1 kann w nicht = 0 sein, weil sonst nach 
Gleichung (1) auch p = 1 sein wiirde. Es ist daher 


2p —2 1 1 

ae ere 
weil k, mindestens gleich 2 ist. Es kommt also jetzt 
(3) rS4(p— 1). 


Im dritten Falle 2 = 0 haben wir nach (1) 
Peay aa Eee Ete 29 
1 


en a ee at's «eae eqpane @ 


ky ie bk? 


w 


es muss daher w mindestens gleich 3 sein. Wir unterscheiden nun 
drei Unterfille. Ist erstens w > 5, so erhalten wir aus (1’) 
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2p—2 w ‘ 
otz faztaed, 
also 
(4) r<4(p — 1). 
Ist zweitens w= 4, also 
Lt a ee Te 1 
r ~ ky ky oh? 


so haben wir, indem wir k,<k,<k,<k, annehmen, folgende 


tabellarisch angeordnete Mdglichkeiten: 











a | a | k, | ky ! | 
>2/>2|/>2/>2| >2 rs 3(p — 1) 
(5) —2/>2/>2/>2/ 1 rs 4p = 
’ =2|—3 \> a] > 2 >> | <= 1) 
=2|=2|/—2/52] 52 [+<i@—n 


so haben wir, indem wir k, <k, <k, annehmen, folgende wiederum 








tabellarisch aufgefiihrte Méglichkeiten: 




















ky | ke | ks 22 | 

>3|>3) > 3| > ; |, < ied 1) 

=3/>3/>38| 22 | r<12(p — 1) 
(6) —s| 8 |>3| >4+ | r<ea(p—1) 

=2|>4/>4| 4 | +<20~p—1) 

=a/=a[>4 2b [rcwe— 

=2/—3/>3 >a | r<84(p — 1). 





Kin Blick auf die Ungleichungen (2), (3), (4), (5), (6) zeigt, 
dass r die Zahl 84(py—41) nicht tibersteigen kann. 
Worten, es besteht der Satz: 
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»Die Anzahl der eindeutigen Transformationen in sich, welche eine 
Riemann’sche Fliche vom Geschlecht p> 1 besitzen kann, betréigt im 
Maximum 84(p — 1).“ 

Zugleich lehrt unsere Discussion, dass das Maximum von 84(p—1) 
Transformationen nur fiir soleche Flaichen eintreten kann, welche iiber 
einer Flache vom Geschlecht Null oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
iiber der complexen Zablenebene so ausgebreitet sind, dass die Blatter 
an einer Stelle zu je 2, an einer anderen Stelle zu je 3 und an einer 
dritten Stelle zu je 7 im Cyklus zusammenhingen. (Der letzte Fall 
der Tabelle (6)). Diese Flichen hiingen ersichtlich auf’s Engste mit 
der Theorie derjenigen Schwarz’schen s-Function zusammen, welche 


die Halbebene auf ein Kreisbogendreieck mit den Winkeln > = > > > 
abbildet, *) 

Fiir welche Werthe von p das Maximum 84(p — 1) wirklich er- 
reicht wird, habe ich nicht untersucht. Bemerkt sei nur noch, dass 
fiir p = 3 eine Fliche mit 84(p — 1) = 168 Transformationen in sich 
existirt; es ist die Flache, welche zur Galois’schen Resolvente der 
Modulargleichung 7' Ordnung gehdrt, die zuerst von Herrn Klein 


betrachtet und ausfiihrlich untersucht worden ist. **) 


8. 


Zur Erliuterung der in Nr. 6 gegebenen allgemeinen Construction 
der Fliichen mit eindeutigen Transformationen in sich mégen hier noch 
einige Beispiele folgen. Es sei zuerst 
(1) wr 3 
das System der geraden Vertauschungen von fiinf Dingen 2,, x,, x5, x,, 25. 
Greifen wir aus dem System (1) die folgenden Vertauschungen heraus 

D', = (€,%_) (3%), T, = (@,4,2,), Ts, = (4,2, 4,2, %,), 
so lisst sich aus diesen die ganze Gruppe (1) erzeugen, und es ist 
f,T,T, = 1. 


Nehmen wir nun eine Riemann’sche Fliche vom Geschlecht Null, 
also am einfachsten die complexe Zahlenebene, in dieser drei beliebige 
Punkte a,, @,, a,, die wir mit einem vierten Punkt O durch die 
Schnitte 1,, 1,, 1, verbinden! Von der zerschnittenen Ebene decken 
wir 60 Exemplare, welche wir in irgend einer Reihenfolge mit 
*) Vgl. Klein-Fricke: ,,Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen 
Modulfunctionen* (Leipzig, 1890) die Figur pag. 109. 


**) Mathematische Annalen Bd. 14, pag. 428. Siehe auch Capitel 6 des im 
vorigen Citat genannten Werkes, 


TET 
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S,, S,,.-..Syo bezeichnen, iibereinander und verbinden dieselben zu 


der Flache 
i ik. 2 
F ‘nat ( 1? 2? 3 ; 
T, ? T, ? T; ) 


Die Verbindung geschieht nach der Massgabe, dass man beim 
Uebertritt vom negativen zum positiven Ufer der Linie J; aus den 
Blattern 
BR, Gy «+s Oe 


T;8,, T;8,, ons T Soo 
gelangen soll. Die so entstehende Fliche F’ besitzt eine Gruppe von 
60 eindeutigen Transformationen in sich, welche zu der Gruppe (1) 
der geraden Vertauschungen holoedrisch-isomorph ist. Das Geschlecht 
p von F ergiebt sich aus Gleichung (1) in Nr. 7, indem man 

r=60, t=0, ki =2, k,=3, kg =—5 
setzt. Man erhiilt 
ee on ES ee a ae 
60 f+ et T+ T= 30’ 


also p= 0, ein Resultat, an welches sich die von Herrn Klein ge- 
gebene Theorie der Gleichungen fiinften Grades anschliessen liasst. *) 
Als ein anderes Beispiel nehmen wir das System 


bez. in die Blitter 


(2) Si, S,, eee Sri 
aller Vertauschungen von » Dingen 2,, %,...2%,. Wir wiahlen 
aus (2) 


T, == (4%), Te —= (GpHn—1-.+ Xo), Ty, =m (%,%_.. + Hn), 
welche die Bedingung 7’, 7’, 7,==1 erfiillen und ein System erzeugender 
Substitutionen bilden. Indem wir in der complexen Zahlenebene von 
einem Punkte O aus die Schnitte 7,, 1,, 1, nach irgend drei Punkten 
G14) @, @; legen, »! Exemplare der zerschnittenen Ebene tibereinander- 
decken und endlich diese Exemplare zur Fliche 


4&4 
os ( 5S a) 
vereinigen, erhalten wir eine Fliiche mit m! eindeutigen Transforma- 
tionen in sich, Die letzteren bilden eine zur Gruppe der Vertauschungen 
von » Dingen isomorphe Gruppe. Fiir das Geschlecht p der Fliche 
F finden wir nach Nr. 7 (da ~=0, kj = 2, bk, =n—1, kg =n 
ist) den Werth 


*) F. Klein: ,,Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Aufléisung der 
Gleichungen vom fiinften Grade.* Leipzig 1884. 
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(3) p=1+ + (n—2)! (n?—5n + 2) 


also fir n=—3, 4, 5,6... der Reihe nach p=O, 0, 4, 49,.... 
Die Fliche F gestattet eine sehr einfache analytische Darstellung. 
Man betrachte die Gleichung 
n 


(4) s* — roy s*—! = ¢. 


Die Verzweigung von s in Bezug auf ¢ wird durch eine » - blattrig 
tiber der z-Ebene ausgebreitete Fliche dargestellt. Die Blatter der 
Flache hiaingen bei = oo im Cyklus zusammen, bei 2 = 0 hingen 
n — 1 Blatter im Cyklus zusammen, eines verliuft isolirt, endlich bei 

—1 

n—1 
(fiir a= — —7 a, = 0, ay = 00) unsere Filiiche F' die Ver- 
zweigung der Galois’schen Resolvente von (4) dar, d. h. die Ver- 
zweigung der simultan betrachteten Wurzeln s,, s.,...S, von (4) in 
Bezug auf z Nun ist aber die einzelne Stelle P der Fliche F, wie 
man sich sofort iiberzeugt, schon durch die Verhiltnisse der Gréssen 
S;, S., --+ S_ festgelegt. Lassen wir daher P die Fliche F durch- 
laufen, so wird der Punkt 


Z~= 





findet eine einfache Verzweigung statt. Offenbar stellt daher 


_ 1 

i lilies sce Tia etal mg 

eine eindeutig umkehrbar auf die Fliche F’ bezogene Curve beschreiben, 

wenn Wir ¥,, Y¥,-+- Ya als homogene Coordinaten in einem Raume 

von » — 1 Dimensionen deuten. Aus der Gestalt der Gleichung (4) 

folgt aber, dass diese Curve durch die folgenden m — 2 Gleichungen 
definirt werden kann: 


% ++ testy =), 
(5) y,? + y,? +--+ y,’ =O, 


9°? + HP + ++ + yt 0. 

Diese Gleichungen stellen also eine irreducible Curve dar, deren 
Geschlecht p durch die Gleichung (3) angegeben wird, und welche 
eine Gruppe von »! eindeutigen Transformationen in sich besitzt, die 
zur Gruppe der Vertauschungen von » Dingen holoedrisch isomorph 
ist. Das letztere wird durch die Form der Gleichungen (5) bestitigt: 
die eindeutigen Transformationen der Curve sind keine anderen, wie 
die durch die Vertauschungen der y,, y,,-.. yx definirten Collineationen 
des Raumes, in welchem unsere Curve liegt. 

Das Beispiel der Curve (5) habe ich schon in dem letzten Para- 
graphen meiner Note iiber diejenigen algebraischen Gebilde, weiche 
eindeutige Transformationen in sich zulassen, erwihnt. Ebenda habe 
ich als ,,Geschlecht*‘ einer Gruppe das niedrigste Geschlecht bezeichnet, 


ee 






ae 


ae 








Pak eee ees 


a 
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Algebraische Gebilde mit eindeutigen Transformationen in sich, 427 


bei welchem algebraische Gebilde mit einem zu der Gruppe holoedrisch 
isomorphen System von eindeutigen Transformationen existiren. Ich 
bemerke, dass die Betrachtungen der vorigen Nummern in jedem Falle 
das Geschlecht einer gegebenen Gruppe zu bestimmen gestatten. In 
der That, seien 


(6) ie: ..:& 


die Operationen der gegebenen Gruppe, 7,, T,, ... Tw: ein Theil 
derselben , welche zur Erzeugung der ganzen Gruppe ausreichen , endlich 
T. die Operation, welche der Gleichung 

TT, ... Tent, = 1 


geniigt. Auf Grund der Operationen 7,, T,, ... 7, kann man nun 
iiber der complexen Zahlenebene eine r-blattrige Riemann’sche Fliche 
construiren, welche eine zu (6) holoedrisch isomorphe Gruppe von ein- 
deutigen Transformationen in sich besitzt. Sei P das Geschlecht dieser 
Fliche. Um nun das Geschlecht der Gruppe (6) wirklich zu bestimmen, 
hat man alle Lésungen der diophantischen Gleichung 


@ P= a(1—_)+0—|)+---+@x—2), 


welche den Bedingungen p< P, ki >2, k, >2,...,"%>0 ge- 
niigen, aufzusuchen. Die Anzahl dieser Lésungen ist offenbar eine 
endliche, Jede einzelne Lésung ist weiter daraufhin zu untersuchen, 
ob ihr eine Fliche F' entspricht, welche auf Grund der Operationen 
(6) nach den Vorschriften der Nr. 6 construirt ist. Wenn dies fiir 
keine Lésung der Fall ist, so ist P das Geschlecht der Gruppe. Im 
andern Falle giebt diejenige der Flachen F, welche das kleinste Ge- 
schlecht besitzt, zugleich das Geschlecht der Gruppe. Discutirt man 
in dieser Weise z. B. die Gruppe aller Vertauschungen bei fiinf Dingen, 
so ergiebt sich fiir das Geschlecht dieser Gruppe der Werth p = 4. 


Ill. Abschnitt. 


9. 


Besitzt eine Riemann’sche Fliche F’, deren Geschlecht p > 0 ist, 
eine eindeutige Transformation S in sich, so entspricht derselben immer 
eine lineare Transformation der p iiberall endlichen Integrale u,, u.,...Up. 
Entspricht nimlich vermége S der Stelle P die Stelle P’ und bedeuten 
Uy", Ue, +++ Up die Werthe der tiberall endlichen Integrale an der 
Stelle P’, so kéunen wir diese Werthe auch als Functionen der Stelle 
P ansehen. Als solche sind sie iiberall endliche Functionen, welche 
sich bei einem geschlossenen Weg, den P durchliuft, um additive 
Constanten vermehren. Es stellen also u,’, v,',...%p als Functionen 
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der Stelle P iiberall endliche Integrale vor. Es bestehen daher 
Gleichungen der Gestalt 


(1) wef == a1, + aigt, +--+ + apt +a, (i= 1,2,... p), 
WO U,, MM, +--+. Up die Werthe der Integrale an der Stelle P und die 


Coefficienten « von der Stelle P unabhingige Gréssen bedeuten. Es 
ist bequem, die Gleichungen (1) in differentieller Form zu schreiben: 


(2) duj = a, du, + aegdu,+---+aypdu, (= 1,2,... p) 
und wir sagen dieser Schreibweise entsprechend: 


»deder Transformation S der Fliche F in sich entspricht eine 
homogene lineare Transformation (2) der p Differentiale erster Gattung.“ 

Eine Gruppe von r eindeutigen Transformationen der Fliche F 
in sich entspricht daher eine Gruppe von homogenen linearen Trans- 
formationen der p Differentiale erster Gattung. Und zwar sind beide 
Gruppen, sobald p> 1 ist, holoedrisch isomorph, Um dies zu beweisen, 
gentigt es zu zeigen, dass die Transformation 
(3) duj =du; (¢=—1,2,... p) 
nur der identischen Transformation von F entsprechen kann, Ist nun 
S eine Transformation von F in sich, welcher die Transformation (3) 
der Differentiale 1. Gattung entspricht, so wird jedes Differential 
1. Gattung, welches in P von der zweiten Ordnung verschwindet, 
zufolge (3) auch in P’ von der zweiten Ordnung Null. Daher muss 
entweder P stets mit P’ zusammenfallen, also S die identische Trans- 
formation sein, oder es muss die Fliche hyperelliptisch sein und S in 
der Zuordnung je zweier Punkte P, P’ bestehen, in welchen die zwei- 
werthige Function der Fliiche denselben Werth annimmt. Der letztere 
Fall ist aber ausgeschlossen, da bei dieser Zuordnung du; = — du; 
ist, waihrend doch du; — du; sein soll. 

Bei der Untersuchung einer Gruppe linearer Transformationen ist 
es eine erste fundamentale Aufgabe, die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung der einzelnen Transformation zu bestimmen. Wir wollen 
diese Aufgabe in dem hier vorliegenden Falle zu lésen versuchen. Es 
handelt sich also um folgende Frage: 

»Gegeben ist eine (von der Identitiit verschiedene) eindeutige 
Transformation S der Riemann’schen Fliche F (p > 1) in sich. 
Welches sind die Wurzeln der charakteristischen Gleichung fiir die 
entsprechende homogene lineare Transformation (2) der Differentiale 
1. Gattung?“ Diese Frage soll nun zuniichst in eine andere fiir die 
Beantwortung bequemere Form gebracht werden. Bekanntlich liisst 
sich eine lineare homogene Transformation von endlicher Ordnung 
oder Periode n, indem man die urspriinglichen Variabeln durch geeignete 
lineare Verbindungen derselben ersetzt, immer auf eine solche Form 
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bringen, dass die Transformation in der Multiplication der Variabeln 
mit »' Kinheitswurzeln besteht. Diese Einheitswurzeln sind dann 
die Wurzeln der charakteristischen Gleichung der Transformation. 
Wenn also S die Periode » besitzt, so kénnen wir die p Integrale 
Uy, Uy, ++. Up 80 Wahlen, dass (2) die Gestalt 


(4) du; = ¢, du; (t= 1, 2, . <= 


annimmt, wo é, &,... & m* Einheitswurzeln bedeuten. Unsere 
Frage lisst sich hiernach auch so formuliren : 


Gegeben ist eine eindeutige Transformation S der Riemann’schen 
Fliche F(p > 1) im sich, welche jedem Punkte P der Fliiche F' einen 
bestimmten anderen Punkt P’ zuordnet und die Periode n besitet. Ge- 
geben ist ferner eine n° Einheitswurzel «. Wie viele linear unabhiingige 
Integrale 1. Gattung u giebt es dann auf der Fléche F, welche der 
Bedingung 

du’ =edu 
geniiggn, wo u, u’ die Werthe des Integrales in den Punkten P, P’ 
bedeuten ? 

Die Zahl dieser linear unabhiingigen Integrale giebt offenbar an, 
wie oft die Kinheitswurzel ¢ als Wurzel der charakteristischen Gleichung 
der Transformation (2) auftritt. 


10. 
Wir betrachten die aus S entspringende Gruppe 
(1) S°=—S,, S'=—S,, S*=—S,,... S*=—S, 


von eindeutigen Transformationen der Fliche F in sich. Vermége 
der Transformationen (1) ordnen sich die Punkte von F' in Gruppen 
zu je ” 

(2) BP Peg se & 


an derart, dass vermége S jeder Punkt einer solchen Gruppe dem 
vorhergehenden, der erste Punkt dem letzten entspricht. Es finden 
nun hier ohne Weiteres die Betrachtungen der Nr. 6 Platz. Sei die 
nach den Angaben jener Nummer hergestellte Fliiche, welche 1 — n- 
deutig auf F bezogen ist und zwar so, dass jedem Punkte von ® die 
n Punkte einer bestimmten Gruppe (2) auf F' entspricht. Seien ferner 
M4, Gg, +++ G» die Punkte auf ®, deren zugehérige Gruppe (2) aus 


weniger als n (also aus “ je k-fach zu rechnenden) Punkten besteht, 
dann kénnen wir die Fliche F -blittrig tiber ® ausbreiten und unter 
Beibehaltung der fritheren Abkiirzungen mit 


is bess Eee Cy ee os « See 
3 F=(, 2 » 41, Py, ? ) 
(3) o£... &, ieee 
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bezeichnen. Hier sind die 7, U, V simmtlich Potenzen von S, 
etwa : 


(4) T,—S",... 7, = S*", U,=—S", V,=—S",... Ur 8, 
Va = Sx, 
Die Relation (7) in Nr. 6 geht iiber in 
,T, ... T. = 1, 
oder, was dasselbe besagt, 


(5) Hy + He +++ + to =O (mod. n). 


Untersuchen wir jetzt die zu bestimmenden iiberall endlichen Inte- 
grale «, indem wir sie als Function der Stelle auf der Fliche ® auf- 
fassen! Offenbar ist « auf der Fliche ©” (welche durch die Schnitte 
1, A, B aus ® entsteht) eindeutig und es erhalt du beim Uebertritt 
von der negativen zur positiven Seite der Schnitte 


by, bap 0 bey A, By, ... Me, Be 
beziiglich die Factoren 


em, am, ... etm, om, am, ... 278, 9° ,*) 


Da diese Eigenschaften fiir w vollstiindig charakteristisch sind, 
so erkennen wir, dass sich unsere Frage auf die folgende reducirt: 

Gegeben ist eine Riemann’sche Fliiche , welche durch die Schnitte 
l, A, B in eine einfach zusammenhdngende Fliche ©” zerschnitten ist. 
Wie viele linear unabhéngige iiberall endliche Functionen u giebt es, 
welche auf ®” eindeutig sind und die Eigenschaft besitzen, dass das 
Differential du beim Uebertritt von der negativen auf die positive Seite 
der Schnitte 

bn by --- be, A, By, ... Ae, Be 

bestiglich die gegebenen Factoren 


halten? Vir Vor +++ Yor %, By... On, Bx 
erna § 


Die gegebenen Factoren sind n'* Einheitswurzeln, zwischen welchen 
(nach 5) die Beziehung 


(6) M12 +++ Yo =l 
besteht. 


*) D.h. Sind wt und w~ die Werthe, welche die auf ©” eindeutig aus- 
gebreitete Function w in gegeniiberliegenden Punkten des Schnittes 7, besitzt, 
80 ist lings des ganzen Schnittes J, 

ut == 2%. u- + const. 
Entsprechend fiir die anderen Schnitte. 
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11. 


Unsere Frage fiihrt also auf die Bestimmung solcher Functionen 
des Ortes einer Riemann’schen Fliiche ®, welche sich bei Durchlaufung 
eines geschlossenen Weges bis auf eine multiplicative Constante repro- 
duciren. Die Theorie dieser Functionen und ihrer Integrale bildet eine 
Verallgemeinerung der Theorie der algebraischen Functionen und ihrer 
Integrale, welch’ letztere dem Fall entspricht, in welchem die multi- 
plicativen Constanten simmtlich gleich 1 sind. Eine eingehende Unter- 
suchung der in Rede stehenden Functionen gedenke ich demniichst zu 
verdffentlichen. Hier beschriinke ich mich darauf, diejenigen Siitze 
anzugeben, welche fiir den vorliegenden Zweck erforderlich sind. 
Zuvor bemerke ich noch, dass der specielle Fall, in welchem die zu 
untersuchenden Functionen auf der Fliche ® unverzweigt sind, schon 
mehrfach behandelt ist. Bereits Riemann hat solche Functionen in 
Nr, 26 seiner ,,Theorie der Abel’schen Functionen‘‘ betrachtet.*) (Die 
dort eingefiihrte Beschrinkung, dass die multiplicativen Constanten 
Einheitswurzeln seien, ist unwesentlich.) Sodann hat Herr Prym im 
70. Bande von Crelle’s Journal einige Sitze iiber die Bestimmung 
dieser Functionen aus ihren Periodicititseigenschaften ohne Beweis 
mitgetheilt. Endlich ist die Preisarbeit ,,Sur les intégrales de fonctions 
& multiplicateurs et leur application au développement des fonctions 
abéliennes en séries trigonométriques“ (Acta mathematica, Bd. 13) von 
Herrn Appell zu erwihnen, deren erster und zweiter Theil sich auf 
dieselben Functionen beziehen.**) Ich will nun zunichst die zu be- 
trachtenden Functionen genau definiren. Es sei ® eine Riemann’sche 
Fliche vom Geschlecht 2, ferner ~~ 


By» Gag «o> Be 


willktirlich auf ® angenommene Punkte. Wir zerschneiden ® durch 
die Schnitte 


.— S  —— 


in die einfach zusammenhingende Fliche ©”. Die Functionen f/ des 
Ortes auf , welche wir betrachten wollen, sind dann durch folgende 
Eigenschaften charakterisirt : 


1) Verzweigungspunkte von f finden sich nur unter den Punkten 
G,, Go, +++ Aw, 80 dass die einzelnen Zweige von f auf der 
zerschnittenen Fliche ” eindeutig sind. 


*) Man sehe auch die interessante (klein gedruckte) Bemerkung auf pag. 364 
der gesammelten Werke von Riemann. 

**) Die Untersuchungen Appell’s lassen sich durch Einftihrung des oben ge- 
wihlten Schnittsystems vereinfachen, Es kommen dann niamlich alle auf die 
Schnitte ¢ beziiglichen Betrachtungen in Wegfall, 
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2) Die Function f besitzt, abgesehen von den Punkten a,,d,,...@w) 
keine anderen singulaéren Punkte als Pole. 


3) In der Umgebung des Punktes a, bleibt 
i-%. f 
endlich, eindeutig und von Null verschieden, wenn ¢ eine im 
Punkte a; von der ersten Ordnung verschwindende Function 
und 0; eine passend géwiihlte Constante bedeutet. 

4) Jeder auf ©” eindeutig ausgebreitete Zweig der Function / 
erhalt beim Uebertritt von der negativen zur positiven Seite 
eines der Schnitte 

es Ses «+s Oe Ay Be «+s Me, BR, 
beziiglich die gegebenen Factoren 
Vix Vor e+ + Yor %s B,, soe Uy, Bx. 

Das System aller Functioner f, welches diesen Bedingungen ge- 

niigt, bezeichnen wir in Riemann’scher Weise mit 


(1) raw ("? ly, +. ly A,, B,,... Ag; 7 
Vir Yor +++ Yor %, By,..- Oa, Br 
Da in der Umgebung des Punktes a; die Entwicklung von f die 
Gestalt 
(2) = til + et+ ot? +--+) 


besitzen soll, so ist klar, dass 
(3) 1 — qs, Y> _ Gok, 1 Po = e7sw 


sein muss. Betrachten wir nun das in positivem Sinne durch die Be- 
grenzung von ®” erstreckte Integral 


503 J dig f, 
so ist dasselbe gleich N — U, wo N die Zahl der Null-, U die Zahl 
der Unendlichkeitsstellen von f bedeutet. Andererseits reducirt sich 
jenes Integral auf diejenigen Theilintegrale, welche um die Punkte 
G,, %, +--+ @» in negativem Sinne herumfiihren. Die letzteren Theil- 
integrale besitzen nach (2) die Werthe —0,, — 0,,.., —0y. Es 
ist also 
(4) U=N+6,+0,4+---+ dy. 

Hieraus geht hervor, dass 0, + 06,-+---+ 4, nothwendig eine 
ganze Zahl und folglich 
(5) Vi%2+++%o=l 
ist.*) Die Factoren y, «, 6B diirfen also nicht vollkommen willkiirlich 











*) Dasselbe folgt auch durch Betrachtung eines Umlaufs um den Punkt 0, 
von welchem die Schnitte 7, A, B ausgehen. 
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gewahlt werden, sondern miissen der Bedingung (5) geniigen. Ausser- 
dem darf natiirlich keiner der Factoren gleich Null sein. Es findet 
aber keine weitere Bedingung fiir diese Factoren statt. In der That 
besteht der Satz: 


Zu jedem Factorensystem 


Vir Vox +++ Yor %, By... On, Bay 
welches den Bedingungen 7,7. --- Yo=1 und af, ... agBa +0 
geniigt, tibrigens aber ganz beliebig gewdhlt ist, gehdrt stets ein System 
von Functionen 
p~(™ Pen = ee _ 
Nas Yar ++ Pos @, Byy--- On, Ba 


Man kann nimlich stets auf mannigfaltige Weise eine Summe 2 
von Abel’schen Integralen dritter Gattung bilden, so dass 


(6) {[=é 
eine alle erforderlichen Eigenschaften besitzende Function darstellt, 


Man erkennt auch leicht, dass durch den Ausdruck (6) die allgemeinste 
Function des Systems dargestellt wird.*) 


12, 
Zu jedem Functionensystem 


(1) ‘hy iy «so Gy Meg Bp s + Se en 
Vir Vor +++ Yor %, Bi, ~~- On, Br 
gehért ein System von Integralfunctionen, Welches durch die Integrale 


Stas 


gebildet wird. Dabei bedeutet f irgend eine Function des Systems (1) 
und ¢ eine eindeutige algebraische Function oder ein Abel’sches Integral 
der Fliache 9. 

Ich will hier nur die iiberall endlichen unter diesen Integral- 
functionen naher betrachten. Es handelt sich vor Allem darum (vgl. 
Nr. 10), die Zahl der linear unabhiingigen dieser Functionen zu be- 
stimmen. Hierbei werde ich die Multiplicatoren je in folgende Form 
setzen : 

*) Ich bemerke hier ausdriicklich, dass das Geschlecht z der Fliche ® be- 
liebig angenommen wird. Es ist also der Fall 0 nicht ausgeschlossen. In 
diesem Falle kommen nur die Schnitte A, B in Fortfall. Die Zahl w darf man 
stets positiv voraussetzen, da man immer beliebig viele Schnitte 7 aufnehmen 
kann, denen man den Factor y =1 zuordnet, ohne dadurch das Functionssystem f 
zu andern, 
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(2) "1 a oor. V2 iat oo. oe Vw ‘it or. 


wo die Zahlen x,, x,,...% durch die Festsetzung unzweideutig be- 
stimmt sind, dass ihre reellen Bestandtheile zwischen 0 und 1 liegen 
sollen, die obere Grenze 1 ausgeschlossen. Es sei nun v eine der 
iiberallendlichen Integralfunctionen, ferner P eine Stelle der Fliche ® 
und ¢ eine in P von der ersten Ordnung verschwindende Function. 
Gehért nun P nicht zu den Stellen a,, a.,...a,, so lautet die Ent- 
wicklung von v an der Stelle P 


(3) v=ctef tet... (+0). 
Wir sagen dann (genau wie fiir die eindeutigen algebraischen Func- 


tionen und ihre Integrale), dass die Stelle P eine (r—1)-fach zu 
rechnende Nullstelle von dv sei. 


Fallt aber P mit a; zusammen, so haben wir eine Entwicklung 
der Gestalt 


(4) voscpe te pe’+---) (+0) 

und wir wollen dann a; als eine (r — 1)-fache Nullstelle von dv rechnen. 
Die Zahlen r in (3) und (4) sind positive ganze Zahlen, weil v iiberall 
endlich sein soll. Dies festgesetzt, beweisen wir zunichst den Satz: 


» Die Gesammizahl der Nullstellen des Differentials dv betriigt 
2a —2+%4,+4%,+---+ x“. 
In der That, sei z eine eindeutige algebraische Function auf 9, 


welche m Mal unendlich wird. Dann ist ~ eine Function f, auf die 


wir die Gleichung (4) von Nr. 1 anwenden kénnen. Nun wird = 
unendlich nur an den Nullstellen von dz, deren es bekanntlich 2m+22—2 
giebt. Ferner wird = an den m Unendlichkeitsstellen von 2 je von 


der zweiten Ordnung Null und an jeder von den Stellen a,, a,,..- dw 
verschiedenen Nullstelle von dv so oft Null, als dieselbe nach unserer 
Festsetzung zu rechnen ist. 

An der Stelle a; lautet die Entwicklung von a 


dz 
FF nt whem’ 4...) 
dz 0 ’ 


wenn wir annehmen, was offenbar gestattet ist, dass die Stellen a; 
nicht zu den Nullstellen von dz und ebenso wenig zu den Unendlich- 
keitsstellen von z gehéren. 


Daher giebt die Gleichung (4) von Nr. 11 
2m + 2a —2— 2m + >\(r—1) — x, — x, rete? 


woraus die Richtigkeit unseres Satzes hervorgeht. Wir ziehen aus 
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diesem Satze noch eine Folgerung. Da die Anzahl der Nullstellen von 
dv nicht negativ werden kann, so zeigt unser Satz, dass in den Fallen 


w= 0, Xf my fos + tye —0 
a=0, x%,+x+---+xu—1 


keine tiberall endliche Integralfunction v existiren kann. 

Wir wollen nunmehr zeigen, wie man alle Integralfunctionen » 
bestimmen kann unter der Voraussetzung, dass man eine dieser Func- 
tionen kennt: 

Es sei vy diese eine Integralfunction, welche wir als bekannt 
voraussetzen. Ist dann v eine beliebige der Integralfunctionen, so 
wird offenbar 


d , 
©) mF 
eine eindeutige algebraische Function der Fliche sein, welche nur an 
den 2a —2+ x%,+%,+---+-+ %, Nullstellen von dv, unendlich 
werder kann, Ist umgekehrt Z eine derartige Function, so wird 


(6) v= {Zdv, 


eine Integralfunction sein. Nun giebt es aber nach dem Riemann- 
Roch’schen Satze genau 


2a — 2+ x, + x, +--+ 4%, — a+ l—x,+24,+---+x%,+2—1 
linear unabhingige Functionen Z, wenn wir von einem sogleich naher 
zu betrachtenden Ausnahmefall absehen. Es muss also ebenso viele 
linear unabhingige Integralfunctionen v geben, welche simmtlich nach 
Formel (6) aus der einen v, abgeleitet werden kénnen. 

Der erwahnte Ausnahmefall tritt ein, wenn die Nullstellen von 
dv, zugleich die Nullstellen eines Differentials erster Gattung du sind. 
Dies kann nur dann stattfinden, wenn 


ty % ++ + My =O, 
also auch die reellen Bestandtheile von x,, *,,...%. samutlich Null 
und daher die Factoren y,, 72, .-+- Yo sammtlich reell sind. Die 
Anzahl der linear unabhingigen Differentiale erster Gattung, welche 
in den Nullstellen von dv, verschwinden, kann nur gleich 1 sein, weil 
die Anzahl dieser Stellen 2 —- 2 betrigt. Die oben angegebene Zahl 
ist dann also zu ersetzen durch 


H+ ete + +e +-Ue—.. 
Um diesen Ausnahmefall noch niher zu charakterisiren, betrachten 


wir die Function Se. Dieselbe gehért zu dem Functionssysteme /; 
sie wird nirgends Null oder unendlich, ausgenommen etwa an den 


Stellen a,,...a@ , wo ihr Verhalten durch die Entwicklung 


und 
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dv, 





qu =! (4, +---) (am der Stelle aj), 


angezeigt wird. Wir schliessen hieraus, dass log ot ein Integral 


3. Gattung ist, welches an der Stelle a; wie — x; log ¢ unstetig wird. 
Bezeichnen wir daher mit Tl,,,, ein Integral 3. Gattung, welches an 


der willkiirlich gewahlten Stelle a wie log ¢, an der Stelle a; wie —log ¢ 
unstetig wird, so ist 


dv 
log —_—— 1 TNa,a, — %_'a,a,— ++ * — *wlTa,a,, = Uy 


ein Integral erster Gattung (wenn wir eine Constante unter den Begriff 
eines Integrals 1. Gattung einschliessen). Daher kommt 


dv 


© au E, 
unter E den Ausdruck 
(8) B me ct Maa $2 Ma, ag bo EH Ma, «,, M1 


verstanden. Da umgekehrt die wz in der Form f Edw enthaltenen 


linear unabhingigen Integralfunctionen itiberall endlich sind, so kénnen 
wir folgenden Satz aussprechen: 

», Der Ausnahmefall tritt stets und nur dann ein, wenn das Factoren- 
system y, a, B tibereinstimmt mit den Factoren, welche ein Ausdruck 
E der Gestalt (8) besitet, in welchem x,, %,... %o rein imaginire 
Grossen bedeuten.“ 


13. 


Es eriibrigt noch zu untersuchen, in welchen Fillen mindestens 
eine tiberall endliche Integralfunction v existirt. Sei f irgend eine 
Function des Systems (1) (Nr. 12), 2 eine eindeutige algebraische Func- 
tion der Fliche ®. Unter der Annahme, dass v eine itiberall endliche 
Integralfunction sei, betrachten wir den Quotienten 


(1) +ay =. 
Derselbe stellt eine eindeutige algebraische Function der Flaiche vor, 
welche, abgesehen von den Stellen a,, a,,...@ , nur unstetig werden 
kann 

1) an den N Nullstellen von f, 

2) an den 2m + 2x — 2 Nullstellen von dz. 
An der Stelle a; ist 


f=t! (q+et+--), 


und wir diirfen voraussetzen, dass die ganzen Zahlen 0; + x; positiv 








a 
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sind, da wir andernfalls f mit einer an den Stellen a,, a,,... @» ver- 
schwindenden eindeutigen algebraischen Function z, multipliciren, also 
z,.f an Stelle von f setzen kénnen. 

Es wird dann Z 

3) an der Stelle a; unendlich héchstens von der Ordnung 4; + x;. 
Ausserdem verschwindet Z 

4) an den m Unendlichkeitsstellen von z je von der zweiten Ord- 
nung, und an den U Unendlichkeitsstellen von /f. 

Umgekehrt: Ist Z eine eindeutige algebraische Function, welche 
den Bedingungen 1), 2), 3), 4) geniigt, so wird 


v= | Zfdz 


eine tiberall endliche Integralfunction v darstellen. 
Nun enthalten die Functionen Z, welche den Bedingungen 1), 
2), 3) geniigen, nach dem Riemann-Roch’schen Satze 
N+ 2m+42a—2+ (Bj +H) + Gy+4) +++ Ow He) — +1 
willkiirliche Constante linear und homogen. Fiir diese Constante liefern 
die Bedingungen 4) 2m-- U lineare homogene Bedingungsgleichungen. 
Daher enthilt die allgemeinste Function Z, welche allen Be- 
dingungen 1)—4) geniigt, mindestens noch 
N+ 2m + 2a —2-+ (0,+%,) +-+++ Oo+ %u) — a+ 1—(2m+ U) 
willkiirliche Constante linear und homogen. Diese Zahl reducirt sich 
aber nach Gleichung (4) in Nr. 11 auf 
(2) ee eee ee 
und ebenso viele iiberall endliche Integralfunctionen v giebt es also 
mindestens. Sobald nun die Zahl (2) grésser als Null ist, treten die 
Betrachtungen der vorigen Nummer in Kraft. Die einzigen Fille, in 
welchen jene Zahl nicht grésser als Null ist, sind 


ew=1, ype +++ w=, 
a=0, %+%+---+e—1, 
m= 0, % + +--+ + Ho = 9. 

Der erste dieser Fille subsumirt sich unter den pag. 435 besprochenen 
Ausnahmefall. In den beiden letzten Fallen giebt es keine tiberall 
endliche Integralfunction v, wie wir schon oben bemerkt haben. Indem 
wir dieses beriicksichtigen, gelangen wir zu folgendem allgemein 
giiltigen Satze, welcher in allen Fallen die Anzahl der tiberall end- 
ichen Integralfunctionen, welche zu einem Functionensysteme 

~ “§ by woe bey Myy Byy oe Mey ” 
Vir Vore++ Yor %, Byy-++ Gay Ba 
gehéren, bestimmen lehrt: 
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Man setze 
(3) = on Y= —_ Yo = F ca 
wo die Grissen %,, % ,.++%» durch die Forderung eindeutig bestimmt 
sind, dass ihre reellen Bestandtheile kleiner als 1 und nicht negativ sein 
sollen*). 

Dann betriigt die Anzahl der linear wnabhingigen iiberall end- 
lichen Integralfunctionen v 


(4) i ee oe ee 
Ausgenommen ist nur der eine Fall, in welchem die Multiplicatoren y 
stimmtlich reell, also %,, %.,...% » reim imagindr und 


% +#+---+x, —O0 
ist, und gugleich die Factoren «a, B, y tibereinstimmen mit den Factoren 
eines Ausdrucks der Gestalt 


E ae ett", 0, on HTT ga Pog a, FO 


In diesem Falle ist die Anzahl (4) zu ersetzen durch die Anzahl 
(5) a. 

Ich bemerke noch, dass TT,,2, ein Integral dritter Gattung bedeutet, 
welches bei a unstetig wird wie log ¢, bei a, unstetig wie —log ¢. Wenn 
® das Geschlecht 7 = 0 besitzt und ¢ diejenige (bis auf eine lineare 
Substitution bestimmte) Function bezeichnet, welche jeden Werth nur 
an einer Stelle annimmt, wird also TTq,., = log at 
WO 2, 24, die Werthe von z an den Stellen a und a, bedeuten. Die 
im Exponenten von e auftretende Grésse uw bezeichnet ein iiberall 
endliches Integral, wobei indessen auch eine Constante als ein solches 
anzusehen ist. Im Falle = 0 wird wu stets eine Constante sein. 

Fiir den speciellen Fall, in welchem die Factoren y saimmtlich 
gleich 1 sind, in welchem es sich also um das Functionensystem 


f gr Am mt 
Gs, Bry ose any, Bx 


handelt, ergiebt unser Satz ein von Herrn Appell (I. c. pag. 25, 26) 
gefundenes Resultat. 


-+ const. sein, 


14. 


Wir haben jetzt alle Mittel, um die in Nr. 10 aufgeworfene Frage 
zu beantworten. Es handelte sich dort um die Bestimmung der Anzahl 


*) Es kann wohl kein Missverstindniss herbeifiihren, dass in den Formeln (3) 
z die Ludolph’sche Zahl bedeutet, wiihrend andererseits in den Formeln (4) und 
(5) wie iiberall in diesen Betrachtungen 2 das Geschlecht der Riemann’schen 
Fliche ® bezeichnet, 
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der linear unabhingigen iiberall endlichen Integralfunctionen des 


Systemes 
, f h, & .-. Ge Mi Bes}: se ee 
! P25 eh 5 BEE CE 
wobei « eine n‘* Kinheitswurzel bezeichnet. Wir setzen 
ss 
(1) &e=—e > % 
wo & eine Zahl der Reihe 0, 1, 2,...%—1 bedeutet. Dann wird 
—2in —2in Se sin Ae 
7: = ’ 7om=e 9-90 Po HOC 
und daher kommt, 
° , k 
a en en. 
nu - n n 


wenn allgemein mit [A u,] der kleinste nicht negative Rest von ku;(mod.n) 
bezeichnet wird. Die Anzahl der linear unabhiingigen Integralfunc- 
tionen betrigt also 

| (2) Ai st oe 2 


n 


wenn wir zunichst von dem Ausnahmefall absehen. 
Der Ausnahmefall tritt nur ein, wenn 


1) die reellen Bestandtheile von x,, %,,...%. verschwinden, also 
da %,, %),...%» hier reelle Zahlen sind, wenn x, =x,—=---—=%x, = 0, 
folglich y, = y. =-+++ = Yu = 1 ist, 
und wenn 


2) die Factoren y, a, B iibereinstimmen mit den Factoren eines 
Ausdrucks e“, wo u ein iiberall endliches Integral der Fliche ® be- 
zeichnet. Da aber y, a, 6 n'¢ Kinheitswurzeln sind, kann dies nur 
stattfinden, wenn uw eine Constante ist. Denn e*” ist eine iiberall 
endliche eindeutige algebraische Function der Fliche ®. Ist aber e¥ 
eine Constante, so sind die Factoren, welche e“ beim Ueberschreiten 
eines Querschnitts annimmt, simmtlich gleich 1. Folglich tritt der 
Ausnahmefall nur ein, wenn die Factoren y, a, 6 simmtlich gleich 1 
sind, wenn es sich also um die iiberall endlichen Integrale der Fliache 
® handelt. 

Fiir diese Integrale ist die Einheitswurzel «= 1, folglich k = 0 
und die Formel (2) erleidet also nur im Falle k = 0 eine Abiinderung. 
Sie ist dann zu ersetzen durch 


(3) 


A, =. 
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15. 


Wir kehren jetzt zur Betrachtung der Fliche F zuriick, bezeichnen 
wie in Nr. 10 mit S die eindeutige Transformation von der Periode n, 
welche die Fliche F' zulisst, und mit 


(1) Pis:Bee+s «Me 
die Gruppe von » Punkten, welche aus einem willkiirlich gewiahlten 
Punkt P, der Fliche F vermége der Transformation S hervorgehen. 

Die Punktgruppen (1) sind auf die Stellen der Fliche  eindeutig 
umkehrbar bezogen und die Fliche F’ war dem entsprechend darstellbar 
in Gestalt einer n-blittrig tiber © ausgebreiteten Fliche: 

F—( b, be +s &, Ay BD, --- Me, _ 
Bap-Bas +++ tae Gny Ven --- Ue, Vas 

Der Punkt a; der Fliche 9, nach welchem der Schnitt J; lauft, ist 
einer derjenigen Punkte, denen auf der Flache F eine Gruppe (1) von 


7 je k,-fach zu zahlenden Punkten entspricht. Der Substitution 


T; = S“ entsprechend, haingen nun die mit S,, S,, .. . S, bezeichneten 
Blatter der Fliche F an der Stelle a; so zusammen, dass bei einem 
Umlauf um a; allgemein S, in Sy4,, tibergeht, wo die Indices (mod. ) 
zu nehmen sind, Bestimmt man hiernach die Zahl der Blatter, welche 
bei a;, je im Cyklus zusammenhaingen — eine Zahl, die offenbar mit 
k; identisch ist — so erhalt man den Satz: 
,,Die Zahl k, ist die kleinste positive Lésung der Congruenz 
ku; = 0 (mod, n).* 
Die Anzahl der linear unabhangigen iiberall endlichen Integrale u 
der Fliche F’, welche der Bedingung 
du’ = edu 
geniigen, wo wu, u die Werthe des Integrals an den Stellen P,, P, und 
—sia* 
é=e 


eine gegebene n'* Kinheitswurzel bedeuten, betriigt nun nach der 
vorigen Nummer 


(2) oa ee =< ey 


wenn k& einen der Werthe 1, 2,...” — 1 besitzt, dagegen 
(3) Ay =2, 
wenn k = 0, also ¢ = 1 ist. 

Die Gesammtzah] der Integrale 


Ay + A, + A, +--+ + Ana 
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muss gleich p sein und wir wollen zum Schluss zeigen, dass diese 
Thatsache mit den fiir die Zahlen A gefundenen Werthen (2) und (3) 
im Einklang steht. 

Das Zeichen [r], welches in (2) auftritt, bedeutete den kleinsten 
nicht negativen Rest der Zahl r nach dem Modul m. Hieraus geht 
unmittelbar hervor, dass 


(4) [fr)—['), fiir r =r’ (mod. n), 
(5) [r]} =n —[r], fir r=— (mod. n), wenn zugleich r nicht 
= 0 (mod, n). 


Ist r = 0 (mod. »), so wird nach Definition [7] = 0. 
Dies vorausgeschickt, betrachten wir die Summe 


k voit 
(6) ie a ee ee =a Hw] 


. 1 Lo Bedtt[— Deg) 


wo k eine der Zahlen 1, 2,...%— 1 bedeutet, Der Theil 
(kus) + (mn —h) uy] 


n 











dieser Summe ist nach (5) gleich 1, ausgenommen den Fall, wo ku 
durch » theilbar ist, in welchem jener Theil gleich Null ist. Nun 
ist aber 

ku, = 0 (mod. n) 


dann und nur dann, wenn & durch fk, theilbar ist, denn nach dem 
oben Bemerkten ist k, die kleinste positive Lésung der Congruenz 
k, w, = 0 (mod. n). 





[kui] + [(—*)au,] 


Indem man die entsprechende Ueberlegung fiir . 


anstellt, erkennt man, dass 


(7) Ay + An» = 2(x4—1) + w — Dy 
ist, wo D, angiebt, wie viele der Zahlen 
By, Rey. 0b 


in die Zahl k aufgehen.*) 


*) Ist m eine Primzahl, so sind die Zahlen k,, ky,...%,, siimmtlich gleich n, 
daher D,=0 und die Formel (7) geht tiber in A,+A,_,—=2(a—1)+w. Die 
letztere Gleichung habe ich auf ganz anderem Wege in der Arbeit ,,iiber die- 
jenigen algebraischen Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zu- 
lassen“ (Nr. 6) erhalten, 
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Nun ist 


(8) Ay Ayeesf An r= Ag+ > ># (Ant Ava) 


—241Shie.—2) 40D 


n—1 


=x-+(n—1)(a—1) ++ (n—1)w—+ SID. 


» 
- 


1 


Gemiiss der Bedeutung von D; finden wir den Werth von >’ Dz, wenn 
wir der Reihe nach die Anzahl der Glieder in der Zahlenreihe 

(9) 1, 2,3,...n—1 

bestimmen, welche durch k,, bez. k,... bez. k,, theilbar sind, und 
alle diese Anzahlen addiren. In der Reihe (9) giebt es aber i —1 
Zahlen, welche durch &; theilbar sind, nimlich die Zahlen 
ky, 2K,° +> (i = 1) ky. 

Folglich ist 


n—l 


Soh + gt tte 


1 


Tragen wir diesen Werth in (8) ein, so ergiebt sich nach leichter 
Umformung 


(10) ee eee ae 
=14+n(a—1)+4 ["(\—z) +" (I—g)+--+a(1-Z)], 


und dieser Ausdruck erweist sich nach Formel (1) in Nr. 7 in der 
That gleich dem Geschlecht p der Fliche F. 


Kénigsberg i. Pr. 10. Februar 1892. 








Ueber den arithmetischen Charakter der zu den Verzweigungen 
(2, 3, 7) und (2, 4, 7) gehdrenden Dreiecksfunctionen. 


Von 


Rosert Fricke in Kiel. 


Es sind nunmehr zwanzig Jahre verflossen, seit Hr. Schwarz bei 
seinen Untersuchungen iiber die hypergeometrische Reihe durch den 
zielbewussten Gebrauch der ,,Kreisbogendreiecke“ in einer tiberraschend 
einfachen Weise Aufschluss geben konnte tiber die functionentheoretische 
Eigenart der durch die genannte Reihe dargestellten Gréssen. Aber 
es war das nur der Anfang fiir diese von Riemann’s Geiste getragene 
Methode geometrisch-functionentheoretischer Forschung, und man weiss, 
was seither in diesem Gebiete durch die Arbeiten Klein’s und Poincaré’s 
an neuen Erfolgen errungen ist. Man weiss zugleich, in welch’ inniger 
Beziehung die Wendung, welche die moderne Functionentheorie nach 
dieser Richtung hin genommen hat, zu der Theorie der linearen Dif- 
ferentialgleichungen steht, wie sie gleichfalls im Anschluss an Riemann 
durch Hrn, Fuchs und seine Schiiler entwickelt worden ist. 

Aber bei allen Beziehungsreichthum, welcher ein anerkannter 
Vorzug der modernen Riemann’schen Functionentheorie ist, waltet 
kein Zweifel, dass ftir den Zusammenschluss der letzteren mit den 
iibrigev mathematischen Disciplinen auch heute noch ein weites Gebiet 
kiinftiger Forschung unerschlossen geblieben ist. In der That ist bei 
der genannten Entwicklung die Arithmetik bis nun fast leer ausgegangen; 
und doch begegnet man, seit einmal der Begriff der Gruppe zum 
herrschenden wurde, bei functionentheoretischen Untersuchungen der 
gedachten Richtung auf Schritt und Tritt Problemen, die nur mit den 
schirferen Begriffsbestimmungen der Arithmetik einer befriedigenden 
Lésung fahig sind. 

Alle analytischen Fortsetzungen, welche man bei einer linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung von einem ,,Fundamentalsystem‘ 
von Integralen aus erhalten kann, gehen aus einander durch lineare 
Substitutionen hervor, die in ihrer Gesammtheit eine fiir jene Differen- 
tialgleichung charakteristische Gruppe bilden. Kine ,,y-Function“ auf 
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einer Riemann’schen Fliche beliebigen Geschlechtes wird sich bei 
Periodenwegen oder auch nur bei geschlossenen Wegen linear sub- 
stituiren, und diese linearen Substitutionen bilden wieder in ihrer 
Gesammtheit eine fiir Function und Flache charakteristische Gruppe. 
Endlich eine regulire Ebenentheilung, wie sie aus einem Kreisbogen- 
polygon mit gewissen Winkeln nach dem ,,Symmetrieprincip“ entsteht, 
geht in sich tiber durch die linearen Substitutionen einer gewissen 
Gruppe, welche letztere in jener Ebenentheilung ihr unmittelbares 
Gegenbild findet. 

Dass im Einzelfalle immer eine Gruppe entstehen muss, sieht man 
ja mittelbar sofort ein. Aber eine unmittelbare Kenntniss vom 
Zustandekommen der Gruppe kénnen wir nur dadurch gewinnen, dass 
wir die arithmetische Natur der Substitutionscoefficienten aufweisen, 
kraft deren eben zwei Substitutionen der Gruppe, combinirt, wieder 
eine Substitution der gleichen Gruppe erzeugen. Man koénnte sogar 
zum Kern aller hier in einander greifender Fragestellungen diese 
erheben, dass man alle Gruppen linearer Substitutionen einer Variabelen 
y arithmetisch definiren soll. Hinterher mag man dann fiir die einzelne 
Gruppe in der 4-Ebene einen Fundamentalbereich construiren*), diesen 
zu einer Riemann’schen Fliche zusammenbiegen oder endlich die Ver- 
mittlung zwischen diesen beiden geometrischen Gebilden in einer zu- 
gehorigen Differentialgleichung erblicken, 

Was die in der bezeichneten arithmetischen Richtung bisher 
erhaltenen Resultate anlangt, so ist nur daran zu erinnern, dass 
Hr. Poincaré gewissermassen zufallig von arithmetischer Seite ein 
Princip entdeckte, gewisse unendliche Gruppen linearer Substitutionen 
einer Variabelen y arithmetisch zu definiren. Diese Gruppen wurden 
alsdann von Stouff (Annales de la faculté des sciences de Toulouse, 1891) 
und Bianchi (Rendiconti de l’accademia dei lincei, 1890, 91), sowie 
in meinen eigenen Arbeiten in den Mathem. Annalen Bd. 38 und 39 
naher in Betracht gezogen. 


Um allgemeinere Ansiitze zu gewinnen, habe ich neuerdings die 
. . 4 4 . . 
Dreiecksfunctionen s(% 7. <1 x), welche in der Theorie der Modul- 


functionen eine bekannte wichtige Rolle spielen, niiker untersucht. 
Dabei bin ich zu einem ganz allgemeinen Definitionsprincip fiir Gruppen 
unserer Art gelangt, wobei im Einzelfalle die ganzen Zahlen eines end- 
lichen Zahlkirpers**) unter Adjunction der Quadratwurzel aus einer 
oder einigen dieser ganzen Zahlen die entscheidende Rolle spielen. 


*) Wenn anders sie einen endlichen Fundamentalbereich in der 7-Ebene 
wirklich besitzt. 


**) Ich bediene mich hier und in der Folge derjenigen Terminologie, wie 
sie in der von Hrn, Dedekind geschaffenen allgemeinen Zahlentheorie gebriiuch- 
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Nimmt man in einfachster Weise den Grad » des Kérpers gleich 
1, so wird man zu jenen aus Poincaré’s Princip hervorgegangenen 
Gruppen zurtickgefiihrt; die Modulgruppe steht dabei als einfachste 
voran, insofern hier dem Kérper der rationalen Zahlen nur /1, d. i. 
iiberhaupt keine Irrationalitat hinzugefiigt wird. Die zu m = 1 gehdren- 
den Gruppen will ich weiterhin kurz als die Poincaré’schen Gruppen 
bezeichnen. Fiir » =2 habe ich einen ersten Ansatz in einer der 
Géttinger Societit vorgelegten Note entwickelt, woriiber man die 
Sitzungsberichte vom 5. Mirz 1892 vergleichen wolle. 

Die durch binomische Gleichungen definirten Zahlkérper geben 
wohl nicht immer die einfachsten Kreisbogenpolygone; vielmehr gilt 
letzteres, wie es scheint, vor allem von den in der Theorie der Kreis- 
theilung auftretenden reellen Zahlkérpern. In diesem Sinne beschiiftigt 
sich die vorliegende Arbeit, die nur erst ein Beispiel fiir kiinftige 
allgemeinere Entwicklungen bringen soll, mit demjenigen cubischen 
Kérper, welcher durch die Resolvente fiir die zweigliedrigen Perioden 
aus 7" Kinheitswurzeln definirt ist; dabei tritt die eine Quadratwurzel 
Vu—1 hinzu, unter w die grésste unter den drei Wurzeln jener 
Gleichung verstanden. Die zu definirende Gruppe wird in unmittel- 
barer Beziehung zu den Gruppen jener beiden Dreiecksfunctionen 
stehen, die in der Ueberschrift namhaft gemacht sind. — Fiir die 
Arithmetiker mag es Interesse haben, eine Reihe ihrer abstracten 
Begriffsbildungen als wirksame Glieder inmitten einer durchaus geo- 
metrischen Denkweise wieder zu erkennen. — 


§ 1. 
Einfiihrung zweier Zahlkérper K und L, sowie einer zugehdrigen 
Gruppe r. 


Die in der Folge hiufig zu nennende Irrationslit&t j soll die 
positiv genommene Wurzel: 





2in 
(1) jul et ee v4 
sein; sie geniigt der irreducibelen Gleichung sechsten Grades: 
(2) F + 4H + SF — 1 — 9, 


welche letztere durch die Substitution 7?-+1—w in die bekannte 
Gestalt der cubischen Resolvente der Kreistheilungsgleichung fiir den 
To Theilungsgrad tibergeht. 

Fasst man (2) als cubische Gleichung fiir j? auf, so definirt sie 
einen debiiteper dritten Grades, fiir welchen [1, j’, j*] eine Basis von 


lich ist; man sehe Supplement XI zu Dirichlet’s Vorlesungen tiber Zahlentheorie, 
bearbeitet von Dedekind, 
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kleinster Discriminante ist*); dieser cubische Kérper soll weiterhin K 
genannt werden. Die mit j? conjugirten Zahlen heissen j,’, j,*; sie 
stellen sich in j wie folgt dar: 

(3) jr mf +IP—2, jpm—Ff — sf —32. 

Es kommt hiermit der Umstand zum Ausdruck, dass die drei mit K 
conjugirten Kérper (dieser selbst mitgerechnet) unter einander identisch 
sind, was ja sehr bekannt ist, Als numerische Werthe hat man: 
(4) p=e+0,24..., jv—=—14..., j2>——2,80...; 
dieselben werden bei Gelegenheit zu benutzen sein. 

Setzt man zu K noch die Irrationalitét 7 hinzu, so entspringt ein 
reeller Zahlkérper sechsten Grades, den ich LZ nenne. Er ist einer 
der sechs durch (2) definirten Kérper, welch’ letztere iibrigens zu 
Paaren identisch sind. Dabei werden wir im Anschluss an (3) die 
beiden mit Z conjugirten Kérper Z, und ZL, nennen; L, und L, sind 
imaginar, und zwar ist jeder der K6rper sich selber conjugirt imaginir, 
Diese Angaben sind, wie man weiss, fiir die in K und L existirenden 
Einheiten von grundlegender Bedeutung. 

Unter A, B, C, D verstehe ich in der Folge stets ganze Zahlen 
des Kérpers K. Da [1, j?, j*] eine Basis von kleinster Discriminante 
ist, so sind jene ganzen Zahlen stets in der Gestalt: 


. A= a) + aj? + a,j', 
(6) B=b, + b,j? + bait, 


darstellbar, wo die a, a,,...d, durchgingig ganze rationale Zahlen 
sind. Zwei ganze Zahlen des Koérpers Z von der Gestalt 4+ jB 
und A—jB wird man als ,,innerhalb LZ conjugirt“ zu bezeichnen 
haben. 

Nach diesen Vorbemerkungen fiihre ich die nachfolgenden linearen 
Substitutionen der Variabelen »: 
(6) f=. (A+JjB) 4 + (C+jD)_ 

(— C+D) +(A—jB) 

von der Determinante 1: 
(7) 42+C?—/7?(#+D?)—1 
ein und benenne diese Substitutionen generell durch V. Es soll also 
das charakteristische Bildungsgesetz fiir die Substitutionen V dieses 
sein, dass jeweils der erste und vierte Coefficient ein Paar ganzer inner- 
halb L conjugirter Zahlen von L darstellen, wnd dass ein Gleiches vom 
zweiten und negativ genommenen dritten Coefficienten gilt. Die kiirzeste 
Rechnung bestitigt den Satz, dass die so definirten Substitutionen in 





*) Cf, Dedekind 1. c. pag. 584, 
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ihrer Gesammtheit eine Gruppe bilden; ich benenne diese Gruppe hin- 
fort durch [. 

Die Gruppe [ lasst sich durch Spiegelung an der imaginaren Axe 
auf eine erweiterte Gruppe [ bringen*). Diese letztere besitzt dann 
neben der einzelnen in (6) gegebenen Substitution V immer noch 
die Substitution zweiter Art V: 


‘ A+ jB)7 —(C+ jD 
(8) (A+ JB) — (C+ JD) 


1 (C+D) 5 — (A—5B)’ 
wobei — 7 der zu y conjugirt complexe Werth verstanden ist. 

Die Substitutionen V und V haben durchgingig reelle Coefficien- 
ten der in (7) gegebenen positiven Determinante 1. Es soll daraufhin 
unsere erste Aufgabe sein, zu untersuchen, ob [f in der positiven 
y-Halbebene einen endlichen Fundamentalbereich besitzt, und wie 
eventuell derselbe gestaltet sein mag. 


¢ 


§ 2, 


Die zur f gehdrende Eintheilung der »-Halbebene in regulire Siebenecke 
mit lauter rechten Winkeln. 


Die in der Gruppe [ enthaltenen elliptischen Substitutionen, welche 
wir zuvodrderst in die Discussion ziehen wollen, sind nach bekannten 
Regeln dadurch charakterisirt, dass bei ihnen die Zahl A absolut ge- 
nommen kleiner als 1 ist. Nennt man aber die mit A, B,... con- 
jugirten Zahlen A,, A,, B,, B,,..., so ergiebt sich aus der Irreduci- 
bilitét der Gleichung (2) § 1, dass mit (7) §4 immer auch die beiden 
weiteren Gleichungen: 


(1) C? — j?(B?+D?) =1— A? 

fiir i = 1, 2 erfiillt sind. Da j,? und j,? negative Zahlen sind, wahrend 
doch XK reell ist, so kann die linke Seite der Gleichung (1) nicht 
negativ werden, und also folgt fiir das einzelne elliptische V: 

(2) —1<A,A,,4,< +1. 


Man schreibe nun ausfiihrlich: 


A=a+aj + a/j*, 
(3) Ay = a + a4 j,? + aji' 

A, = dy + Ayjy” + a2J2', 
trage die Naherungswerthe (4) §1 ein und lése nach den Coordinaten 
ao, a4, a, auf; so ergiebt sich: 


*) Vergl. tiber die hier gemeinte Gruppenerweiterung die ,, Vorleswngen tiber 
die Theorie der Modulfunctionen‘: z. B. pag. 223 ff. 
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a,=A-0,8---+A,-0,3---—A,-0,1-:>, 
a,=A-0,8---—A,-1,1---+4,-0,3--:, 
a, = A-0,2.--—A,-0,4---+4,:0,2--:. 
Hieraus folgert man mit Riicksicht auf (2) fiir die Coordinaten der 
Zahl A sofort die nothwendigen Bedingungen: 


(4) —i¢a<s1, —2S4,S2, a —0. 


Aber dieselben sind noch nicht hinreichend; indem man vielmehr die 
wenigen, durch die Ungleichungen (4) noch iibrig gelassenen, Combi- 
nationen a), @,, @ einzeln in (3) einsetzt und die Zahlen A, A,, A, 
dann jedesmal auf die Bedingungen (2) untersucht, ergiebt sich, dass 
A=( die einzige mit den Ungleichungen (2) vereinbare ganze Zahl 
von K ist. A =O aber zeigt eine elliptische Substitution der Periode 
zwei an. Es kommen demnach in T an elliptischen Substitutionen nur 
solche der Periode zwei vor. Es ist hierbei die Deduction gleich so 
gefasst, dass sie auch auf die analogen, in § 5und 8 auftretenden Frage- 
stellungen passt; gegenwirtig hitte im Anschluss an (2) auch eine 
weit kiirzere Schlussweise zum Ziele gefiihrt. 

Unter den Operationen zweiter Art (8) §1 ziehen wir in erster 
Linie die Spiegelungen heran; dieselben sind durch B =O charakterisirt, 
und die zugehérigen Symmetriekreise sind gegeben durch die Gleichung : 


(5) (C—jD) («*+-y%) + 24” —(C+jD) =0. 
Wir denken Gleichung (5) fiir alle Darstellungen der 1 in der Gestalt: 
(6) 1=— A*?+ C*— 7D? 


vermége ganzer Zahlen A, C, D des Kérpers K gebildet und tragen 
die entsprechenden Halbkreise in die y-Halbebene ein. Insbesondere 
stellen sich dabei der Einheitskreis der y4-Halbebene (nimlich fiir 
A = D =() sowie die imaginiire »-Axe (fiir C— D = 0) ein. 

Man hat betreffs des Diagramms der Symmetriekreise (5) die 
beiden folgenden, sofort evidenten Siitze: Die in Rede stehenden 
Symmetriekreise kinnen sich nur (eu Paaren) unter rechtem Winkel 
iiberkreugen; in der That, wo sich immer zwei Symmetriekreise tiber- 
kreuzen, da findet sich der Fixpunkt fiir eine elliptische Substitution 
der Gruppe [, deren Periode durch den Winkel jener beiden Kreise 
gegeben ist u. s. w. Andrerseits aber: Findet sich auf einem Sym- 
metriekreise irgendwo ein Fixpunkt einer in T enthaltenen elliptischen 
Substitution, so wird jener Symmetriekreis dort von einem eweiten Kreise 
(5) orthogonal gekreuzt. Es wird nimlich die aus der elliptischen 
Substitution entspringende Gruppe G, durch Zusatz jener ersten 
Spiegelung auf eine erweiterte Gruppe G, gebracht, die dann immer 
noch eine zweite Spiegelung aufweist. 

Wir miissen nun die Aufmerksamkeit auf eine wichtige 7'rans- 
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formation der Gruppe T in sich selbst lenken, die wir etwa in der 
folgenden Weise einfiihren: es ist: 
(7) em 2+yP+jB+47P+s) 
eine Hinheit des Kérpers LZ, welche die einfache Eigenschaft hat, 
dass sie, mit der innerhalb LZ conjugirten Zahl @ multiplicirt, direct 
das Product e- @ = 1 liefert. Zudem trifft sich, dass 2e im Kérper LZ 
ein reines Quadrat ist; ich nenne dasselbe o? und finde: 
(8) -G=V2e, 6=1+437 +51 + j(2+)’). 
Indem ich endlich unter 6 die zu 6 innerhalb Z conjugirte Zahl ver- 
stehe, bilde ich die Substitution : 

SS ne, se 
(9) pe args. et 
dieselbe hat durchaus die Gestalt einer Substitution V, nur dass sie 


von der Determinante 266 — 4 ist. Diese Substitution S besitzt in der 
positiven Halbebene den Fixpunkt: 


(10) No om Ott iVi-} eae 1, 62... .% ¢. 1, 98.. . 





der, wie leicht bewiesen, auf dem Kreise: 
(11) (@@+1)? + y?—2=0 
gelegen ist; andrerseits bestimmt sich die Periode von S aus 
(stertetivinay oT 
sofort zu 7: Es ist hiernach S eine elliptisehe Substitution der Periode 
sieben. 
Durch S transformire man nun die Gruppe [. Dabei geht die 
Substitution erster Art (6) § 1 tiber in: 
— t(A+sD) 1 + e(C—jB) 
7 "= e(C4jB)n-+A—JjD ” 
die Substitution zweiter Art (8) § 1 aber in: 
__ (C4+jB)i + e(A+sD) 


1 ¢(4—JD) i — (C—5B)” 
unter e die in (7) gegebene Kinheit des Kérpers LZ verstanden. Es ist 
damit evident, dass die Gruppe T durch die Substitution S in sich selbst 
transformirt wird; insbesondere wird also das System der Symmetrie- 
kreise (5) durch S in sich iibergefiihrt. 

Diese Symmetriekreise mégen jetzt generell durch k bezeichnet 
werden und in der Benennung des niheren durch obere oder untere 
Indices am & unterschieden werden. Man wolle dann den Kinheits- 
kreis k, vermége S transformiren und bemerkt, dass er in die ew ky 
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orthogonale imaginare Axe k, tibergeht. Indem wir fortfahren durch § 
zu transformiren, reihen sich an hk, die Kreise k,, ..., kg; es ist 
evident, dass dieselben ein Kreisbogensiebeneck mit lauter rechten Winkeln 
und mit dem in (10) gegebenen Centrum xm, bilden. 

Und nun sehen wir durch eine elementare geometrische Ueber- 
legung ein, dass das gewonnene Siebeneck ein Fundamentalbereich fiir 


die Gruppe F ist. Man gehe in der That zu einer kreisverwandten 
Figur tiber, bei welcher die reelle 
n-Axe einen eigentlichen Kreis — 
den Hauptkreis — bildet, dessen 
Mittelpunkt dem Fixpunkt » 
von S entspreche. Die sieben 
Kreise k,,..., kg des fraglichen 
Siebenecks werden dann einfach 
congruent, wie Fig. 1 hierneben 
zeigt. Sollte nun aber noch ein 
ke Symmetriekreis k,’ mit grdsserem 
Radius als k, das Siebeneck 
durchziehen, so wolle man doch 
ad wieder die Kette der sieben 
a Kreise k),...,%, bilden und 
sieht, dass sie ein Siebeneck mit 
lauter stumpfen Winkeln bilden, die doch, wie wir schon fanden, nicht 
vorkommen kénnen. Aber unter allen mit k, congruenten Kreisen, die 
zum Hauptkreis orthogonal verlaufen, werden eben nur die zwei, k, 
und &,, den Kreis k, unter rechtem Winkel kreuzen. Und endlich: 
wird k, von dem kleineren Symmetriekreise i,” orthogonal geschnitten, 
so kann dies nur ausserhalb des Siebenecks geschehen. Also das 
Resultat: Unser Siebeneck wird von keinem weiteren Symmetriekreise 
der Gruppe T durchzogen. 
Man bemerke endlich, dass unser regulires Siebeneck nur durch 
14 lineare Substitutionen in sich iibergeht: es sind das die sieben 
Potenzen S°,S',..., 8° von S und die Spiegelungen an den sieben 
Symmetrielinien des Siebenecks. Keine dieser Operationen, die Iden- 
titit allein ausgenommen, gehért f an, da sich S in dieser Gruppe 
nicht findet. Indem man aber durch Vervielfiltigung des ersten 
Siebenecks nach dem Symmetrieprincip offenbar das gesammte, gegen- 


iiber [ invariante, System der Symmetrielinien (5) gewinnt, wird das 
Ausgangssiebeneck durch eine von der Identitit verschiedene Substitution 
der Gruppe [ stets in ein anderes Siebeneck der gewonnenen Eintheilung 
transformirt: Das Ausgangssiebeneck der y-Halbebene ist somit ein 
Fundamentalbereich fiir die erweiterte Gruppe T . 
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§ 3. 


Arithmetische und functionentheoretische Folgerungen. 


Es ist eine Fille interessanter Resultate, welche aus der Con- 


struction des Fundamentalbereichs der Gruppe fF unmittelbar sich 
ergeben, und von denen wir einige hier anfiihren wollen. Erstlich 
fiir die Arithmetik wiederhole ich noch einmal kurz, dass den gesammten 
Darstellungen, der Einheit 1 in der terniiren Form: 


(1) l= 47+ C?—/D 
vermége ganzer Zahlen A, C, D des Kérpers K jene Symmetriekreise: 
(2) (C—jD) (@+y") + 24x — (C+jD) =0 


entsprechen, welche die y4-Halbebene mit der gewonnenen Siebeneck- 
theilung versehen. 

Alle die Gitterpunkte dieser Eintheilung, in den sich irgend zwei 
Kreise {2) iiberkreuzen, liefern uns dann das Gesammtschema der 
Fixpunkte fiir die in [ enthaltenen elliptischen Substitutionen. Auch 
dieses Punktsystem werden wir sofort geschlossen arithmetisch definiren 
kénnen: es sind eben die Punkte: 


IB ; 
(3) 1= OTD 
zu bilden fiir alle Darstellungen der Eins in der terniiren Form: 
(4) 1=—C?— 7? BR? — 7? D? 


durch ganze Zahlen B, C, D unseres Korpers K. 

Auf jeder Symmetrielinie liegen unendlich viele Fixpunkte (3), 
und es ist besonders interessant, dies fiir die imaginire y-Axe noch ein 
wenig weiter zu verfolgen. Auf den Punkt 7 = 7 folgt hier in der 
Richtung wachsender y der Fixpunkt: 

n = S(i) te, 
unter e die schon 6fter genannte Einheit: 
(5) e=2+fP+j8+ 47 +5) 
des Kérpers L verstanden. Die zugehdrige elliptische Substitution: 
’ —€6 ° , == 1 
ce oe 
combinirt, ergiebt in U(y) =“ die erzeugende Substitution fiir jene 


in T enthaltene cyklische Untergruppe hyperbolischer Substitutionen, welche 
die imagindre y-Axe in sich tiberfiihren; es ist dies geometrisch sofort 
evident. Da folgt nun gleich weiter: Jede Substitution: 


(6) f= 4tiy, 42-PB=1 
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mit ganzen Zahlen A, B des Kérpers K ist eine ganze Potenz von 
U; umd also ist jede Einheit des Korpers L, welche mit ihrer inner- 
halb L conjugirten Einheit das Product 1 liefert, eine ganze Potenz 
von e. Es finden also fiir die unter (6) angegebene Pell’sche Gleichung 
eben jene Verhiltnisse statt, die uns aus der rationalen Zahlentheorie 
bekannt sind. 

Dieses Ergebniss ist in Uebereinstimmung mit den Regeln der 
Dirichlet’schen Einheitentheorie*). Nach der letzteren giebt es zufolge 
der oben iiber die conjugirten Kérper K und DL angegebenen Sitze 
in K gwei unabhingige Einheiten, welchen sich beim Fortgang zu LZ nur 
eine einzige dritte unabhiingige Einheit anschliesst. Eben aus letzterem 
Umstande leitet man leicht die Existenz einer ,,kleinsten positiven 
Lésung“ der Pell’schen Gleichung (6) ab, in der sich alle itibrigen 
Lésungen in der bekannten Weise darstellen. Dass aber diese kleinste 
Lésung in e wirklich vorliegt, méchte man vielleicht rein arithmetisch 
nur erst mit Hiilfe einiger weiteren Rechnungen zeigen kénnen. 

Unter allen Einheiten A+jB mit A,B>O ist tbrigens e 
keineswegs die kleinste. Es ist z. B. auch e, = 1 + 2) eine Einheit, 
die dann aber mit @, multiplicirt noch nicht 1, sondern erst eine von 1 
verschiedene Einheit des Kérpers K liefert. Dann aber muss der Quotient 
von 1+ 2j und 1 — 2j nothwendig eine ganze Potenz von e sein, 
und ich finde aus den numerischen Betriigen dieser Zahlen, dass es 
nur e* sein kann. Da 


e = (1+ 2)) (7-+87?+2)*) 
ist, so miissen demgemiss die Gleichungen bestehen: 
1+ 2j june rer 
Paap LA 2I) T4+ 87P +25, 
(1 —49) (74-87? 25")? = 1, 
deren letztere man in der That sofort bestiitigt. — 

Nicht minder interessant sind die functionentheoretischen Ergebnisse. 
Durch die neuere Ausbildung der Riemann’schen Functionentheorie ist, 
wie man weiss, der endgiiltige Beweis fiir die Existenz einer Function 
t() gegeben, welche in unserem Falle das einzelne Kreisbogensiebeneck 
der y-Halbebene conform auf das Innere eines Kreises abbildet: Man 
wird etwa diesen Kreis als Einheitskreis der t-Ebene fixiren, dessen 
Mittelpunkt, t= 0, dem in (10) § 2 gegebenen Mittelpunkte y, des 
Siebenecks entspreche; in den Ecken des letzteren mége dann tr die 

2in lia 
Werthe i,e‘ ,-+-,e ' annehmen, wodurch + bekanntermassen ein- 
deutig bestimmt ist. 





*) Cf. Dedekind 1, c. pag. 555, 
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Das Ausgangssiebeneck der y-Halbebene wird, mit seinem Spiegel- 
bild an der imaginiiren Axe vereint, einen Fundamentalbereich der 
Gruppe T liefern, welch’ letztere sich damit als eine Gruppe des Ge- 
schlechtes Null erweist: Die Function t(y) ist direct die zugehdrige 
Hauptfunction, und alle iibrigen automorphen Functionen der Gruppe [ 
sind rationale Functionen von t. 

Fiir die explicite Darstellung dieser zur Gruppe [ gehdrenden 
automorphen Functionen in y schreiben wir unter Einfiihrung der 
homogenen Variabelen 7, , Ho: 


(A+JB) )n +C+ 5D 1 
(1) Ot 00) — DM (cos Dine a 3B) (GHD a ABO 
summirt tiber alle Darstellungen der Einheit 1 in der quaterniren Form: 

l= A? 4+ 0? — 7B? — 72D? 

vermige ganzer Zahlen A, B,C, D des cubischen Korpers K. Hierbei 
ist H(y) eine rationale Function ihres Argumentes, und es muss die 
ganze Zahl g > 2 sein, damit in (7) Convergenz vorliegt; eine Reihe 
von der Bauart (7) henennen wir zu Ehren ihres genialen Entdeckers 
als eine Poincaré’sche*). In den vodllig endgiiltig fixirten Reihen 
(7) haben wir direct automorphe Formen des rechtwinkligen reguldéren 
Kreisbogensiebenecks in abgeschlossener Gestalt vor Augen. 

Uebrigens liefern uns die Poincaré’schen Reihen keineswegs alle 
automorphen Formen der Gruppe [, und insbesondere lassen sich jene 
einfachsten Formen (—2)'" Dimension, welche aus t(y) durch einen 
bekannten Differentiationsprocess gewonnen werden kénnen, in der 
Gestalt (7) nicht darstellen. — 


§ 4. 
Eintheilung des Siebenecks in sieben gleichschenklige Dreiecke und 
gugehorige Gruppe Mz). 

Die Substitution S der Periode sieben transformirte die Gruppe [ 
in sich. Wenn man demnach mit den Substitutionen 1, V,, V.,... 
der Gruppe [ noch die weiteren sechs Classen von Substitutionen: 

S*, V,8°, V,8°,..., Me vom l,2,...,6 

zusammenthut, so hat man wieder die gesammten Substitutionen einer 
Gruppe, die wir [) nennen moégen, insofern in ihr [ eine ausgezeich- 





* Ich echliesse mich{in dieser Hinsicht dem Vorschlage des Hrn, E, Ritter 
an, der auf Grund beziiglicher neuerer Vorlesungen von Hrn. Prof, Klein eine aus- 
fiihrliche Untersuchung iiber die Poincaré’schen Reihen angestellt hat; vergl. die 
Abhandlung Ritter’s ,, Die eindeutigen automorphen Formen vom Geschlecht Null, 
eine Revision und Erweiterung der Poincaré’schen Sdtze“, welche demniichst in 
diesen Annalen (Bd. 41, p.1ff.) erscheinen wird, sowie eine vorliufige Mit- 
theilung desselben in den Gdttinger Nachrichten vom 5. Mirz 1892. 
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nete Untergruppe des Index 7 ist. Die Substitutionen dieser Gruppe, 
diejenigen mit v = 0 nicht ausgeschlossen, benennen wir fortan all- 
gemein durch v. Natiirlich ist t7(7) eine Hauptfunction dieser Gruppe, 
und die Ebene derselben erscheint in der »-Halbebene conform tiber- 
tragen auf ein. Kreisbogenviereck mit zwei rechten Winkeln und zwei 


Winkeln = , welche letztere ihre Scheitel in den Centren zweier neben 


einander liegender Siebenecke haben. 

Doch soll es vor allen Dingen unser Ziel sein, den arithmetischen 
Charakter unserer neuen Gruppe [) erschépfend aufzuweisen. Und 
in diesem Betracht behaupte ich: Die Gruppe [\1) besteht aus allen 
denjenigen Substitutionen: 


(9) xn —A+IB) 0 + (O+5D)_ 
(1) (0) = (—045D)n + (A-3B) 
der Determinante vier: 
(2) A? -+ C? — j2?B? — 72D? = 4, 
fiir welche die Congruenzen: 
(3) A=C, B=D, (mod. 2) 


erfillt sind. Natiirlich sollen die A, B, C, D nach wie vor ganze 
Zahlen des Kérpers K sein. 

Zum Beleg dieser Behauptung vorab die Bemerkung, dass die 2 
im Korper K den Charakter einer Primzahl hat, im Gegensatz iibrigens 
zu den Verhiiltnissen, wie wir sie im Kérper Z antreffen. Indem ich 
nimlich die ganzen Zahlen A etc. in sofort verstindlicher Abkiirzung 
durch (a), @,, @) benenne, wird unter den acht mod. 2 incongruenten 
Zahlen P = (0, 1, 0) =? den Charakter einer Primitivwurzel haben, 
insofern erst P? = 1 (mod. 2) wird. Aus 

A = (a, 41, G@), AP=(a,,a)+a,, 4,), (mod. 2) 
folgt aber, dass A-P nur dann durch 2 theilbar ist, wenn dies schon 
von A gilt. Ist also tberhaupt das Product zweier ganzen Zahlen 
von K durch 2 theilbar, so gilt das Gleiche wenigstens vom einen 
Factor. 

Jetzt bemerke man erstlich, dass jede der Congruenzen (3) unter 
Riicksicht auf (2) eime Folge der anderen ist. Nimmt man z. B. 
B= D (mod. 2) an, so folgt aus (2): 

A?— C?=(A+C)(A—C)=0 (mod. 2), 
so dass mit Riicksicht auf die Primzahleigenschaft von 2 sofort die 
erste Congruenz (3) sich ergiebt, 

Um die Gruppeneigenschaft der Operationen (1) direct zu unter- 
suchen, combiniren wir v mit v' und heben die rechte Seite der ent- 
springenden Substitution durch 2, um bei der Substitution vv’ wieder 
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zur Determinante 4 zuriickzukommen. Die vier Zahlen A”, B’, C”, D” 
von v” = vv’ berechnen sich daraufhin aus: 
2A” = AA'’—CC’'+ 7(BB'+DD), 
2B” = AB’'+ A’ B+ CD’ —C'D, 
2C” = AC’ + A’'C+ /?(BD'—B'D), 
2D" =—AD'+ A’'D+ BC’— BC, 
und nun ist offenbar zu zeigen: 

1) dass A”, B”, C”, D” wirklich ganze Zahlen von K sind, 

2) dass fir A”, B’, C”, D” die Congruenzen (3) gelten, 

Der erste Punkt erledigt sich ohne weiteres; denn vermége (3) folgt: 

2A”"=0, 2B”"=0, 2C0°=0, 2D”=0 (mod. 2). 
Weiter aber hat man: 
©) 2B"+D") = (A+0) (B+) + (4'+0)(B+D) 
—2(B'C+C’ D), 
und hier sind alle drei Glieder rechter Hand durch 4 theilbar. Fir 
die beiden ersten Glieder folgt dies unmittelbar aus (3), fiir das letzte 
Glied beachte man folgende Congruenzen (mod. 2): 
BC+ CD=AB'+A’'B, 
(B'C+C' DY = AB? + APB, 
(B’C+C’ D)? = 27° BB’? =0, 

deren letzte sich mit Riicksicht auf die aus = @) und (3) entspringenden 
Congruenzen : 


(4) 


A=B, A?*=jB?, (mod. 2) 


ergiebt. Da also das Quadrat von (B’C+ C’D) durch 2 theilbar ist, 
so gilt dies von dieser Zahl selbst. Es ist sonach B” =D" (mod. 2), 
womit die Gruppeneigenschaft der Substitutionen v dargethan ist. 

Jetzt aber ist weiter zu zeigen, dass die Gruppe aller Substitu- 
tionen (1) wirklich mit [\;) identisch ist. Sicher ist die [i in der 
Gruppe der Substitutionen (1) enthalten; denn letztere umfasst die 
Gruppe [ und enthalt ausserdem die Substitution S, welche zufolge 
ihrer Gestalt (9) § 2 sich unter den Ansatz (1) subsumirt. 

Andrerseits aber lisst sich die Gruppe aller Operationen (1) durch 
Spiegelung an der imaginiiren Axe erweitern, wodurch sie um die 
Substitutionen zweiter Art: 


> - A+ jB)y — (C+ jD 
(6) 0(y) = (A+) ) +) ) 


(— C47 D)7q — (AGB) 
bereichert wird. Soll insbesondere eine Spiegelung vorliegen, so muss 
B= 0 und also D = 0 (mod. 2) sein; dann aber folgt aus (2): 
. 30* 
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A? + C?=2A?=0 (mod. 4), 

A?=0, A=C=0 (mod. 2), 

so dass man zu einer Operation V der Gruppe f zuriickgefiihrt ist. 
Die Siebenecktheilung der n- Halbebene ist demnach gegentiber der Gruppe 
der Substitutionen (1) und (6) invariant. Aber das einzelne Siebeneck 
wird nur durch die sieben Substitutionen erster Art 1, S,... 8° 
unserer Gruppe in sich transformirt, da die 7 weiteren Transformationen 
des Siebenecks in sich als Spiegelungen zufolge (7) unter den © nicht 
vorkommen. Ein durch zwei grisste Radien des Siebenecks ausge- 


schnittenes gleichschenkliges Dreieck der Winkel =; = . = ist sonach 
Fundamentalbereich der Gruppe (1), (6), und damit hat sich in der 
That die Gruppe der Substitutionen (1) als mit Tz) identisch erwiesen. 


(7) 


§ 5. 
Die Gruppe der Dreiecksfunction (2, 4, 7). 


Die Gruppen fi) und Pq des vorigen Paragraphen stehen in un- 
mittelbarsten Zusammenhange mit der Gruppe der zur Verzweigung 
(2, 4, 7) gehdrenden Dreiecksfunction, oder, wie wir kurz sagen 
wollen, der Dreiecksfunction (2,4, 7). In der That wird ja das Aus- 
gangssiebeneck ausser durch die sieben Substitutionen 1, S, ..., 8° 
auch noch durch die sieben Spiegelungen an seinen Symmetrielinien 
in sich iibergefiihrt. Die wmfassendste Gruppe, in welcher die Siebeneck- 
Gruppe T ausgezeichnet ist, wird also diejenige Tis, sein, welche den 
14% Theil des Siebenecks, d. i. ein Kreisbogendreieck der Winkel 


=, =, + zum Fundamentalraum hat. 

Doch handeln wir zuvérderst von der noch nicht erweiterten 
Gruppe Tus) der Dreiecksfunction (2, 4, 7). Diese [iu werden wir 
offenbar aus der [(z, der Substitutionen v durch Zusatz der einzelnen 
Substitution der Periode vier: 


(1) t09() = ES 


herstellen kénnen. Dass in der That die [, durch w ‘in sich trans- 
formirt wird, ergiebt sich sofort aus: 

(A—jD)n+(C+JjB), 
(—C+jB) n+ (A+ gD)’ 

die Transformation durch w, wirkt also auf die einzelne Substitution v 
derart, dass die Zahlen B und D unter Zeichenwechsel des D per- 
mutirt werden. Der arithmetische Gesammtcharakter der Gruppe V1) 
aber ist der, dass diese Gruppe neben den Operationen v auch noch die 
gesammten Substitutionen: 


(2) Wy*v W,(n) = 
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(3) won) — Ape t CrP) 
der Determinante zwei: 

(4) A? + 0? —j?B* —j2D? —2 
umfasst. 


In der That verbinde man erstlich eine Substitution v mit (1) zu: 


4-948 -E,. CP ELE, 
—-A—C+j(B+D), A—C-—-j(B—D) 

Hier kann man zufolge der Congruenzen (3) § 4 vier ganze, der 
Bedingung (4) gentigende Zahlen A’, B’, C’, D’ durch 

2A =A—C, 2B'=—=B—D, 2071 =—=A4+C, 2D—B+D 
definiren und erkennt daraufhin in vw, eine Substitution (3). Auf der 
anderen Seite giebt eine beliebige Substitution w mit w,—' in: 


ete? 

‘ —C—j(B—D), A+ C —j(B+ D) 
offenbar ein v. Insbesondere liegt eine Substitution V der urspriing- 
lichen Siebeneckgruppe [ vor, falls A=C, B= D (mod. 2) ist. 
Nennen wir die dieser Bedingung geniigenden w speciell W, so bilden 
W, V diejenige Gruppe Ti), welche geometrisch durch Hilftung des 
Ausgangssiebenecks vermige der Symmetrielinie (11) § 2 eingefiihrt ist. 

Die erweiterte Gruppe Fae) enthalt neben den urspriinglichen 
Spiegelungen der Gruppe [ eine Reihe weiterer; in der That kommen 
ja jene Symmetriekreise hinzu, welche sich aus den Symmetrielinien 
jedes einzelnen Siebenecks zusammensetzen, Analytisch sind diese 
neuen Kreise gegeben durch: 


(5) (C — jD) (a + y*) + 242 — (C 45D) =0, 

wenn wir diese Gleichung bilden wollen fiir alle Darstellungen der 2 
in der terniéren Form: 

(6) 2=— 47+ C?—j?D 

vermige ganzer Zahlen A, C, D des Korpers K. 

Infolge der grésseren Zahl der Symmetrielinien ist auch das 
System der in [4) enthaltenen elliptischen Substitutionen weit mannig- 
faltiger geworden. Die zu den Siebeneckcentren gehérenden Substitu- 
tionen der Periode 7 sind freilich bereits in der F(z, enthalten; hin- 
gegen kommen neu hinzu: einmal Substitutionen der Periode vier, 
deren Fixpunkte die Gitterpunkte der Siebenecktheilung sind, und Sub- 
stitutionen der Periode zwei, deren Fixpunkte die Seitenhalbirungspunkte 
der Siebenecke sind. Indem wir die Betrachtung der Siebeneckcentren 
hinausschieben, miissen wir zu den beiden andern Arten elliptischer 


eT 
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Substitutionen auch durch directe Betrachtung der Substitutionen (3), 
(4) gefiihrt werden. 

* Aber damit (3) eine elliptische Substitution vorstellt, ist noth- 
wendig und hinreichend, dass A? < 2 ist. Durch den gleichen Ge- 
dankengang, wie zu Anfang des § 2, kann man zeigen, dass dann 
fiir die drei conjugirten Zahlen A, A,, A, zugleich die Ungleichungen 
— /2< A, A,, A, < Y2 bestehen miissen. Die einzigen ganzen 
Zahlen A, welche dieser Forderung geniigen, sind A=0 und A= 1; 
und hier liefert A = 0 die elliptischen Substitutionen der Periode zwei, 
A=1 aber diejenigen der Periode vier. Als neues Resultat merken wir 
uns noch an: Die Seitenhalbirungspunkte der Siebenecke sind die Punkte : 





jB+ iV2 
(7) 7 sD ’ 
zu bilden fiir alle iiblichen Darstellungen der Zahl 2 in der Form: 
(8) 2=— C? —j? Be —j? D?. 
§ 6. 


Die beiden Eintheilungen des Siebenecks in 63 Kreisbogendreiecke vom 
Typus (2,3, 7). Angaben iiber die zugehérigen Gruppen. 

Es ist gewiss eine der interessantesten Thatsachen, denen wir im 
Laufe unserer Ueberlegung begegnen, dass sich das rechtwinklige reguldre 
Kreisbogensiebeneck auf’ zweier- 
lei Art in jedesmal 63 dqui- 
valente Kreisbogendreiecke mit 
den Winkeln =, =, = ser- 
legen liisst. Die hierneben ab- 
gedruckte Figur2 giebt die eine 
dieser beiden Eintheilungen 
an. Dieselbe ist augenschein- 
lich unsymmetrisch, und in- 
\ dem wir das Siebeneck an 
“einer seiner Symmetrielinien 
umlegen, werden wir zur 
anderen Kintheilung gefiihrt. 
Dass aber die 63 Dreiecke in 
der That aiquivalent sind, sieht 


man wohl so am kiirzesten, 
dass man umgekehrt das Siebeneck aus einem einzelnen Dreieck (2, 3, 7) 
nach dem Symmetrieprincip herstellt.*) 








Fig, 2. 


*) Wenn es sich um Zeichnung von Figuren handelt, so ist es immer zweck- 
miissig, die natiirliche Grenze als eigentlichen Kreis zu wihlen, dessen Centrum 
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Den beiden gleichberechtigten Eintheilungen entsprechen zwei 
Gruppen Fis) und Fis), in denen nun aber keineswegs mehr die ur- 
spriingliche Siebeneckgruppe [ ausgezeichnet ist: Vielmehr ist T in 


der einzelnen Gruppe Fis, eine unter neun gleichberechtigten Unter- 
gruppen des Index 63. Uebrigens bemerkt man sofort, dass die 
Gruppe Tz des vorleteten Paragraphen die umfassendste gemeinsame 
Untergruppe von Fees, und cos) ist, wnd dass die urspriingliche Gruppe 
Tix, i der gleichen Beziehung zu den Gruppen Toes, und Tes) steht. 
Es folgt hieraus als Nebenresultat, dass die Gleichung: 


rh BNW He) 


die algebraische Lésung f(x, y) = 0 besitzt, und zwar wird in dieser 
algebraischen Relation f= 0 die Variabele x bis auf den 9" Grad 
ansteigen, y dagegen bis auf den 2'" Grad. Es hat auch gar keine 
Schwierigkeit, den fertigen Ausdruck dieser algebraischen Gleichung 
des Geschlechtes Null durch Vermittlung der Hauptfunction der Gruppe 
Tz) aus den in Betracht kommenden Verzweigungen abzuleiten; in- 
dessen halte ich mich dabei nicht weiter auf. 

Insofern die Gruppen [ig3) und Fis) zwei besondere Gestalten fiir 
die Gruppe der Dreiecksfunction (2, 3, 7) darstellen, so miissen diese 
beiden Gruppen in einander transformirbar sein. Dies ist auch geo- 
metrisch leicht zur Evidenz zu bringen: Es mége in der That Fé) die- 
jenige Gruppe sein, bei welcher das Ausgangssiebeneck der 7-Halb- 
ebene*) die Eintheilung der Fig. 2 trigt; alsdann wird [() in Mos) 
durch Spiegelung am Kreise (11) § 2 hervorgehen, welch’ letzterer 
den Winkel zwischen LEinheitskreis und imaginirer 4-Axe_ halbirt. 
Wir diirfen aber diese Spiegelung auch vorab mit derjenigen an der 
imaginiren Axe (welche [(s) in sich transformirt) zur Substitution w, 
combiniren, die schon unter (1) § 5 genannt wurde, und haben dann 
die Gleichung: 

(1) Fos) = Wy* Fea) 0p. 
Die Operationen der Fi) werden also, soweit sie nicht der [i an- 
gehéren, unsere beiden neuen Gruppen in einander transformiren. 

Die zu den Gruppen [s), [s) gehérenden Eintheilungen der 
yn-Halbebene in Kreisbogendreiecke (2, 3, 7) sind hiernach so zu 
charakterisiren: Die imaginiire »-Axe ist beide Male Symmetrielinie 


insbesondere ein elliptischer Fixpunkt sein mag, wie in Fig. 2 des Textes. Die 
arithmetische Gestalt der Substitutionen wird indessen durch jede Transformation, 
die wir mit der bisher gebrauchten 4-Halbebene vornehmen migen, eine com- 
plicirtere. 

*) Also dasjenige Siebeneck, welches links von der imaginiiren 7-Axe und 
ausserhalb des Einheitskreises an den Punkt 7 = 7 heranragt. 
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und auf ihr ist 4 =i Fixpunkt einer elliptischen Substitution der 
Periode zwei; aber bei Ms, ist auf der imaginiiren Axe der Punkt 
4 =% von zwei Fixpunkten elliptischer Substitutionen der Periode 
sieben umgeben, bei [¢s) folgen auf 4 = i beiderseits-zuvérderst zwei 
Fixpunkte von Substitutionen der Periode drei auf der imaginiren 
n- Axe. 


§ 7. 
Der arithmetische Charakter der beiden Gruppen [(s) und Ms). 


Unsere Hauptaufgabe ist natiirlich, den arithmetischen Charakter 
der beiden Gruppen [is) und Fé) klarzustellen, und hier liegen die 
Gesetze ein wenig tiefer. Ich stelle zunichst die Resultate zusammen, 
die dann im Weiteren zu belegen sein werden. Alle Substitutionen 
unserer Gruppe zeigen die Bauart, wie wir sie in § 4 bereits fiir die 
Tq kennen lernten, nur dass jetzt die beschrinkenden Bedingungen 
(3) § 4 zum Fortfall kommen. Indem wir also wieder ein besonderes 
Zeichen fiir die jetzt im Betracht kommenden Substitutionen einfiihren, 
setzen wir etwa: 


A iB C+ jD 
(1) U(n) = (A+ J \n+ +) 


(—€+jD)n+A—jB 
mit der Determinante vier: 
(2) A2+4C—jR-j-P=—4. 
Es gelten dann folgende Gesetze: Irgend eine Substitution U (mit 
ganzen Zahlen A,B,C, D) geniigt entweder den Congruenzen: 
A=B+(1+j?+j) D 

® Om(+3°459 3 + D) oun 
oder aber den beiden anderen: 
AS(1l+j?+j) B+ me 

ae ‘es 3 (mod, 2), 
CSB+(1+j? +i) D 
sofern sie nicht gar (1) und (Il) zugleich befriedigt. Die Substitutionen 


U, welche (1) befriedigen, bilden die Gruppe Ts), diejenigen, welche 
(II) befriedigen , liefern Ts). 

Beim Beweise bemerke man etwa zuvorderst, dass das Zusammen- 
bestehen von (I) und (II) thatsiichlich zur Grappe [) zuriickfiihrt. 
Es ergiebt sich nimlich zuerst A==C (mod, 2) und damit B= D (mod. 2). 
Umgekehrt folgt aus letzteren beiden Congruenzen wegen: 

(3) (j? + 5"? = 5? (mod. 2) 
mit Riicksicht auf die Congruenz (2): 


[A — (i? +5") B) (A + (i? +54) B]=0 (mod. 2), 





(II) 
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so dass von allen Substitutionen » der [Fy auch wirklich die Con- 
gruenzen (I), (II) einzeln befriedigt werden. Doch wenden wir uns 
nun zum Beweise der Behauptung, dass jede Substitution U entweder 
(I) oder (II) befriedigt. 

Man reducire die Gleichung (2) modulo 4 zu: 


(4) A? + 0? =j?(B? + D) (mod. 4) 


und bemerke nun zuniichst, dass mit der Angabe des Werthes der 
Summe A? ++ C? modulo 4 die Zahlen A, C selbst mod. 2 bis auf die 
Reithenfolge bestimmt sind. Ist niimlich: 


(5) A? + C0? = A’? + C’? (mod. 4), 
so ergiebt sich zunichst durch Reduction mod. 2 nach leichter Rechnung: 
A+ C=A'+C’ (mod. 2), 
sowie daraufhin weiter : 
r (A + C)? =(A' + C’)* (mod. 4), 
(6) AC=A'C'’ —_— (mod. 2). 


Soll nun eine der beiden Zahlen A,C durch 2 theilbar sein, so gilt 
dies auch von einer der Zahlen A’, C’; die Congruenz der beiden 
iibrig bleibenden Zahlen mod. 2 folgt dann aus (5), so dass in diesem 
Falle unsere Behauptung bewiesen ist. Sind aber A und C zugleich 
prim gegen 2, so setze man A’—xA (mod. 2) und hat dann (immer in 
Folge der Primzahleigenschaft von 2 im Korper K) C'=x~"C (mod. 2). 
Indem man diese Werthe von A’, C’ in aa eintrigt, entspringt fiir 
die ganze Zahl x die Congruenz: 
“* A? + x?(A?+ C*)+ C?=0 } 
a (mod, 2); 
(x? — 1) (x? A? — C*?)=0 

man hat also nur die beiden Méglichkeiten x =1 und «= AC, 
so dass die Zahlen A’, C’ bis auf die Reihenfolge mit A, C mod. 2 
iibereinstimmen. 

Modulo 2 congruente Zahlen des Kérpers K liefern modulo 4 
congruente Quadrate. Wiihlt man demnach das Zahlenpaar B, D mod.2 
unter den 64 Méglichkeiten in einer Weise aus, so sind damit die 
Zahlen A, C als Wurzeln der Congruenz (4) mod. 2 bis auf die Reihen- 
folge eindeutig bestimmt. Hier sind es nun gerade die Congruenzen (1) 
oder die aus ihnen durch Permutation von A und C entspringenden 
Congruenzen (Il), welche die gefundene eindeutige Abhiingigkeit der 
A und C von Bund D zum Ausdruck bringen. Das bestatigt sich 
nun einfach dadurch, dass man die aus (1) entspringenden Ausdriicke 
fiir A und C in (4) einsetzt und zeigt, dass dadurch die Congruenz 
(4) identisch, d. i. unabhingig von B und D erfiillt ist. 
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Nachdem dieser Punkt erledigt ist, brauchen wir nur noch zu 
zeigen, dass alle Substitutionen U mit der Bedingung (I) die Gruppe 
Ties) bilden. Nach (2) §5 ist dann ohne Weiteres selbstverstindlich, 
dass die Substitutionen U mit der Bedingung (II) die Gruppe Mis) 
= ww, bilden. 

Der niichste Schritt ist nun zu zeigen, dass die Substitutionen U 
vom Typus (I) iiberhaupt eine Gruppe bilden. Combiniren wir also 
zwei Substitutionen U, U’, welche den Bedingungen: 

(7) ASB+QI+f4+5)D, ASR+At+H7+5)D, 

C=(474+j9B+D, CSA+j7+j) Be +d’ 
modulo 2 geniigen, zu einer Substitution U”, so werden wieder die 
vier Gleichungen (4) § 4 zur Anwendung gelangen. 

Setzen wir nun in der ersten dieser Gleichungen fiir A’ und C’ 
ihre Werthe (7) ein, so kommt als eine mod. 2 giiltige Congruenz: 

2A” = B [A+ j?B+ (14+ j2+ JC] 
+ D (A+ j2+j) 4404 j*D}. 
Hier sind nun beide rechts stehende Klammern auf Grund der Formeln 
(7) durch 2 theilbar, so dass A” eine ganze Zahl ist. Nicht anders 
ist der Beweis, dass auch B”, C”, D” ganze Zahlen sind, und damit 


haben wir als erstes Resultat dieses, dass U” in der That wieder eine 
Substitution U ist. 


Es bleibt iibrig zu zeigen, dass fiir U” auch wieder die Con- 


gruenzen (I) in Geltung sind. Zu diesem Ende fiihre ich die Bezeich- 
nungen ein: 


2A=+ 44+ B'4+ (145? +5) Dd, 

Bm + A+B + (1+ 577 +59C% 

ar = 40’ —D' + (14+ ji? +5) B, 

2A=—C’4+/P7D' + (1+ i?+5)4, 

wobei auf Grund von (7) die A,B, I, 4 ganze Zahlen des Kérpers K 

sind. Jetzt berechnet man aus (4) § 4 folgende Congruenz mod. 4: 

2[A” + BY” + (1+ j2+ j*) D'] = 24A + 2BB 4 2CF + 2DA. 

Indem wir durch 2 heben, A und C aber auf Grund von (7) durch 

B und D ausdriicken, folgt weiter mod. 2: 

Q) A+B’ 4 (14+ 52+ 5) Do = BA+B+ 0474597 
+ D(1+ 7? +j)A+T + 4). 

Aber aus (8) ergiebt sich mit Rtcksicht auf (7) mod. 4 das Folgende: 

2AA+B+(1+7?+ 990) = 2[(44+ 7? R + 14+7?+ 9) 0) = 0, 

2+ jj APT +A]=2 (1454-4 + Bt (14-5245) DI =0. 


(8) 
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Die Congruenz (9) liefert daraufhin A” =B”+ (1+ 72+ 7*)D” (mod.2), 
welches die erste Congruenz (I) ist. Hiernach ist aber die zweite 
Congruenz (1) von selbst mit erfiillt: Die Substitutionen U vom 
Typus (I) bilden demnach wirklich eine Gruppe. 


§ 8. 
Fortsetzung: Beweis fiir die Identitét der Gruppe der Substitutionen U 
vom Typus (I) mit der Fes) der Function (2, 3, 7). 


Es soll jetzt weiter gezeigt werden, dass die Gruppe der Dreiecks- 
function (2, 3, 7) in der Gestalt Ties, jedenfalls in der Gruppe der 
Substitutionen U vom Typus (I) enthalten ist. Zu dem Zwecke be- 
rechnen wir ein System zweier erzengenden Substitutionen s und ¢ 
fiir die [is Dabei soll als elementares Ausgangsdreieck der Ein- 
theilung (2,3, 7) dasjenige gelten, welches innerhalb des oben fixirten 
Ausgangssiebenecks am Eckpunkt 7=7 gelegen ist; mit seinem Spiegel- 
bilde an der imaginiiren Axe vereinen wir dieses Dreieck zum Funda- 
mentalbereich der Gruppe [¢s). Dann sei s diejenige Substitution der 
Periode 7, welche die linke Seite des Doppeldreiecks in die rechte tiber- 


fiihrt, wihrend ¢ einfach die bekannte Gestalt »’ = > gewinnt. 


Um die*Substitution s = S 5) explicite darzustellen, bemerken 
? 


wir, dass die Fixpunkte von s auf der imaginiiren Axe liegen werden; 
dieserhalb ist a0. Nehmen wir sogleich die Determinante «d—fp y—4, 
so wird s dieselbe Summe des ersten und vierten Coefficienten aufweisen 
miissen, wie die in (9) § 2 gegebene Substitution S; denn beide Sub- 
stitutionen S und s drehen die 4-Ebene um ihre Fixpunkte herum 


durch den Winkel . Es ist also: 


a=d=1+43j?+ jt 
Endlich soll s¢ die Periode drei aufweisen, und dieserhalb ist BR—y = --2, 
worauf sich aus ad — By = 4 noch — By =—1— jj? ergiebt. Die Sub- 
stitution s hat daraufhin in der That die Gestalt einer Substitution U, 
indem: 
A=1+3j?+)j!, B=0, C=+1, D=+1 

ist; und zugleich ist evident, dass der Typus (I) vorliegt. Durch die 
doppelten Vorzeichen bei C und D werden uns aber zugleich die Sub- 
stitutionen s, s—!, ¢tst, ¢s—'¢ geliefert, und wir treffen das Richtige, 
indem wir: 


39? ;4 1 
(1) s(n) — Gta tint ats 


et, ta) = 
Hitdn+atarziy “UN 
schreiben, 
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Man frage jetzt zweitens nach der Gesammtheit der elliptischen 
Substitutionen U. Dieselben sind durch die Forderung —2 << A < 2 
charakterisirt, und wir finden analog wie in § 1, dass unter den fiir 
uns in Betracht kommenden Zahlen A nur die zwei rationalen: 


(2) A=0, A=l1 

sowie die drei conjugirten Zahlen: 

(3) A=143j?+j, Aa14j3, A= 1-2)? - 58 

jener Forderung geniigen kénnen. Die beiden Werthe (2) liefern 
elliptische Substitutionen der Perioden zwei und drei, die drei Werthe 
(3) aber solche der Periode sieben. Diese drei conjugirten Zahlen 
(3) vertheilen sich dabei so, dass z. B. im Falle der Substitution s 
die erste Zah] (1 + 3j? + j*) fiir s und s~ zur Geltung kommt, die 
zweite, 1 -+ 72, fiir s? und s-*, endlich 1 — 2j)?—j! fiir st’, s-, 
Merken wir vor allen Dingen an: In der Gruppe der Substitutionen 
U kommen an elliptischen Substitutionen nur solche der Perioden 2, 3 
und 7 vor. 

Demniichst erweitere man in gewohnter Art die Gruppe der U 
vom Typus (I) durch die Spiegelung an der imaginiiren Axe. Die 
damit entspringende Gruppe wird die Gruppe Fs) als Untergruppe 
enthalten. Indem man also das Diagramm der Symmetriekreise fiir 
die Spiegelungen U in der -Halbebene entwirft, wird jedenfalls die 
gesammte Eintheilung (2,3, 7) der Fis) mitgezeichnet sein. Aber nun 
ist wieder geometrisch sehr leicht zur Evidenz zu bringen, dass das 
einzelne Kreisbogendreieck (2, 3, 7) nicht noch von einem weiteren 
zur reellen 4-Axe orthogonalen Kreise durchzogen sein kann, der die 
Seiten jenes Dreiecks ausschliesslich unter Winkeln +, ane, ae 
trife*). Gerade wie auch bei den friiheren analogen Gelegenheiten 
basiert die Ueberlegung auch jetzt wieder auf dem Umstande, dass 
beim System der Symmetriekreise der Spiegelungen U immer nur 
Kreuzungspunkte zu je zwei, drei bez. sieben Kreisen auftreten kénnen. 

Es ist solehergestalt der Nachweis gefiihrt, dass das Diagramm 
der Symmetriekreise der Spiegelungen U vom Typus (I) gerade die 
Dreieckstheilung (2, 3, 7) der y4-Halbebene ausmacht. Wir haben 
dann nur noch in gewohnter Art darauf hinzudeuten, dass das Kreis- 
bogendreieck (2, 3, 7) nur durch die identische Substitution in sich 
transformirt werden kann; damit ist dann die genaue Identitét der 


Gruppe der Substitutionen U, U vom Typus (I) mit der Gruppe Fis) 








*) Man wolle hierbei Fig, 2 heranziehen, wo der Hauptkreis leicht hinzu- 
construirt wird; noch zweckmissiger ist der Gebrauch der Fig. 33, welche im 
ersten Bande der ,,Vorles. tiber die Modulfunctionen“ p. 109 mitgetheilt ist. 
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der s-Function (2, 3, 7) zum Nachweis gebracht. Die arithmetische 
Formulirung der unterschiedenen hier in Betracht kommenden Arten 
von Fixpunkten ect. wird man jetzt miihelos nachtragen. — 


§ 9. 
Vom Princip der Congruenz-Untergruppen. 


In meiner dritten Arbeit tiber die Poincaré’schen Gruppen*) habe 
ich zwei Anwendungen dieser Gruppen ausfiihrlich erértert, einmal auf 


die Theorie gewisser binirer quadratischer Formen, denen hier die 
Formen: 


(1) (A + jB) « + 2Cay — (A — jB)y 


entsprechen wiirden, sodann aber auf die zur einzelnen Poincaré’schen 
Gruppe gehdrende Transformationstheorie. Beide Male galten als 
Prototyp die Verhiiltnisse der Modulgruppe, wo auf der einen Seite 
die Gauss’sche Zahlentheorie, auf der anderen aber die Transformations- 
theorie der elliptischen Functionen zur Geltung kam. Die Theorie der 
Formen (1) gestaltet sich nun wenigstens in ihrem elementaren Theile 
genau so, wie die Theorie der biniiren quadratischen Formen mit ratio- 
nalen ganzen Coefficienten. Aehnliches gilt wohl auch von der anderen 
Anwendung; dabei nimmt die Betrachtung der zu den Gruppen I, Tq, 
Tis), Fes) gehdrenden Transformationstheorie eine fiir die Theorie 
der Modulfunctionen interessante Wendung, und eben dieserhalb ver- 
weile ich bei dem fraglichen Gegenstande noch einen Augenbiick. 

Indem ich yar nicht eine erschépfende Beschreibung der in Be- 
tracht kommenden Verhiiltnisse anstrebe, wende ich mich sogleich zu 
der besonderen Gruppe Fs) der Dreiecksfunction (2, 3, 7) und ver- 
stehe jetzt unter m eine ungerade positive rationale ganze Zahl. Man 
betrachte dann die Congruenz: 


(2) j + 4j* 4 37? — 1 = 0; (mod, n) 
und hat in Betreff der Reducibilitét derselben mehrere Fallunter- 
scheidungen zu machen. 

Voran steht offenbar der Fall, dass die Congruenz (2) durch eine 
ganze Zahl befriedigt werden kann. Indem wir » so gewihlt an- 
nehmen und, falls mehrere Wurzeln von (2) existiren, eine einzelne 
nach Belieben auswahlen, kénnen wir offenbar durch Einsetzung dieser 
Wurzel die durch 2 dividirten Coefficienten der einzelnen Substitution U 


(vom Typus I**)) mit vier ganzen rationalen Zahlen a, B, y, 0 der 
Determinante 1 mod. » congruent setzen: 


*) Bd. 39 der vorliegenden Annalen p. 62. 
**) Ich fiige diesen Zusatz weiterhin nicht immer auf’s Neue hinzu, 











(3) 





Hierdurch ist, wie man sofort iiberblickt, eine homomorphe*) Be- 
ziehung der Gruppe Vs) auf die Gruppe der mod. n incongruenten Sub- 
stitutionen mit rationalen ganzen Coefficienten der Determinante 1 be- 
griindet. Diese letztere Gruppe will ich G,() nennen; ihre Ordnung 
ist bekanntlich: 
ns 1 1 1 
w(n) = (1 — =) (i— rm (1 — =r) al 

WO 4, %>.+.-.- die Primfactoren von m sind. 

Die Beziehung beider Gruppen ist dabei eine derartige, dass einer 
einzelnen Substitution U eine Substitution der G, entspricht, waihrend 
umgekehrt einer Operation der G, immer wnendlich viele U zugeordnet 
sind. Indessen hatte man doch hierbei noch den Nachweis zu fihren, 
dass auch Substitutionen aller Typen mod. in [¢s) enthalten sind; 
im Falle einer Primzahl » = q michte dieser Nachweis deshalb gar 
keine Schwierigkeit machen, weil wir da eine abgeschlossene Kenntniss 
von der Structur der G, besitzen. 

Ist q eine beliebige unter den in » aufgehenden Primzahlen, so 
hat die Congruenz (2) selbstverstindlich auch mod. q eine Lésung. 
In der G,q) miissen sich also cyklische Untergruppen der Ordnung 
sieben finden; denn eine solche wird schon durch die Substitution s 
geliefert. Es folgt, dass q entweder gleich 7 oder mod.7 mit + 1 
congruent sein muss: Nur fiir diejenigen n kodnnen die vorstehend 
skizzirten . Verhiltnisse eintreten, welche ausser einer etwaigen Potenz 
von 7 nur Primfactoren der Gestalt q=Th+1 und q=Th—1 
aufweisen. 

Der identischen Operation der Gruppe G, entspricht innerhalb 
der [es) eine ausgezeichnete Untergruppe des Index u(m), welche als 
Hauptcongruenzgrippe n” Stufe zu bezeichnen ist. Die zugehdrige 
Fliche F,() trigt eine regulir-symmetrische Eintheilung in 2u(n) 
Dreiecke, die sich um ihre Ecken zu zwei, drei und sieben schaaren. 
Diese Flache steht offenbar in engster Beziehung zu der bei der Trans- 
formation ne" Ordnung der elliptischen Functionen an gleicher Stelle 
auftretenden Filiiche F’,(,). Beide Male ist die Anzahl der Bereiche 
der regulir-symmetrischen Eintheilung die gleiche, und die beider- 

*) Im Anschluss an einen von Hrn. Klein bei seinen neueren Vorlesungen 
eingefiihrten Brauch schreibe ich an Stelle der bisherigen Bezeichnung ,,me- 
roedrischer Isomorphismus‘‘ die sinngemiissere ,,Homomorphismus‘, _,, lsomor- 
phismus“ schlechthin wird dann, was man sonst ,,holoedrischen Isomorphismus‘“ 
nannte, 
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seitigen Gruppen der Transformationen der Flaichen in sich sind genau 
isomorph. Aber die eine Eintheilung tragt den Typus (2, 3, 7), die 
andere (2, 3, ), und dies hat insbesondere die Folge, dass wnter 
beiden Flichen die von der Vs) gelieferte das geringere Geschlecht 
aufweist. 

Dass die innerhalb der Modulgruppe ausgezeichnete Hauptcon- 
gruenzgruppe 7'* Stufe [,,, die Gruppe des gleichen Charakters inner- 
halb [s3) liefert, liegt sehr nahe. Wir bestiitigen dies direct, indem 
wir fiir ~==7 als Wurzel von (2) insbesondere j= 1 auswihlen. 
Dann wird namlich: 

_ 71, —1 a 

s= (0” i); ‘= 4 ; 0)» s—”(s5¢)* s* = 1 (mod. 7), 
wobei in der letzten Congruenz vy =0, 1, ..., 6 genommen werden 
soll; diese sieben Substitutionen s~*(s*¢)‘ s” aber bilden ein System 
von Erzeugenden fiir die in Rede stehende Untergruppe von [,,,*). 
Die niichste Ordnung n, auf welche unsere Betrachtungen Anwendung 
finder, ist m= 13, wo j=3 eine brauchbare Wurzel ist; weiter 
folgt n = 29 mit 7 = 8, und es giebt iiberhaupt unendlich viele Ord- 
nungen ”, welche den beschriebenen einfachsten Charakter zeigen. 

In der Theorie der Modulfunctionen hatten wir nun fiir die ge- 
sammten Untergruppen der Modulgruppe eine Classeneintheilung vor- 
geschlagen nach einem Principe, welches man 1. c. pag. 360 ff. nach- 
lesen wolle. Die Sachlage ist, dass uns jetzt von den Untergruppen 
der Figs) gerade die gesammten Untergruppen 7" Classe der Modul- 
gruppe geliefert werden. Indem wir also gleich die Wendung auf die 
vorbestimmten Congruenzgruppen innerhalb [3) nehmen und da ins- 
besondere die niedersten Resolventen héranziehen, entspringt das 
Resultat: Bereits im Gebiete der Modulfunctionen siebenter Classe 
giebt es fiir wnendlich viele Ordnungen n Resolventen f(J', J) = 0, 
welche mit den beziiglichen in der Transformationstheorie der elliptischen 
Functionen auftretenden Modulargleichungen in Grad, Vertauschbarkeit 
der Argumente und Monodromiegruppe volle Uebereinstimmung zeigen. 
Anders dagegen ist Geschlecht und Verzweigung, die wir beiderseits 
antreffen, und hier sind beim einzelnen m die von [is gelieferten 
Resolventen dadurch ausgezeichnet, dass ihre Galois’schen Resolventen 
das. denkbar geringste Geschlecht aufweisen, welches wir tiberhaupt bei 
stehendem Werthe n innerhalb des Bereichs der Modulfunctionen an- 
treffen kinnen. 

Verschieden vor allen Dingen gestaltet sich beiderseits der ge- 
sammte arithmetische Charakter unserer beiden Arten von Resolventen 


*) Hierbei mag bemerkt werden, dass man natiirlich auch von [(,4) aus eine 
Fliiche mit der bekannten Gruppe G,,, aber mit einer reguliir-symmetrischen 
Eintheilung vom Typus (2, 4, 7) gewinnen kann, 
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der Modulgleichung. Werden schon die eigentlichen Galois’schen 
Gruppen durchaus verschieden sein, so bekommt ja eine Resolvente 
siebenter Classe erst dadurch den Charakter einer ,,'lransformations- 
gleichung, dass man J als automorphe Function in Abhingigkeit 
von » betrachtet. Da treten dann an Stelle der Classenanzahlen, der 
singularen Moduln ect. der gewdhnlichen Theorie die gleichen Be- 
griffe, gebildet fiir eine Theorie der quadratischen Formen von der 
unter (1) §9 gegebenen Gestalt. — Es wire gewiss interessant, diese 
Ergebnisse am Beispiele » 13 des niheren zu erliutern; aber ich muss 
darauf wohl ein ander Mal zuriickkommen. 


Braunschweig, am 10. Marz 1892. 
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Un -the Covariants of a System of Quantics. 
By 


W. E. Srory of Worcester, Mass., U. S. A. 


In a far-reaching and invaluable contribution to the Theory of 
Algebraic Forms (this journal, vol 36, pp. 473—534) Mr. Hilbert has 
given x proof of the finiteness of the complete system of fundamental 
covariants and invariants of a system of quantics involving any number 
of variables (Gordan’s Theorem). The proof proceeds by three steps: 

1) the linear expression of any invariant in terms of a finite 
number of determinate invariants; 

2) the replacement of the coefficients in this expression by in- 
variants ; 

3) the repeated application of the first two steps to the coefficients 
until the invariant is expressed rationally in terms only of the finite 
number of invariants. ‘ 

The first step of the proof rests upon a fundamental theorem for 
infinite systems of forms (Theorem A of this paper, Theorem J of 
Hilbert’s), and the third step presents no difficulty as soon as the first 
two have been taken. 


For binary quantics the second part of Hilbert’s proof depends 
on the theorem: 


»Jede homogene und isobare Function der Coefficienten einer 
biniiren Form 
n = 
My Xt + (7) M2, Bates ++ ane 
vom Grade y in den Coefficienten a), a,,..., d, und vom Gewichte 
nr F . e ye 
p=-,- geht nach Anwendung des Differentiationsprocesses 
AD A? D* A’ Ds 
C]=l—asr + oer — rar + ° 
DA D* A? D*a3 
i= 7 7 oe " wee 
worin 
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é ‘ 7] 7) 
= a x? 2a; i $@.5,, + °°" 


a 
A= na ~~ + (n—1) a, Zo + (n—2) a, a ee 


zu setzen ist, in eine Invariante jener Grundform iiber.“ 

No more elegant proof could be imagined than that derived by 
Hilbert from this theorem. But when he comes to the case of more 
than two variables he says. 

» Wenn es sich nun um Grundformen von mehreren Verinderlichen 
handelt, so kann dieser zweite Schritt nicht genau in der nimlichen 
Weise wie vorhin ausgefiihrt werden, weil diejenigen Sitze noch nicht 
bekannt sind, welche in der Invariantentheorie der Formen mit mehr 
Veriinderlichen dem vorhin fiir das binare Formengebiet ausgesprochenen 
Satze entsprechen. Aber in jenem allgemeineren Falle leistet den 
gleichen Dienst ein Satz, welcher im wesentlichen mit einem von 
P. Gordan und F. Mertens bewiesenen Satze iibereinstimmt und fiir 
terniire Formen, wie folgt, lautet:. . .“ 

While the method employed in these more general cases is per- 
fectly satisfactory, it seems desirable that the more elegant method 
by which the result is obtained for binary quantics should be extended 
to quantics of any number of variables. This extension I make in 
the present paper. It seems not impossible that this generation of 
all the covariants and invariants of systems of quantics may lead to 
the solution of other questions relating covariants and invariants. 
I may say here that my method gives by one and the same process 
covariants and invariants, as indeed could Hilbert’s method for 
quantics of more than two variables (and for binary quantics if the 


terms — 2, on and — 2, & respectively were added to his operators 


D and A); but Hilbert does not so employ it, regarding covariants 
of the system as invariants of the system augmented by as many linear 
quantics as there are sets of variables. 

The extended operator is found in section 3, to which section 2 
is preparatory. The point of view from which covariants in general 
are considered is that of Professor Cayley’s early ‘Memoirs upon 
Quantics” (Phil. Trans.); namely, they are regarded as special cases 
of what Professor Sylvester calls “differentiants” or “semi-invariants”. 

Partly for the sake of greater completeness, and partly to exhibit 
the elementary character of the proof, I have reproduced, in section 1, 
Hilbert’s demonstration of the fundamental theorem for infinite systems 
of forms with modifications that I believe will be found to have some 
advantages. 


Finally, in section 4, I apply the operator determined in the 
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preceding section to the proof of Gordan’s Theorem for any system 
of quantics. Other proofs of the theorem for binary quantics have 
been given by Gordan (Vorlesungen tiber Invariantentheorie, vol, II, 
p- 231, and elsewhere), Mertens (Crelle’s Journal, vol. 100, p. 223), 
and by Hilbert (Math. Ann. vol, 33, p. 223), but I have made no use 
of them in this paper. 

I have not thought it necessary to refer explicitly to all the 
writings of Cayley and Sylvester that bear more or less directly on 
the method of treatment in section 2; indeed, it would be difficult to 
tell which of the numerous articles on this subject published by one 
or other of the two great English mathematicians during the last 
forty-seven years do not stand in close connection with it. 


§ 1. 
Systems of Forms. 


By an “algebraic form”? we mean a holomorphic polynomial in 
any number of variables (whose coefficients are not all 0). By the 
introduction of an additional variable non-homogeneous forms can be 
made homogeneous, and in this paper we consider only homogeneous forms 
in » variables 2, y, 2,.... Forms that have a common definition or 
are subject to the same analytic conditions may be called homonomous. 
A homonomous system of forms is a system of homonomous forms. The 
aggregate of the conditions to which the forms are subject is the law 
of the homonomous system, 

Theorem A (Hilbert’s Theorem): the forms of any homonomous 
system involving a finite number of variables} even if infinite in number, 
can be expressed linearly in terms of a finite number of forms of the 
system. 

The coefficients in these linear expressions are forms in the given 
variables but not generally forms of the homonomous system. ‘Thus, 
if the forms of the homonomous system are fF’, F’,, F,,..., we can 
express any form F’, of the system by 
(a) FP, = Ag F, + Age Fy + Ass Fy ++ + + Pp Puy 
where F,, F,, Fy, ..., Fu are definite forms of the system, whose 
number is finite, and A,,;, A,z, Ass,..., As, are forms in the same 
variables that differ for different values of s and are not generally 
forms of the given homonomous system. The only necessary limitations 
to be put upon the system are that it shall contain forms of finite 
orders in the variables and that the number of variables shall be finite. 

For convenience we suppose the terms of each form of the system 
to be arranged according to descending powers of one of the variables, 
say v. If f(w, y, #,.++, &, v) is a form of order r in which the 
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coefficient of v” is 0, we can introduce new variables 2’, y’, z’,...,w,v 
by a linear transformation whose determinant does not vanish so that 
the coefficient of v'” in the transformed form shall not vanish. Namely, 
if a, b, c,..., d, e are the coefficients of vo in the expressions of 
LZ, Y,2,-.., U, v, respectively, in terms of 2, y', #,..., w, v’, the 
coefficient of v'” in the form derived from f(2, y, z,..., u,v) by the 
transformation is f(a, b,c,...,d, e), and a, b, c,...,d,e can be taken 
in an infinite number of ways so that f(a,b,c,...,d, ¢) shall not 
vanish. When a, b, c,...,d,e have been so taken (and they cannot 
then all be 0), we can evidently take the remaining coefficients of 
substitution in an infinite number of ways so that the determinant of 
substitution shall not vanish. Suppose that this substitution transforms 
Wan Mes Bas + + 0g Heys ~~ MO F,. Fe, Fe, -+ 4 Fe,--.3 B Tacoma 
is true for the transformed system, so that 
Be = Ay, F, + Ay: yy ~+ A,; F, + re + hey Fy, 

for every value of s, the inverse of the transformation in question 
when applied to this identity gives the identity (a), and the theorem 
is true for the given system. 

We may therefore assume, for the purpose of proving the theorem, 
that in a certain form F’, of finite order r (preferably a form of as 
low an order as any form in the system) ” actually occurs with a 
coefficient different from 0. It is evidently possible to carry on the 
division of every form F, in the system by this form F, until the 
1emainder has no term containing a power of wv whose exponent 
exceeds yr —1. That is, we shall have 
(b) FP, = BF; + Gv + H,, 
where G, is a form in 2, y, 2,..., € (without v) and H, has no term 
in which » occurs to a power whose exponend exceeds ry — 2. Now 
G, is evidently completely determined by F, and F’,, so that the forms 
G, for all values of s constitute a homonomous system in the variables 
2,Y,2,...,u. We assume that Theorem A is true for any homono- 
mous system of forms in any number of variables less than the number 
of variables in the given system; i. e. we assume that it is true for 
the system of forms G,. 

Suppose that we have proved it to be possible to put 
(c) F, = Bua ki a ByeFs + By3 Fs + gM: + Bia Fa + M,v* + N; 
for every value of s, where F,, F,, F;,..., Fa are forms of the 
given system, M, and N, are determinate forms of which MM, does 
not contain v and N, has no term containing v to a power whose 


exponent exceeds kK — 1, The forms M, then constitute a homonomous 
system, for which the theorem is true, by assumption, and therefore 
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(d) M, = C;, a1 Moss + C;, a4+2Mo+2 + C,, a+3 Mass + sak, + C.-M, 

where Myi1, Mays, Mats, ..., Mz are the coefficients of v* in a finite 
number of forms Fy4:, Foy2, Fo4s,..., Fg expressed as in (c), and 
Cyatt» Cs,042) Cra+3,+-+-, Cs,2 are forms in the variables 2, y, 2,..., u 
(without v, since v does not occur in M,), It is evidently not 


aes = ce a s 





necessary that the forms Fuji, Fay, Fays,..., Hs shall be all 
different from the forms F,, F,, F;,..., Fe. From (ec) we have 


Moy0* = Pots — Bair l:— Bayi B: — Bays,s P3— +++ — Bastia Fa— Nos, 
M420" = Peps — Bays Fi: — Bo+o2 Fe — Bates F's— +++ — BayoaF —No+:, 
(e) ) Mays0* = Fo4s— Bais Fi — Bots F2— Bors Fs— +++ — BatsaFa—Na+s; 
etc. 
M;v = F; — Baa F',— B32 F,— Bis F3— +++ — Bia Fu. Nz, 


and therefore : 
Myv® = Cott Papi + Csate Pete: + Craps Fars +++: +Cip Fs 


— (Crott Bapirt+ Crop Bata + Cs043 Bars + ++: +Cs,¢Bgs) F, . 
= (Css Bass,2 + Cra42 Basse + Cs,e4-3 Ba+s,2 + sia + Cup Bz,2) F, 

(f) _ (Cea Bo+z13 + Cs,0-+2 Besos + Cs,a+8 Ba+s,3 + os + Cs, B3,3) F, 
— ete. 


—— (Ose Be \-l,a -b Cy,a+2 Bisa + Cra4s Ba+3,a+ a4 + Cs B3,a) Fe 
— (Cy.o-41 Noa+1 + Crepe Na 2+ Cs,a43 Na+s + se +C,,.Nz) * 


The substitution of this expression for M,v* in (c) gives F, linearly 
in terms of a finite number of forms F’;, Fy, Fy,.-., Fe, Fos, Fats, 
Fo+e,... F's plus an expression linear in N,, No4i, Nate, Na+s,.- -, Np 
whose coefficients do not contain v, i. e. plus an expression having 
no term that contains v to a power whose exponent exceeds k — 1. 
Therefore, if J’, can be expressed as in (c) for a given value of k, 
it can also be expressed in a similar manner for a value of k less 
by 1 than the given value, and thus for any smaller value of k. For 
k =0, we may assume M,v° + N, == M,, which can be expressed as 
M,v* is in (f); but in this expression the terms corresponding to those 
that contain Noi, Nays, Nets, .--, Ns no longer occur, so that J’, 
is finally expressed linearly as in (a). But (b) is an expression of F, 
similar to (c) for k=; therefore Theorem A is true for systems 
whose forms involve a given number of variables if it holds for all 
systems involving fewer variables. 

Now all the forms of any system involving only one variable are 
(to numerical factors prés) powers of that variable and therefore 
multiples (with variable coefficients, in general) of that one of them 
that is of lowest order (or of any one of the forms of lowest order, if 
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there are several such). Therefore Theorem A is true for two, three, etc., 
and for any number of variables. 

Evidently, this method of proof is applicable to cases in which 
the variables constitute any number of distinct groups such that each 
form of the system is homogeneous in the variables of each group. 
But in such cases it will generally be necessary to regard all the 
variables as forming one set in making the linear transformation by 
which a given form is made to have a term containing one variable 
to a power whose exponent is the aggregate order of the form in all 
the variables. Thus the covariants of a binary quantic of order m 
are homogeneous in the two variables proper and homogeneous in the 
m+ 1 coefficients of the quantic, and these variables and coefficients 
must be regarded as constituting one set of m +- 3 variables in making 
the transformation in question. 

A system that contains all the forms that satisfy given conditions 
(whether analytic or not) is said to be “complete” relatively to those 
conditions. Thus we speak of the ‘‘complete system of covariants”, 
the “complete system of linearly independent covariants”, and the “com- 
plete system of fundamental covariants (groundforms, Grundformen)” 
of a quantic or system of quantics. Theorem A as above proved holds 
for any part of a complete homonomous system. 

If the system in question contains no numerical constants (forms 
of order 0), the coefficients A,:, As2, Ass, .--+, As, in (a) are evidently 
of lower orders than F’,. If these coefficients are forms of the system, 
or rational functions of such forms (in particular, linear functions), 
for all values of s, they can be linearly expressed in terms of 
F,, F,, F;,...+, Fu; the coefficients in their expressions are forms of 
the system (or rational functions of such forms) of still lower orders 
and similarly expressible; and thus we can continue to express the 
coefficients until we reach such as are linear functions of F,, F’,, Fy,.... Fu 
or numerical constants, On substituting these final coefficients in the 
preceding ones, and these again in the preceding, and so on until 
the expression of F, is reached, we obtain a rational expression of 
F, in terms of F,, F,, F;,..., F,. If numerical constants occur in 
the system, they may be omitted in expressing other forms as in (a). 
Therefore 

Theorem B: jf the coefficients of the expressions of all forms of 
a homonomous system linearly in terms of a finite number of forms 
of the system are themselves forms of the system (or rational functions 
of such forms), all forms of the system are expressible as rational 
functions of a finite number of forms of the system. 
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§ 2. 
The Analytic Conditions for Covariants and Invariants. 


We consider a system of quantics (homogeneous forms) finite in 
number and of orders m, m’, m”,..., respectively, in a finite number 
of variables x, y, 2,..., which we suppose to be expressed thus: 


! L . ; 
> Fe ton yet GENE fmm), 

"! ; : 
a aR — Dy ,r,i,--. Oy a... (gth+i+t---—m’), 


A i . ” 
> Wa Cy,a,i,--- ye... (gt+h+i+---—=m’), 


etc. 


(without excluding the case of a single quantic). For convenience, 
we speak of dy,4,i,...) Dy,r,i,---9 Cg,a,i,---, ete. freed from the corresponding 
polynomial coefficients as the coefficients of the several quantics; they 
are assumed to be arbitrary, i. e. having no determined numerical 
values, 

By the weight of any coefficient relatively to either variable we 
mean the sum of all the suffices of that coefficient excepting the suffix 
that corresponds to the variable in question. Thus the weight of 
Gy,n,i,--- Telatively to z is h-+-i+--+-—=m —gQ, its weight relatively 
toyisg+i+t---=—=m-—h, ete. The weight of any variable is 1 
relatively to itself and 0 relatively to any other variable. The weight 
of any product of powers of coefficients ‘and variables relatively to 
either variable is the aggregate weight of all the factors of that 
product relatively to the variable in question, the weight of each 
different factor being taken, in forming this aggregate, as many times 
as there are units in the exponent of the power to which that factor 
occurs. 

In the present investigation we have to do with holomorphic 
polynomials in the coefficients of the given quantics and in the variables 
involved in those quantics, that are homogeneous in the coefficients 
of each quantic and homogeneous in the variables. We speak of the 
degrees (generally represented by j, j’, j”, ..-) of such a polynomial 
in the coefficients of the several quantics and of its order (generally 
represented by #) in the variables (whose number is generally repres- 
ented by »). In what follows it is always to be understood that we 
mean such a polynomical when we speak of a homogeneous function 
of coefficients and variables (which may be of order 0, and then does 
not involve the variables). If the terms of a homogeneous function 











476 W. E. Srory. 


are of the same weight relatively to ‘each of the variables (not neces- 
sarily of the same weight relatively to the several variables), we call 
it isobaric. The degrees, order, and weights of a homogeneous isobaric 
function characterize the type of the function. 

When the variables are subjected to a linear transformation, the 
m original (or “old”) variables xz, y, z,... are expressed as linear 
functions of » “new” variables z’, y’, 2, ..., which are taken to 
correspond severally to the old variables in this order; these expressions 
being substituted for the old variables in the given quantics of orders 
m, m’, m”,..., the aggregate multiplier of any product of powers of 
the new variables in either transformed quantic divided by the proper 
polynomial coefficient is the “new” coefficient corresponding to the 
coefficient of the analogous product of powers of the old variables 
in the original quantic. By the resalt of the transformation on any 
homogeneous function of coefficients and variables , of degrees j, j’,j”,... 
and of order #, is meant the result of substituting in the function 
the new coefficients and the new variables for the old coefficients and 
the old variables, respectively, and expressing all in terms of the old 
coefficients and the old variables. We assume that the determinant 
of substitution has not the value 0. The new coefficients are evidently 
linear homogeneous functions of the old coefficients, and homogeneous 
functions of the coefficients of substitution of degrees equal to the 
orders of the quantics to which they respectively belong. The new 
variables are linear homogeneous functions of the old variables whose 
coefficients are fractions having for common denominator a homogeneous 
function of the coefficients of substitution (the determinant of sub- 
stitution) of degree », and for numerators homogeneous functions of 
the coefficients of substitution (first minors of the determinant of 
substitution) of degree »— 1. The effect of a linear transformation 
on the homogeneous function of coefficients and variables is, then, to 
change it into a homogeneous function of the same degree in the 
coefficients and of the same order in the variables as the original 
function, but involving the coefficients of substitution homogeneously 
to the degree Smj — &, where Ymj = mj + mj’ + mj” +---. 
Namely, the result of the transformation is holomorphic in the 
coefficients of the quantics and in the variables and is otherwise a 
homogeneous function of the coefficients of substitution of degree 
mj -+- (n—1)@ divided by the determinant of substitution to a power 
whose exponent is @. 

A linear transformation is completely characterized by its coef- 
ficients; the transformation characterized by the coefficients of the 
expressions of the new variables in terms of the old is the inverse of 
that characterized by the coefficients of the expressions of the old 
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variables in terms of the new. The new coefficients may be called 
the coefficients transformed by the given transformation. The new 
variables need not be represented by special symbols in determining 
the effect of the transformation; the result on any homogeneous function 
is evidently found by transforming the coefficients of the quantics by 
the given transformation and the variables by the inverse of the 
given transformation. When we say that a linear transformation has 
certain effects on the variables we mean that the effect of this trans- 
formation is’ to replace the old variables by certain linear expressions 
in the new variables. 

We consider particulary two simple kinds of linear transformations 
(we prove in XV that all linear transformations can be compounded 
of these), which we shall call expansions and shears, respectively. 

An expansion relatively to a given variable is a transformation by 
which that variable receives a constant multiplier called the modulus 
of expansion, while all other variables remain unaltered. The equations 
of an“expansion relatively to « are 

{r= ox, y =y', S=Z,...; 


° 
7 


By oe 3 


& 


l 
(1) Via as ota, y =y, 


and we express this in words by saying that a is multiplied by oe, the 
modulus of the expansion. By this expansion any coefficient of either 
of the given quantics is evidently multiplied by a power of @ whose 
exponent is the value of g for that coefficient, i. e. whose exponent 
is the order of the quantic in question less the weight of the coefficient 
relatively to . At the same time a is divided (in the inverse trans- 
formation) by e. ‘Thus any homogeneous isobaric function of degrees 
j,37;3°, «+ in the coefficients of the several quantics, of order @ 
in the variables, and of weights w,, w,, w,,... relatively to the 
several variables, is multiplied by a power of @ whose exponent is 
mj — w, when this expansion relatively to # is imposed on the 
variables. The modulus of expansion is evidently equal to the deter- 
minant of substitution. Therefore 


I. every homogeneous isobaric function of the coefficients of a system 
of quantics and of the variables is simply multiplied by a power of the 
determinant of substitution in consequence of any expansion; and every 
homogeneous function of the coefficients and variables that is simply 
multiplied by a power of the determinant of substitution in consequence 
of every expansion is isobaric. 

Namely, every homogeneous function that is not isobaric is an 
aggregate of isobaric functions of different weights relatively to one 
or more of the variables, which will be multiplied by different powers 
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of the determinant of Substitution in consequence of one or other of 
the possible expansions. 

A shear relatively to a given pair of variables taken in a definite 
order is a linear transformation by which the second of the given 
variables receives as increment a constant multiple of the first, while 


all the other variables remain unaltered. The equations of a shear 
relatively to yx are 


toxetay’, yoy’, ¢—?,..., 
(2) { +4y, y¥=y, , 


w=met—hy, Ysy, o=—2,...; 


and we express this in words by saying that x is increased by Ay. 
We may call 4 the modulus of shearing. The determinant of sub- 
stitution corresponding to any shear has evidently the value 1. It is 
easily proved that the shear (2) changes any homogeneous function 
@ into 
con 22 f > 23 os 
3) pA yt ot aye Ot syst: y + ete., 
where the differential operator yx is defined by 
7] 

“= h- tes —— 

a a Qg4+-1,h 1,%, -* Oa wre 
7] 

(4) 4 +h . bo-44, a- aaa ) SPRY 


+h: Cot, h—1,i, oy a 


and similarly for other shears*). Each summation in this formula 
extends to all possible combinations of values of g,h,i,...(k>1, 
and g < the order of the corresponding quantic less 1) and the several 
sums -+ etc, refer to the several quantics of the system. It is to be 


observed that yx increases by 1 the weight relatively to y and dimi- 
nishes by 1 the weight relatively to x of any homogeneous isobaric 
function of coefficients and variables to which it is applied, while it 


leaves unchanged the weights relatively to the other variables and 
the degrees an order. 

















*) Cayley, Memoire sur les hyperdéterminants, Crelle’s J., vol. 30, p. 5; 
Nouvelles Recherches sur les covariants, Crelle’s J., vol. 47, pp. 110—111, where 


ya is represented by 1] —y@, (for a single binary quantic); An Introductory 


Memoir upon Quantics, Phil, Trans,, 1854, pp, 245—258, where ya is represented 
by 2{y0,} —y@,; Second Memoir upon Quantics, Phil. Trans., 1856, where 


ya and cy are represented by X and Y (for binary quantics). See also Salmon, 
Modern Higher Algebra, 4 ed., pp. 683—66. 
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The necessary and sufficient condition that every shear relatively 
to yx shall leave unaltered (i. e. shall simply multiply by a power of 
the determinant of substitution, which is 1 in this case) a given 
function p is evidently that yt -g shall vanish identically, i. e. 

(6) yap =0; 

if this condition is satisfied m shall be called an yx-differentiant or a 
differentiant relatively to yx*). A homogeneous function that is 
unaltered by every shear relatively to a pair of variables of a given 
set shall be called a complete differentiant relatively to the variables 
of that set. 

Homogeneous functions of the coefficients of the quantics of a 
given system and of the variables that are simply multiplied by a 
power of the determinant of substitution when any linear transformation 
is imposed upon the variables are covariants or invariants of the given 
system, according as they do or do not involve the variables explicitly. 
Thus invariants are covariants of order 0; as the presence or absence 
of the variables is immaterial for our purpose, we propose to employ 
only the word “covariant”, with the understanding that it always 
means covariant or invariant. 

From this definition follows that every covariant is unaltered by 
any shear and is simply multiplied by a power of the determinant of 
substitution when the variables are subjected to any expansion. By I, 
then, every covariant is an isobaric complete differentiant relatively 
to all the variables. We have seen that the result of any linear trans- 
formation on a homogeneous function ‘ef coefficients and variables is 
homogeneous of degree Xmj — @ in the coefficients of substitution 
(in the notation above adopted); the coefficients of substitution must 
disappear from a transformed covariant when we divide it by a power 
of the determinant of substitution, which is homogeneous of order » in 
these coefficients; therefore the exponent of the power of the determinant 


of substitution by which a covariant is multiplied is =~ (Zmj — ). 


Moreover we have seen that an expansion relatively to 2 multiplies a 
homogeneous isobaric function by a power of the determinant of sub- 
stitution whose exponent is 2mj — w,, and similarly for expansions 
relatively to the other variables. Therefore, for a covariant 





< (Zmj—%) = Lmj — wv, = Emj — wv, = Zmj—w,=-::, 


i. e. 








*) The word ‘‘differentiant” is used by Sylvester in this sense in his Proof 
of the hitherto undemonstrated Fundamental Theorem of Invariants, Phil. Mag., 
1878 (March). 
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Wy = Wy = w, =>» = + [(m—1) Dmj + 9}, 

We have then that 

Il. Every covariant of a given system of quantics of orders 
m, m', m”,... in mn variables that is of degrees j, j', j", ... im the 
coefficients of the several quantics and of order @ in the variables is 
an isobaric complete differentiant relatively to all the variables, of the 
same weight - [(n — 1) Ymj + ) relatively to each of the variables, 
and is multiplied by a power of the determinant of substitution whose 


exponent is -. (mj — #) when any linear transformation is imposed 
upon the variables. 

From this theorem follows that, for any covariant, 2mj — @ is 
divisible by n. 

If m is a homogeneous function that is not isobaric, the condition 
(5) will be satisfied for m only when it is satisfied for every isobaric 
part of g, i. e. every differentiant is an aggregate of isobaric differentiants. 
We assume in the rest of this investigation that m is a homogeneous 
isobaric function of the coefficients of the quantics of the given system 
and of the variables, of degrees j, j', j",..., of order &, and of 
weights w,, wy, W,, ..., Otherwise arbitrary unless the conditions to 
which it is subject are expressly stated. 

It is easy to see that 


~~ FF am ~-~ Fits : 
wy ya". p==yat- cy - p + a(w,—wy— a+ 1)-ya*. p*), 
a gr - _ o~ -~ 
ay ys p=ye-zy-p—B-ye-'- 22-9, 
(6) {xy -22¥-@ acy p+y-ear!-sy-g, 
~~ Fr = TF or ms I 
LYLE -P=xU2-LY-P, LY sy: pH=zy: zy, 
~~ _ — 
[LY 28 -p=“Zs-xy-g, 











where xz, y, 2, s are any four different variables. The last three of 
these relations may be expressed thus: any two shear-symbols are 
commutative unless they have a common letter that occupies different 
places in the two symbols. 


As yx reduces by 1 the weight relatively to wz, it must be that 


™~ wo tl 


yx -p=0. Let a@ be the greatest exponent for which yar 9 
does not vanish identically; then we have, by the first identity of (6), 


*) This formula is involved in the formulae given by Sylvester, Proof of 
the hitherto undemonstrated Fundamental Theorem of Invariants, where ya 


and zy are represented by 2 and O, and w 


—w, by 6 (only for a binary 
quantic, 


y 
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yar! yp + (a1) (W,—wy—a)- ya" g = y- yar.» =O, 
so that 


(@ + 1) (We — Wy — @)- yor. pS — yar. zy - ; 
hence, if m is an xy-differentiant, since zy -g =0 but ya -p+0, 
(7) a= Wy — Wy, 
and yee" is the highest power of yx that can be applied to 


without producing an evanescent result. Therefore w, > wy, i.e. 


Ill. The weight of every xy-differentiant relatively to x is at least 
as great as its weight relatively to y.*) 


If Ly + @ = 0 and w,—w,, we have, by (7), e=0, i.e. 
yx - p = 0; and conversely, if “y -g =0 and yx -y =0, we have 
W, = W,; hence 

IV. Every xy-differentiant that is of the same weight relatively 
to x as relatively to y is also a yx-differentiant, and every xy -differentiant 
that is also a ya-differentiant is of the same weight relatively to x as 
relatively to y. 

In particular , 


V. Every covariant of the given system is of one and the same 
weight relatively to the several variables. **) 

Every shear relatively to xz can be compounded of a shear relatively 
to xy and a shear relatively to yz; for, if we replace ¢ by z+ y, 
then y by y+ Aw, then zg by 2 — y, and finally y by y — Aw, the 
result is equivalent to a simple replacemént of z by z+ 4x; namely 
Z, y, 2 become successively 


L,Y, 2 €,y,e+y; 2, ytd, ep y+Aa; 2, ytd, e+ Aa; 


“2, Y, @+ag. 
Hence 


VI. Every xy-differentiant that is also a yz-differentiant is an 
xe-differentiant. 


From theorems IV and VI follow these theorems for complete 
differentiants : 


VIL. Every complete differentiant relatively to a given set of variables 


is of one and the same weight relatively to the several variables of 
the set; 





*) For a single binary quantic this is the well-known theorem: the weight 
of an «-differentiant cannot exceed ; (mj + #); Sylvester, 1. c., p. 6. 


**) Cayley, Nouvelles recherches sur les covariants, p. 113 (for a binary 
quantic), 
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VIII. Every homogenous isobaric function that is a differentiant 
relatively to every pair of successive variables of a cycle of variables, 
when the variables of each pair are taken in the order in which they 
occur in the cycle, is a complete differentiant relatively to the variables 
of the cycle; 

IX. Every homogeneous isobaric function of one and the same weight 
relatively to the several variables of a given set that is a differentiant 
relatively to every pair that can be formed by taking a definite variable 
of the set with another variable of the set in ome of the two possible 
orders is a complete differentiant relatively to the given set of variables. 


That is, (VIII) if m is homogenous and isobaric, and 


o~ oN o o~ oN 
cy-p=0, ye - p=09, es-p=0,--+uv-p=9, va-p=0; 


or (IX) if m is homogenous, isobaric, and of one and the same weight 
relatively to the several variables x, y, 2, S,..., w, v, and 


oN o~ o o oO 
sy: p=9, xce-p=9, ws-p=0,---,cu-gp=0, szvo-p=0); 


y is a complete differentiant relatively to the variables 2, y, z, s, ..., U, v. 
If m is of one and the same weight relatively to the several variables 
L,Y, 2,8, ~..-, U,v, the condition on. g = 0 in VILL is superfluous. 
It will be useful to consider what linear transformations can be 
compounded of simple shears. *) 
It is evident from (2) that 


X. The inverse of a simple shear is a simple shear relatively to 
the same variables. Namely, the inverse of the substitution of «+ Ay 
for x without other change is the substitution of «—Ay for x without 
other change. 


XI. An interchange of any two variables with a change of sign 
of one (but not both) of them can be effected by shears relatively to 
these variables. By alternate shears relatively to yx and xy we can 
change x, y successively into «+ y, y; ¥, y—2; ¥, —&. 


XU. The signs of any two variables can be simultaneously reversed 
by shears relatively to these variables. For, by XI, we can replace « 
by y and y by — 2, and then y by — a and =z by y; and z,y will 
have been replaced by — 2, — y. 

XIII. Of any two variables the one can be multiplied and the other 
divided by any constant (not 0 nor oo) by shears relatively to these variables. 

*) A linear transformation compounded of any number of shears may also 
be called a shear. By a simple shear we mean a shear relatively to two variables, 
as already defined. 
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For, by alternate shears relatively to yx and xy, we can change 2, y 
successively into 


e+(c—l)y,y3 ex+(c—l)y,a+y; c#,a++y; cx, ty, 


As the inverse of a simple shear is itself a simple shear (X), the 
transformations that can be compounded of simple shears are those 
transformations that can be reduced by shearing to the identical trans- 
formation (the substitution 1) in which each variable is replaced by 
itself. Let us consider the equations corresponding to any linear 
transformation, i. e. the linear expressions of the old coordinates, say, 
in terms of the new (assuming that the determinant of substitution 
does not vanish), and make certain shears relatively to the new 
variables. We suppose that the expressions of the old variables are 
written one under the other in a certain order, which we call the 
order of the old variables, and that the terms containing the several 
new variables in each of these expressions are written one after the 
other in the corresponding order; so that the coefficients of these 
expressions form a square array whose successive rows correspond to 
the successive old variables and whose successive columns correspond 
to the successive new variables, The shears to be made can be made 
directly on this square array of coefficients by adding to the coefficients 
of a column the same multiple of the coefficients of another column. 

The addition of a multiple of the k-th column to the i-th column 
corresponds to a shear relatively to the ¢-th new variable and the 
k-th new variable, in this order. 

If the first constituent of the first row of the array is not 0, we 
add such multiples of the first column to the subsequent columns as 
shall cause all the constituents of the first row subsequent to the first 
constituent to vanish; if the first constituent of the first row is 0, we 
first prepare the array by adding to the first column any multiple of 
any subsequent column that contains a non-evanescent constituent in 
its first row, and then proceed as before. If the second constituent 
of the second row is not then 0, we add such multiples of the second 
column to all subsequent columns as shall cause all the constituents 
of the second row subsequent to the second constituent to vanish; if 
the second constituent of the second row is 0, we first prepare the 
array by adding to the second column any multiple of any subsequent 
column that contains a non-evanescent constituent in its second row, 
and proceed as before. We carry on this process until, in every row, 
all the constituents subsequent to the constituent that lies in the 
principal diagonal of the array have been made 0. Namely, supposing 
that the process has been carried so far that the constituents of the 
first k rows that lie to the right of the principal diagonal are all 0, 
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we add such multiples of the (k + 1)-th column to every subsequent 
column that the constituents of the (k + 1)-th row subsequent to the 
(k-+1)-th constituent of that row shall become 0; but if the (k-+-1)-th 
constituent of the (k-+ 1)-th row is 0, we add to the (k+ 1)-th 
column a multiple of some subsequent column that contains a non- 
evanescent constituent in its (k + 1)-th row before we apply the 
process by which all constituents subsequent to the (k-+ 1)-th are 
made to vanish. To convince ourselves of the success of this process 
it is only necessary to observe that, if the first & rows contain only 
0’s on the right of the principal diagonal, the addition of a multiple 
of the (k + 1)-th column to any subsequent column and the addition 
to the (k + 1)-th column of a multiple of a subsequent column will 
have no effect on the first k rows; and that, if the (A + 1)-th con- 
stituent of the (k + 1)-th row is 0, some subsequent constituent of 
that row must be different from 0, if the determinant of substitution 
does not vanish. 

As the determinant of substitution corresponding to a simple shear 
has the value 1, the value of the determinant of the given transfor- 
mation is not altered by any number of simple shears relatively to 
the new variables. In the form to which we have now reduced the 
transformation by shearing, the constituents on one side (the right) 
of the principal diagonal of the array of coefficients are all 0, and 
the value of the determinant is therefore the product of the constituents 
of this diagonal. Subtracting such multiples of the last column from 
the preceding columns as shall make all the constituents of the last 
row 0 excepting the last constituent, then subtracting such multiples 
of the last columu but one from the preceding columns as shall make 
0 all the constituents of the last row but one excepting the last con- 
stituent but one, and so on, we evidently obtain an array of which 
all constituents not in the principal diagonal vanish. 

Finally, we make such shears relatively to the last two variables 
(in accordance with XIII) as shall reduce the last constituent of the 
diagonal to 1, then such shears relatively to the last variable but one 
and the last but two as shall make the last constituent but one of 
the diagonal 1, and so backward through the successive pairs of 
consecutive variables, until all the constituents of the principal diagonal 
are reduced to 1, excepting (possibly) the first constituent, which has 
now evidently the value of the original determinant of substitution. 

If the determinant of a given substitution has the value 1, that 
substitution can, as we have now proved, be reduced by shearing to 
the identical substitution, and therefore. 

XIV. Every linear transformation whose determinant is 1 can be 
compounded of simple shears. 














Covariants of a system of Quantics. 485 


A linear transformation whose determinant is not 1 (nor 0) can, 
as we have shown, be reduced by shearing to a substitution that 
differs from the identical substitution only in that one variable (in the 
proof, the first variable) is multiplied by the determinant of the given 
transformation. It is, however, evident that this multiplier can be 


distributed by shearing (XIII) in any manner among the several 
variables; therefore 


XV. Every linear transformation whose determinant does not vanish 
can be compounded of simple shears and an expansion relatively to any 
one of the variables, or of simple shears and expansions relatively to 
any of the variables; and the product of the moduli of expansion is 
equal to the determinant of the transformation. 

We have, then, the theorem: 


XVI. Every homogeneous isobaric complete differentiant relatively 
to all the variables is a covariant of the system of quantics whose coef- 
ficients are involved in it.it is For unaltered by any simple shears, 
only niultiplied by a power of the determinant of substitation (I) by 
any expansion, and therefore (XV) is only multiplied by a power of 
the determinant of substitution by any linear transformation. 

The analytic conditions for a covariant can now be written down. 
Namely, if the variables are x, y, 2, ..., ¢, uw, v and if x is one of 
them selected at pleasure, we have, by theorems V, IX and XVI. 


XVII. The necessary and sufficient conditions that p, a homogeneous 
function of the coefficients of each of the quantics of any system (which 
may consist of a single quantic) and of the variables involved in those 
quantics (or not involving these variables).shall be a covariant of the 
system are that @ shall be isobaric of one and the same weight relatively 
to the several variables and that it shall satisfy identically the relations 


oo at, rm rm 
yu pO, 2x-p=0,--+ te - p=, ux-p=0, vz-9p = 


or the equivalent relations 


en, 


oN : oo ; oN ~~ 
vy: p=, w2-p=0,--+at-p=0, zu-p=O0, cv-p=0*). 


§ 3. 
The Operator that Produces all Covariants of the System. 


We assume an arbitrary function g, homogeneous in the coefficients 
of each of the quantics of the system and in the variables, isobaric 
relatively to each of the variables, and of weights w,, wy, W., . 


**y 


*) See Salmon, Modern Higher Algebra, 4‘ ed., p. 136. I believe this 
extension of the well-known conditions for binary quantics is due to Cayley, but 
I cannot say where he has given it, 
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Wy, W,, respectively, relatively to certain of the variables x, y, 2, 


iin 
w, v selected at pleasure (i. e. any or all of the variables involved 


in the quantics); and consider the result of applying to m an operator 
Q defined thus: 


~~ am, gy ~~ 
(8) @&= > Ca, Brysse 20": ye Zor ---wvt-vut---var-vye- va", 


where the summation extends to all integral but not negative values 
of a, B, y,..., € and C,,¢,,..,2 is a numerical multiplier to be de- 
termined for every combination of these values. The numerical multi- 
pliers in (8) are to be so determined that @.@ shall be a differentiant 
relatively to all the pairs yx, ev,...,ux, vx if p isa differentiant 
relatively to all the pairs yx, 2a, ..., wx” (but not necessarily relatively 
to vx), where the order of the variables in each pair is essential. 

By repeated applications of formulae (6) we have generally (for 
an arbitrary @) 


me ere ae a i vqwr\ rr rr arr” 
YU LV -YVP-ZvY + + WUr-VUT +++ Val -VYyP-va*-@ 
an Ee a, Pe ~~ FF ~~ om. 

== B-xv*-yu?+ gor --- woe-vut +++ vEer-vyP—!-vzer! «gw 
(9a) om en am) on oN SR 
— & + LV%* -YyPtl. gor +. woe-vUe +--+ Vat vYP-Vue-D 

CQ ae a eq FX 
+ LU -yuP Zor --+ Wo-vUE - val. VY? -VUL*-Yu-G. 
. . . a . PB. 
and similar expressions for the results of applying en, oo BS to 


the general term of Q., and 


re OO eX or Om ae, TE a 


VL-LV®-Yve-gvY --- Uvt-vUt +++ var-vye- vat. @ 
=o (Wo—Wy--a-+1) +20. yor Bor ---w0®-OUe=-v aT VY? -vae@D 


~~ ~~ on ~~ oF oN 
(9b) + B?-xv%-yoi-!-gvr---uvt-vut---v2et-vyi—!.vaet!.mt ete. 
Sy o~ ~~ Oy FA 
+ B-axv®-yoe—!.gvv.--uv®-vu®---var-vy?.vat-yxu-p + ete. 
oo or” oo eo oe o~ vx 
+ xv%- yt. gvr---uv®-vut---ver-vye-vartl. om, 





where + etc. following any term represents an aggregate of terms 
formed from that term by interchanging y with z,..., « and at the 
same time interchanging B with y,..., €, successively. If, then, 


rm ¢ ‘ 
yx-p=0, ez-p=0, +--+, ur-p=0, 
we have 


i FF 


oo 7a 
ya: Q-9= > a2f.,. a° 202 YO. or +. wo® Dut =+-val -vyt -vattl. gy, 


where 


AX ar: = (B + 1) Ca, 6-41, 7,58 — (@ + 1) Cott, A.y.~109 
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, Gn 
and similar expressions for zz. Q@.,... ux.Q@.; and 
(v,2 orn rn, -, a 
on: Q-o= fe a0 20% yoP. Zor -+-eo?-vUt+--var-vye-vaettg, 
where 


AS) a (1) (0p — e+ 2-2) Cott, rye + (B +1)? Coattr,- 
+ (vy +1)? Cay, y-ttye esse 1)? Ca,p,y,-, 241 + Ca,p,y, 5 


So that Q . gp will be a differentiant relatively to the pairs yx, zz, ..., 
ux, vx if 


(a + 1) Cots, Byy., 2 = (B -+- 1) Ca a, B+1,y,--,8 = (y+ 1) Cap 7H = 
“a + 1) € Jet, Bs Yo +e+1 
and 


(a@-- 1) | Wy—We+ (a+ 2)-+(6 + 1)+ (y +1)+ _— + (¢+ 1)| Cott, Bryne 
= -— Ca,8,y, wy 8) 
i. e. if 
(w,—w,-+)! Cy 0,0,- 
al Blyl-sl(e--p+y--+e +a, fw,—w, +)! 
where v is the number of variables 2, y, 2,..., u (without v). 
It is to be observed that the operator @ does not alter the weights 
of any function to which it may be applied, and therefore, by III, 
it can give a differentiant relatively to yx, zz, ..., ux, va only 
when applied to a function for which w, does not exceed either of 
the numbers wy, w., ..., Wu, Wo- 
Similarly, the operator 


(10) Cas, 7,02 =(— Later tt 


j Ny! ey PY TN “NN oS 
Ql) R= > Kea, p,y,-y0 VLE VY? Vat +--VUPwor++- Zor - yor. roe 


gives a differentiant relatively to wy, wz, ..., wu, xv of weights 
We, Wy, Ws, .+ +, Wy, We When applied to any isobaric differentiant 
relatively to wy, vz, ..., xu of these weights, if 


(w,,—w, +7)! Ko, 0,0,--,0 
alBlyt=eleFB-Fy-+ e+ 0, —w,F9)) 
and w, is at least as great as each of the numbers w,, W,,..., Wy, Wp: 

When we say that the operators Q@ and R give, if applied to 
proper functions, differentiants of the types in question, we do not 
exclude the cases in which the results vanish identically. It is to be 
observed that each term of Q and each term of R has two alae of 
which one has only factors beginning with v and the other has only 
factors ending with v; therefore, in accordance with the fourth and 
fifth formulae of (6), the factors of either ala are commutative with 
each other, so that @ and R are not altered when the variables 
“2, Y, #,..., w are interchanged among themselves in any way. 

32* 


(12) Ka,p,7,~, = (— 1 jetetyt+ 
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The most important case is that in which Q or R is applied to 
a differentiant m of one and the same weight relatively to the several 
variables 2, y, Z,..., u,v, so that, by IX, is a complete differentiant 
relatively to the variables x, y, 2, ..., u and is of the same weight 
relatively to each of these variables as relatively to the variable »v. 
In this case we put, for convenience, 


Co,0,0,---,0 = Ko, 0,0, 0 =— i, 


and represent the operators by {2, y,,..., w; v} and {v; u, ..., 2, y, x}, 
respectively; so that 


Dhak ea ‘dae 


1 _ ails oo em, Re pa 
—l)/—. : ad Y. WO" W? 0 ZY oY x, 
> (—1) alplyl-al(epoyl 2Us yrr-ev VU Vat -vyP-v 





, ies oh sales isien 


oN _~, ~~ ON OR 
4 DA e 2 
> (—1)" aipiyh= Smee V2%-VYP -VZT VUE ULE ZU7 «Yu? -xv%, 


where the summations extend to all integral but not negative values 
of a, B, y,... € in each term o=a+f6+y4+----+e for 
that term, and v is the number of variables x, y, z,..., w (without v). 
If the function » is a differentiant relatively to vx or to xv, as well 
as a complete differentiant relatively to z, y, z,..., w, every term 
of the right members of (13) and (14) vanishes for this function 
excepting the terms for which a = Bp = y =—---—=¢e=(), and these 
terms reduce to 1, so that 


{x, Y, By rey Uy y= {v; U, -*', #8 Y;, ss o= p. 
Therefore, 


XVIII. {x, y, 2, +--+, uw; v} and {v;u, --., 2, y, «} are 
operators of which each turns any isobaric complete differentiant relatively 
to %,y,2,...,% of the same weight relatively to each of these variables 
as relatively to v into a complete differentiant relatively to x,y,2,...,U,¥ 
of the same weights, and leaves every complete differentiant relatively 
to X,Y, 2, ++ Uy v unaltered. 

If m is an isobaric function of one and the same weight relatively 
to all the several variables x, y, 2, ..., w, v involved in the given 
quantics, it follows from (9b) and IV (as Hilbert has proved) that 


{asys}o= {y; a} is a complete differentiant relatively to x, y. 
Therefore , 


[>], = {a, y, 2, tee u;v} {x, Y, Byres u} see {2, y; e} {x; yy -@ and 


(15) 1 
[]'= {v5 u, +++, 2,y,"} {u; rey 2, Y, x} ae {2; y, x} {y; a} 








-. et “am we oe ee ae luce a |Ue ae 
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are complete differentiants relatively to all the variables x,y, z,...,u,v.*) 
Hence follows that 


XIX. [g], or [p]’ ts @ covariant of the given system and of the 
same type as g provided only that m is homogeneous .and isobaric of 
one and the same weight relatively to all the several variables; is the 
most general covariant of this type if p is the most general homogeneous 
isobaric function of the type; and is itself if p is a covariant of 
the system. 

If the given quantics involve several sets of variables (each set 
homogeneously) subject to independent linear transformations, the 
theorems of section 2 apply, with obvious modifications, to the variables 
of each set separately, and to each of the independent transformations. 
The operators [], and []’ formed with the variables of any one set 
are commutative with the analogous operators formed with the variables 
of any other set. The covariants of the given system of quantics are 
found by applying the product of the operators [], formed with the 
variables of all the several sets to functions that are homogeneous in 
the coefficients of each quantic and in each set of variables, isobaric 
relatively to each variable of whatever set, and of one and the same 
weight relatively to the several variables of each set; in which product 
of operators any factor [], may be replaced by the operator []’ formed 
with the variables of the same set. 


§ 4. 
Finiteness of the Complete System of Fundamental Covariants. 


If we employ [] without distinguishing mark to denote at pleasure 
either of the operators [], and []’ defined by (15), it is evident that 


(16) lp + ¥) = [9] + [4]; 
and that, if / is a covariant, 
(17) [F) =F, [AF]=F{[A), 


whatever form A may be. 

Let F,, F,, F;, ..., Fs, ... be a complete system of linearly 
independent covariants of the given system of quantics. By XVII, 
this complete system is homonomous, and therefore, by Theorem A, 
any covariant F’, can be expressed linearly in terms of a finite number 





*) In the case of two variables it appears that [], and [q]’ are identical 
if m is of one and the same weight relatively to the two variables; but in the 
case of more than two variables we have not proved the identity of the two 
operators defined by (15), Theorem XIX, however, shows that [p], and [q]’ are 
aggregates of the same linearly independent covariants, and are certainly identical 
if m is a covariant. 
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of covariants F,, F,, F;, ..., F, (of which any one or more may 


or may not actually occur in the expression of a particular covariant), 
thus: 


(18) F, = Ayn Fi, + Ase FP, + Ass FP; + +++ + Agu Fue 

(If any one of the covariants F,, F,, F,, ..., F,. does not occur in 
the expression of a given F’,, we simply regard the coefficient A of 
that covariant in the expression of the given J’, as identically 0.) On 
applying [] to both members of (18) we have, by XIX, (16), and (17), 
(19) FSF, (4a) + Fylde) + Fyl4e] +--+ + By[Aul: 

Now, each of the covariants F,, F,, F;,..., Fu, and F, is 
homogeneous in the coefficients of each of the given quantics and in 
the variables, and isobaric of one and the same weight relatively to 
the several variables; say F’, is of degrees j,, j;, jx’, ..., of order O, 
and of the weight w relatively to each of the variables. If we omit 
from A,; all terms excepting those that are of degrees j,— jx, js — jx, 
js’ —je’y - ++ Of order &,— ®, and of weight w) — w relatively 
to each of the variables, we shall have omitted from the right member 
of (18) only such terms as do not occur in F, (not being of the proper 
degrees, order, and weights), and the residual after all such terms 
have been omitted will still be F,. We may, then, assume that each 
of the coefficients A,,;, Aso, Ass, .. -.» Asw in (18) is a homogeneous 
isobaric function of the coefficients of the given quantics and of the 
variables, of one and the same weight relatively to the several variables. 
With this assumption [A,;], [Aso], [4ss],--,5, [Asa], the coefficients 
of F,, F,, #;, ..., F, in the expression of F, (19), are themselves, 
by XIX, covariants of the system, and therefore, by Theorem B, 


XX. (Gordan’s Theorem) all the covariants of any finite system of 


quantics of finite orders in a finite number of variables are expressible 
as holomorphic polynomials in a finite number of such covariants. 


Any rational (holomorphic or meromorphic) function of the coef- 
ficients of the quantics of the given system and of the variables may 
be called a covariant of the system if it is simply multiplied (or divided) 
by a power of the determinant of substitution when any linear trans- 
formation is imposed upon the variables; but such a rational mero- 
morphic function is necessarily the ratio of two holomorphic covariants, 
and requires no further consideration, 


Clark University, Mar. 26, 1892. 














Die Dedekind- Weber’schen Ideale in einem hyperelliptischen 
Kérper. 
Von 


Lupwia Baur in Darmstadt. 


In seiner Arbeit iiber die ,,Theorie der algebraischen Functionen 
einer Veriinderlichen‘‘ (Journal fiir Mathematik, Band 109, Heft I) 
macht Herr Hensel beziiglich der Abhandlung, die die Herren Dede- 
kind und Weber iiber den gleichen Gegenstand im 92. Bande des 
Journals fiir Mathematik verdffentlicht haben, folgende Bemerkungen: 
»,--- Jedoch wird in dieser Arbeit einzig und allein die Existenz 
jener Integrale*) dargethan, zur wirklichen Darstellung derselben wiire 
nimlich nach jener Theorie einmal die Auffindung einer sogenannten 
Basis des betrachteten Kérpers, dann aber die Darstellung einer Normal- 
basis unbedingt erforderlich; bei diesen beiden Aufgaben wird aber nur 
die Nothwendigkeit der Existenz einer Lésung bewiesen, aber kein zu 
ihr fihrender Weg angegeben, so dass mit Hiilfe jener Untersuchung 
in keinem Faille die Bestimmung des Geschlechts wirklich gegeben und 
die Integrale 1. Gattung gefunden werden kénnen.“ 

Das hier Gesagte ist in dieser Allgemeinheit nicht vollstiindig zu- 
treffend. Es giebt algebraische Kérper, bei denen die Dedekind- Weber’- 
schen Principien sehr wohl ausreichen, um die angedeuteten Aufgaben 
vollig zu lésen, wenn man nur die Primideale in der Form darstellt, die 
ich ihnen bei einer friiheren Gelegenheit (Zur Theorie der Dedekind’schen 
Ideale. Math. Ann. Bd, XXXII, p. 151—156) gegeben habe. Ueber- 
raschend einfach gestaltet sich insbesondere die Untersuchung bei einem 
hyperelliptischen Koérper, wie ich dies im Folgenden zu zeigen ver- 
suchen will. Dabei werde ich mich médglichst eng an die genannte 
Arbeit der Herren Dedekind und Weber anschliessen, und dieselbe der 
Kiirze halber mit D. W. citiren, wihrend ich auf meinen vorhin 
erwihnten Artikel durch B. hinweisen mdchte. 


*) Integrale 1. Gattung sind gemeint. 
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§ 1. 
Grundgleichung, Modul und Complementirmodul. 


1. Es werde © als algebraische Function der Veriinderlichen z 
durch die Gleichung 


(1) f (0, 2) = 0? — R(z) = 0 
definirt, wo 
(2) R(z) = (@—a) (@—a,)--- (2 — A) 


und keine zwei der Gréssen a). a, ..., @2g einander gleich sein sollen. 
Zu jedem bestimmten Werthe z, von ¢ gehéren dann im allgemeinen 
zwei Werthe von 0, nimlich 0,, und — O,,, und zwar soll, falls diese 
complex sind, derjenige, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, falls 
sie rein imaginar sind, derjenige, der durch ¢ dividirt, einen positiven 
Werth ergiebt, mit -+- ©, bezeichnet werden. Das System aller ratio- 
nalen Functionen von © und ¢ bildet einen Koérper Q algebraischer 
Functionen vom Grade 2, den wir, ohne den Werth von o irgendwie 
zu beschriinken, einen hyperelliptischen Korper nennen wollen. Unter 


»*) wird der Inbegriff aller ganzen Functionen von © und ¢ verstanden. 


Ich habe nun nachgewiesen (B. p. 156), dass die Functionen 1, 0 
gleichzeitig eine Basis fiir Q und 9 bilden. Wegen der Gleichungen 
0-1—0-1+41-0, 
0-O0—R(z)-1+0-0 
ist dann nach D. W. § 2. 


(3) N(0) = R(s), 
(4) $(@) =0, 
wozu noch die weiteren Gleichungen kommen: 
(5) SQ) =2, 
(6) S(R(e)) =2 Ree), 
SQ) 8(®) | 
nst. A(1, 0 wal ’ | =4R(e), 
oT a 
so dass 
(7) ‘A(1, 0) = Riz). 


2. Sind nun y, und 9, zwei beliebige Functionen in Q, definirt 
durch die Gleichungen 
m = 2%, + %.-9, 
Ny = %y + Ly + O, 


*) Durch ein Versehen des Setzers ist B, p. 151—153 iiberall » statt » 
gedruckt. 








a —- ae ocd 


~~ ne ™& 
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wo die 2; rationale Functionen von ¢ sein sollen, so ist (D. W. § 2, 13) 


19 j=] > 
A(n, 1%) = |x). AC, ©) = lan. B®, (4=7°9) 


und es bilden daher die Functionen y, und », immer und nur dann 
ebenfalls eine Basis von Q, wenn 


+=—_1,2 
(9) |x| + 0, Sed 1, 3) « 
Wir nehmen fiir das Folgende diese Bedingung als erfiillt an. Die zu 
Nis N2 complementiire Basis y,', y.' wird dann, wenn zur Abkiirzung 
(10) Yix = S(ni me) 
gesetzt wird, durch die Gleichungen 
(11) = Yan + Yan (é=1, 2) 


definirt. Gleichzeitig ist 
— " om few ke 
A (1) M2) = | Yar |? «8 (ny M2) = A (MMe) A (nN) (= L 3) 
woraus folgt, dass 
(12) Any, M2) + ACM, My) = 1, 
und demnach »,’, ,' thatsiichlich eine Basis ist (D. W. § 3, 7). 

3. Bedeutet demnach v,, v, die zur speciellen Basis 1, 0 comple- 
mentire Basis, so hat man wegen (4), (5), (6) zu ihrer Bestimmung 
die Gleichungen 
‘ 1=—2.»,+0.%, 

O=—0.¥,+2R(z).%, 
so dass ar 


? 


ro| = 


v= 


(13) 


12) 


a (2) 


side sae 
= 30° 
Stellt man eine beliebige Function 9 in Q vermittelst dieser Basis 
v,, Vv, dar in der Form: 
1 1 

(14) QH=LMy+Y°%=e->+9°+ Zo 
wo x und y rationale Functionen von ¢ bedeuten, so ist 

xv 


y 
1°:%y4= > “Mb > My» 


Hye Mt S Mm, 
ferner 

20y-1—y-1+2-0, 

207-O—=2-R-1+y-9; 


und aus diesen beiden Systemen folgt: 
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(15) «= S(n), 
(16) y = S(On). 

4. Ist dann weiter w,, @, eine beliebige Basis von », dann 
miissen, wenn 
(17) O%=4i+ 420, (i=—1, 2) 
gesetzt wird, die aj, ganze rationale Functionen von ¢ sein, so be- 
schaffen, dass ihre Determinante eine von 0 verschiedene Constante ist 


(D. W. § 3,7), und es darf in diesem Falle unbeschadet der Allgemein- 
heit angenommen werden, dass 


}=1,2 
(18) | aix| = 1 (; = 1, >) 


Die zu @,, @, complementiire Basis ¢,, ¢, hingt mit der zu 1, 0 
complementiiren Basis v, v, durch die transponirte Substitution zusam- 
men (D. W. § 10, 5) und ist daher gegeben durch 


1 1 
& = O° > + Gy: 20” 
(19) . 
& = Ay." F + In" F6Oi 


der Modul e = [¢,, €,] heisst der zu » complementiire Modul. Seine 
Basisfunctionen sind zwar keine ganzen Functionen, aber aus (19) 
erhellt sofort, dass O«,, Os, und mithin auch (D. W. § 3,5) die 


Functionen RF. ¢:& zu den ganzen Functionen gehéren, und zwar ist 


(20) 20 -& =a, + 4,,9, 


20 + & = dy, + a),9. 
Da hiernach 


1 = 20(— 42% +4; &), 
O=20( ay&,—ay&), 
oder 
(21) 1 = 2 (dy & — Ay, &), 
O = 2R(—ay2& + 44; &), 
so sind die Functionen 1 und 0, und nach (20) auch Oe, und O¢, 
theilbar durch e, mithin gilt das gleiche von dem Modul 
(22) ne = [é,, &, O8,, Os]. 
Da aber andrerseits eben gemiiss der Gleichung (22) auch ¢ theilbar 
ist durch oe, so schliesst man 


93 ve—e, 
(23) nOc = Oe, 


woraus mit Riicksicht darauf, dass Oe blos ganze Functionen enihiilt, 
folgt, dass der Modul Oe und mithin auch die Moduln Re und Re? 
Ideale sind (D. W. § 7). Insbesondere ergiebt sich aus (20), dass 











~ Tr &. 
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N (Oc) = const. | a.| = 1, 
und daher ist geradezu 


(24) Oe —»d, 

(25) Re = 09, 

(26) Re? =v. 
§ 2. 


Die Primideale und das Verzweigungsideal. 
Am mehrfach erwihnten Orte habe ich ferner gezeigt: ,,Jedes 
Primideal, dessen Norm gleich 2 — z, ist, kann in der Form 
[¢ —%, 9 ~—G] 
dargestellt werden, wo 0,, jede Wurzel der Gleichung /(0, 2) = 0 


sein darf, und umgekehrt ist jedes in dieser Form dargestellte Ideal 
ein Primideal.“ (B. p. 156). Setzt man also: 


(1) yp, = [4 — 4%, 9—9.,], 

(2) q:, = [2 — 4, 9+ 9,], 

so ist 

(3) N (p.,) aes N(q:,) —=f£— i, 


und man erhiilt alle Primideale unseres Kérpers, wenn man 2, alle 
Werthe durchlaufen lisst. Da hiernach ¢ — zg, durch die beiden Prim- 
ideale ., und q,, und nur durch diese theilbar ist, so ergiebt sich fiir 
das Hanptideal »(¢—4,) sofort die Factorenzerlegung 

(4) 0(2— 2) = Ps, * Gas 

Fassen wir den besonderen Fall ins Auge, dass ¢— 4, durch das 
Quadrat eines Primideales theilbar sein soll, so kann dieser Fall nur 
dann eintreten, wenn »,, = q,,- Hierzu ist nothwendig und hinreichend, 
dass die 2 Basisfunctionen von y,, durch das Ideal q,, theilbar sind, 
zwei Bedingungen, von denen die erstere ohne weiteres, die zweite nur 
dann erfiillt ist, wenn 0,0; denn nur dann kénnen zwei ganze 
rationale Functionen x, und 2, von ¢ so bestimmt werden, dass 


0 — 0,, = %,(¢—4%) + %,(0+6,,). 
Daraus folgt, dass z) im genannten Falle einen der Werthe ay, a, ,..., 429 
haben muss, und in der That besteht (B. p. 152) die Gleichung 
[z—a,, O}*? = o(2 —ay). (k=0,1,...,2Q). 
Setzen wir also 
(5) [¢—az, 0] = a, (k=0,1,...,20) 
so ist 
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(6) N(%) = # — a, 
und es ergiebt sich: 
Nur die (29+1) linearen Functionen 2 —a,, 2—a,,.. 


++) 2— Aq sind durch das Quadrat eines Primideals theilbar, 
und zwar ist 


(7) 0 (2 —ay) = 04”. (k==0,1,...,2@). 
Das durch die Gleichung 
(8) 3 = Ay... Mae 


definirte Ideal heisst das Verzweigungsideal. 
Aus (6), (7), (8) folgt sofort 
(9) N(3) = R(e), 
(10) oR (2) = 3 
und durch Multiplication dieser Gleichung mit der letzten des § 1. 
0 R?e? = 0 3?, 
woraus, da 3 und Re Ideale sind (§ 1,3), zuniichst 3? = Re? und 
weiterhin 


(11) 3= Re— 00 
sich ergiebt.*) Es ist also 
(12) 3 = 00 = [(¢—ay] (2 —a,) - - - (¢ —ag), OJ, 


eine Gleichung, die sich leicht vermittelst des Schlusses von mn auf 


(w-+-1) durch wirkliche Multiplication der Ideale a,, a,,..., d¢9 nach 
Anleitung von B. p. 152 verificiren lisst. 
Noch folgt aus (11) in Verbindung mit § 1, (24) 


(13) ¢3 = 0. 


§ 3. 
Die Riemann’sche Flache und die Verzweigungspunkte. 


Zu jedem Primideale gehért ein bestimmter Punkt, der sogenannte 
Nullpunkt des Primideals d. i. der Punkt, durch welchen jenes Prim- 
ideal erzeugt wird. Die zu y,, und q,, gehérigen Nullpunkte bezeichnen 
wir beziiglich durch {,, und Q,,. Da im Nullpunkte eines Primideals 
alle Functionen dieses Ideals, also insbesondere auch die Basisfunc- 
tionen verschwinden miissen, so ist 


(1) $., der Punkt, in welchem z= 4, 0 = 9,,, 
Ds, ” ” ” ” a=) 0e= — 0... 


Damit haben wir alle Punkte, in denen g einen endlichen Werth besi tzt. 
*) Durch Zerlegung in Primideale ist leicht nachzuweisen, dass, wenn a und 6 
zwei Ideale sind, aus der Gleichung 9? = 6? die andere q = 6 folgt. 
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Um auch noch die Punkte zu finden, in denen = oo, miissen 
wir noch die Primideale in 2 = aufstellea. Bezeichnen wir das 
System der ganzen Functionen von ¢ durch 0’, und setzen wir 
& ’ 12] , 

(2) Cw ao 6-2, 

so besteht fiir 0’ die Gleichung 

(3) O°? = 2’ (1—ayz’) (l—a,e’)-- - (l—a@ ot’) = BR, (2), 
und es ist daher 


(4) A, (1, 0’) = const. >< 7 5(6) = const. >< R, (z’). 
S(0’) S@”*) 

Da hiernach die vorstehende Discriminante keinen quadratischen Factor 
enthilt, so bilden die Functionen 1, 9’ eine Basis fiir »' (B. p. 156); 
und daraus folgt, dass 

[o — a), @ — 0] 
die allgemeine Form der Primideale in 2’ ist. Der Punkt, in welchem 
2 ==, erzeugt daher das Primideal 
(5) y=[,9}], 
und umgekehrt ist der Nullpunkt dieses Ideals, 8° oder §3,,, der Punkt, 
in welchem 


(6) £ = 00, ai 0 . 
ist. 

Damit sind alle Punkte unseres Kérpers gegeben, und die Rie- 
mann’sche Fldache T setzet sich also zusammen aus den sdmmtlichen 
Punkten Y,,, Qs, und dem Punkte Y. 

Aus (5) ergiebt sich noch 

y? — [2"?, #0’, 9*), 
oder, wenn g(s’) eine ganze rationale Function von ¢ bedeutet, nach 
B. p. 152 
pr=—Z[e, 0, 1+2 -g(e’)] 
= ¢[e’, 0, 1) —-2'[1, 0'}, 
mithin 
(7) 2’ =p? 
Die Gleichung (7) in Verbindung mit § 2, (4) sagt aus, dass die 
Variable zg jeden bestimmten Zahlenwerth 2, in zwei verschiedenen 
oder zusammenfallenden Punkten $,, und Q,, annimmt, mithin die 
Ordnungszahl 2 besitzt (D. W. § 15, 7). Die beiden Punkte §,, und 
Q,, mégen zusammen das Polygon © bilden. ,,Liisst man ¢) nach 
und nach alle Werthe annehmen, so bewegt sich das Polygon 


c= $., = Q,,, 
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und man erhilt alle tiberhaupt existirenden Punkte und nur diejenigen 
Punkte 2-fach, in welchen 2 — 4, oder + von der 2'" Ordnung ver- 
sch windet.“ 

Nach § 2 sind nur die linearen Functionen ¢— a, durch das 
Quadrat eines Primideals theilbar, wozu nach (7) noch die Function 


2 kommt. Bezeichnen wir daher der Bequemlichkeit halber den Punkt 
Po, durch ©,, so erhalten wir 


(8) TE = TSS, . . « Sap f', 

wo T die einfache Gesammtheit aller Punkte der Riemann’schen Fliche 

bedeutet. Die Punkte ©), ©,, ..-, Gog, $’ sind mithin die Ver- 

eweigungs-, Windungs- oder singuldren Punkte von T in z; ihre Ge- 

sammtheit bildet das Verzweigungs- oder Windungspolygon 

(9) 3 = GOS, ++ Sao P'5 

diejenigen Punkte von 3, in denen ¢ einen endl. Werth hat, d. i. 

So, Sj, - ++» Say, erzeugen zusammen das Verzweigungsideal 3 (§ 2, 8), 

und die siimmtlichen Punkte von 8 sind singulire Punkte erster Ord- 

nung. Gleichzeitig ergiebt sich hieraus fir die Verzweigungszahl w 

der Werth 

(10) =20+ 2. 

Dieselbe ist eine gerade Zahl und um 1 grosser als derGrad von R(z).*) 
' Die bisherigen Entwicklungen reichen auch aus, um eine Function 

als Polygonquotienten darzustellen. Beispielsweise verschwindet 2 — 2, 


in den Punkten $,, und Q.,, und wird in $$’ unendl, von der 2'" Ord- 
nung, und daher erhalten wir 


%, Qo, 
(11) i—-h = —oT 

S 2 
(12) 2— a= =a 


Was ferner © anbelangt, so ist © in Folge der Gleichung 
00 = aya -. + Mae 
(§ 2, (8), (11)) eine Variable von der Ordnung 29+ 1, die in den 


Punkten Go, S,, . - . Sag von der ersten Ordnung verschwindet. Unend- 
lich gross wird © blos fiir 2 —0O d. i. in $', nud da Obereck und 


*) Dies kommt daher, dass 
NG) =A, (2) = 1(2—a,) = R(2), 
NG’) = A, (Q) = 2T(1—a,#’), 
und mithin die Gleichung A, (2) =0 gerade eine verschwindende Wurzel hat 
(vergl. D. W, § 11 und § 16, 2), 
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Untereck einer Function in Q stets gleich viel Punkte enthalten 
miissen, so folgt 


(13) ga BS-:-™. 





Aus (11), (12), (13) erhellt noch, dass, wenn @ > 0, das Untereck 
einer jeden ganzen Function von z, die nicht grade eine Constante ist, 
durch 8’? theilbar sein muss. 


§ 4, 
Die Normalbasis von ov. 


1. Da nach §3 die Functionen 1, 0’ eine Basis von y’ bilden, 
so ist, wenn 2 und y’ ganze rationale Functionen von 2’ bedeuten, 
(1) a =—a2+y'-0 
der allgemeine Ausdruck einer Function in 9. ,,Jede Function @ des 
Moduls 9 kann mithin durch Multiplication mit einer bestimmten 
Potenz yon 2 in eine Function o’ verwandelt werden, und die kleinste 
ganze Zahl r fiir welche 2” .@ in »’ enthalten ist, soll der Exponent 
von @ genannt werden.“ (D. W. § 22), 

Demnach hat insbesondere © den Exponenten @ + 1, denn es ist 
0. 2 ¢+ = ©’ eine Function in 9’, wihrend 

@ = 0 ae / A= HF) AF) =e) far sf am 0 
& 
noch unendlich gross wird, mithin keine ganze Function von 2’ sein 
kann. 


Die in D. W. § 22 vorkommende Zahk.r, hat also den Werth 
o-+ 1, und daher ist 


(2) p=-1,—lm—e* 

d. h. der hyperelliptische Korper ist vom Geschlecht @.*) 
Ist ferner 

(3) oa=-a2-+ yO, 


wo x und y ganze rationale Functionen von ¢ beziiglich vom Grade 
m und » bedeuten, so hat der Exponent von @ entweder den Werth 
m oder den Werth n+ 0+ 1, je nachdem die 1 oder 2' dieser 
beiden Zahlen die gréssere ist, denn es gehdrt z. B. im ersten Falle 
Z™ o=ae™ty.¢™e-1, 0’ dem Modul o' an, 2’™—'. w dagegen 
nicht. Demnach muss speciell jede Function in 9, deren Exponent 
kleiner als 9 + 1 ist, eine ganze rationale Function von @ sein. 


*) Dies stimmt auch damit, dass nach D, W. § 24 


p= w—nf+ime+i—2+i=e. 
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3. Um nun eine Normalbasis von 9 zu erhalten, wahlen wir fiir 
» als erste Basisfunction 4,1, und miissen dann als zweite eine 
solche Function 4, wihlen, welche unter denjenigen Functionen in », 
die mod. oz nicht einer Constanten congruent sind, den kleinsten 
Exponenten besitzt. Nun ist allgemein, wenn 6 und ¢ beliebige Con- 
stanten bedeuten, 
o=b-+cO (mod. 92), 


und daraus folgt, dass 
o =x -+ (c+zy)0, 7 

wenn x und y beliebige ganze rationale Functionen, ¢ eine nicht ver- 
schwindende Constante bedeutet, die Gesammtheit derjenigen Func- 
tionen umfasst, die zuniichst fiir A, zulissig sind. Gleichzeitig ist, 
wenn wieder m den Grad von 2, » den von c+ zy bezeichnet, der 
Exponent von @ die grésste der beiden Zahlen m und n+ e+ 1, 
so dass derselbe sein Minimum erreicht, wenn » = 0 und m< e+ 1, 
und unter dieser Voraussetzung fiir 4, jede der Functionen 


a==2z2-+cO, ec+0, 
angenommen werden kann. Wir wiihlen unter diesen die denkbar 
einfachste durch die Bestimmung = 0, c = 1 und kommen so zu dem 
Resultat: 
Die beiden Functionen 4,—1, 4,—9 bilden eine 
Normalbasis von 9. 

Und in der That gentigen diese beiden Functionen den zwei eine 
Normalbasis charakterisirenden Bedingungen, welche nach D. W. § 22, 2 
lauten: 

»l. Die Funetionen A, und A, sind linear unabhiingig nach dem 
Modul oz. 

Il. Jede Function in 9, deren Exponent kleiner als der Exponent 
von A, ist, ist in der Form enthalten: cd, + 2.@, wo ¢ eine Con- 
stante, @ eine Function in po ist.“ 

Zuniichst nimlich kann die Congruenz 

e¢,-1+¢,0=0 (mod, [z, 20]) 
nur dann bestehen, wenn c, = c, =O, und damit ist die erste Be- 
dingung erfiillt; ferner aber hat 4, — 0 den Exponenten 9 +1, und 
jede Function w, deren Exponent kleiner als g +- 1 ist, muss nach 1. 
eine ganze rationale Function von 2, also sicher in der unter Il. ge- 
forderten Form darstellbar sein. 

4, Die in 0’ enthaltenen Functionen i,’ = 1, 4,, = 0’ bilden eine 
Normalbasis von 9’. 

Denn eine Gleichung von der Form 


¢,4,' + ¢,4, =0 mod. 92’ 
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oder, was dasselbe ist, 
“> +6,0 = 27a 


c, eet! + 6,0 = ee. a’ 
nach sich ziehen. Es wiirde dann 
@ = ¢, 2+! + 6,0 

eine Function in 9 sein, deren Exponent gemiiss der vorhergehenden 
Gleichung kleiner als g + 1 wiire, es miisste also w nach 1. eine ganze 
rationale Function und zwar von kleinerem als dem (g-+-1)'*" Grade 
sein.*) Dies kann nur eintreten, wenn c, und ¢, beide verschwinden. 
Also besitzen die Functionen 1 und ©’ die charakteristische Eigen- 
schaft I. 

Was die Il'* Bedingung betrifft, so bilden jetzt die Functionen 1 
und ©’ ein vollstiindiges Restsystem des Moduls 9’ nach dem Modul 
oz (D. W. § 5), so dass fiir eine beliebige Function ” aus 9’ all- 
gemein.die Congruenz 

o” =c,+¢,0° (mod. 92’ 
besteht; woraus dann weiterhin, wenn o’ wieder eine Function in 9 
bedeutet, die Gleichung 
eet ow” cet ¢0+ 2.0’ 
folgt. Ist nun der Exponent x” von w” in Bezug auf 2’ kleiner als 
o + 1, so ist jedenfalls 2+! . m” und mithin auch 
@ = get! , @” — ¢, eet! — ¢,0 


wiirde die andere 


eine Function in » und zwar mit einem Exponenten, der wegen der 
Gleichung @ = 2°. @’ jedenfalls den Werth’. nicht tiberschreitet. Wir 
schliessen wie vorhin, dass @ eine ganze rationale Function vom 
Grade r< @+1 und daher c, 0 sein muss, Wenn also r” <9 +1 
d. h. kleiner als der Exponent von ©’ ist, so kann ow” in der Form 
dargestellt werden 


ao” =¢,+ 2a’. 


Also erfiillt die Basis 1, 0’ auch die Bedingung II., womit die Be- 
hauptung bewiesen ist. 


§ 5. 
Die Differentiale und ihre Darstellung durch Polygonquotienten. 
1. Aus der Gleichung (1) des § 1 folgt 


de Riz) _ —-R(e) 
(1) de 20 —2R@)'? 


*) Bei einer ganzen rationalen Function ist der Exponent gleich dem Grade 
(D. W. § 22, 1). 


Mathematische Annalen, XII, 33 











502 Lupwie Baur. 


Es ist also ad und damit auch der Differentialquotient einer jeden 


beliebigen Function in Q wieder eine Function des hyperelliptischen 
Kérpers. Ferner ergiebt sich aus (1) 

» SO ., OBO 2 EO 
(2) i ie 3 "Wg Gy e+ Ayg ? 
und die Voraussetzung, die wir iiber die Gréssen a, a,,...d29 gemacht 
haben, bringt es mit sich, dass unter den Primidealen, in die das 
Ideal » F(z) nach § 2, (4) zerlegt werden kann, keines der Ideale 
sich findet. Zahler und Nenner von (2) sind mithin relativ prim, und 
daher ist das Unterideal von — gleich dem Verzweigungsideal 3. 


2. Es sei nun zuniichst, wie in § 4, (3) 


(3) o—xz+y0 
wieder eine beliebige Function in », so folgt nach D. W. § 12, 5, dass 
das Unterideal von =. in dem von ss d. i. in 3 aufgehen, und 
daher 4 ein Ideal a sein muss, so dass wir 

lw 
(4) .* ry “sh, 

da mn 
(5) “> 


setzen kénnen. Ist demnach @ eine ganze Function von z, so hat 


Ss. (welches im allgemeinen keine ganze Function von ¢z sein wird) 


in allen nicht singuléren Punkten einen endlichen Werth. 
Weiter ergiebt sich aus (4) mit Benutzung von § 2, (13) 


d 
(6) 05 = ea, 


woraus, da e die charakteristische Higenschaft I der Ideale besitzt, 
folgt, dass alle Differentialquotienten von ganzen Functionen, dem zu 
» complementiiren Modul e angehéren (D. W. § 23, 5). 
3. Da die Function @ der Gleichung 

F(a, 2) = ow — 240+ 2?—y?-R=0 
geniigt, so ist 

F’ (@) = 2(@—2) = 2y0, 

, ld d da 
mithin 
(7) oF (@) = 093; 
oF’ (2) =vyOea = nya, 
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und daher oy das ,, Ideal der Doppelpunkte“ in Bezug auf @ und z 
(D. W. § 23, 6). 


4. Ist jetzt 4 eine gebrochene Function und im nicht singuliéren 
Punkte 8 endlich, so ist auch 4" in $ endlich. 


Denn bezeichnen wir Ober- und Unterideal von »y beziiglich 
durch § und a, so dass 


b 
“y= Py. 


dann kann a jedenfalls nicht durch das den Punkt $$ erzeugende Prim- 
ideal » theilbar sein und daher 


(8) y= 


gesetzt werden, wo 6 und « zwei ganze Functionen sind, von denen 
« in $8 nicht verschwindet, Daraus ergiebt sich dann 


: dn _1(¢. ag da 
®) ae wae a5 — BG)» 
woraus das Gesagte folgt. 
5. Will man st als Polygonquotienten darstellen, so ist zu be- 


achten, dass nach § 3 das Obereck von 5 durch {84 theilbar, und 


die Unterecke von =, = in 8 aufgehen miissen. Es kann also, 


wenn 2% und $8 zwei Polygone bedeuten, a jedenfalls in die Form 


d 49 
00 2-93 
gesetzt werden. 
Nach Herrn Dedekind und Weber wird nun ein Ausdruck wie 
y dz ein Differential in Q, und zwar entweder ein eigentliches oder 
ein Abel’sches Differential genannt, je nachdem dz wirklich das 
Differential einer Function in Q ist oder nicht. In beiden Fallen wird 
die Bezeichnung 


(11) dqj=—n-dz 
eingefiihrt, Hiernach ist der in (9) auftretende Ausdruck 2 ein 


eigentlicher Differentialquotient, und wenn wir denselben durch @ 
bezeichnen , so ist 
"49 
(12) om ie 
Aber anch wenn si ein uneigentlicher Differentialquotient ist, kann 


diese Form hergestellt werden, denn ul = 7 ist eine Function in Q 


7” 33* 
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und als solche darstellbar durch einen Polygonquotienten, den man 
blos mit 3 * zu erweitern braucht, um die Form (12) zu erhalten. 
Mit Beibehaltung der Bezeichnung (11) kann also y stets in die 
Form 
——— a = 
(13) 1 SoS, .-- Ge B 
gesetzt werden, und es wird dementsprechend fiir das Differential dz 
die symbolische Bezeichnung 
~ w 
(14) dq=—>= 
eingefiihrt, wobei indessen jetzt die Ordnungszahlen @ und b vom 
Zahler bezw. Nenner nicht einander gleich, sondern gemiiss (13) durch 
die Gleichung 
a+3—=—b0+20+1 
oder 
(15) a=b+2e—2 
verbunden sind. 
§ 6. 
Die Differentiale erster Gattung und ihre Polygonclassen. 


Unter Differentialen 1. Gattung werden diejenigen verstanden, 
deren Untereck das Nulleck © ist (D. W. § 26). Wird ein solches 
Differential erster Gattung mit dw, sein Obereck mit Y bezeichnet, 
so ist die Function ‘ . 

w B FY 
(1) = Ke... Gy 
der allgemeine Ausdruck eines Differentialquotienten erster Gattung 
und ¥ heist das Grundpolygon von dw. Die Gesammtheit der Poly- 
gone ¥ bildet eine bestimmte Polygonclasse W. Nach D. W. § 26, 
ist ein solcher Differentialquotient durch die 2 Forderungen: 

I. In jedem Punkte, in welchem ¢ einen endlichen Werth 4, 
hat, ist 

(u(e — %)), = 9, 
Il. in jedem Punkte, in welchem z = oo ist, ist 
(w2)) =O 
vollkommen bestimmt. 
Und in der That folgt aus § 3 


PBP_O, 





(s—s,) = Sy Sy... yy = 0 in $,,, O,,, 
PY BS, 
2 =0, Gi, 
— PB BPoOQo | —('.. 9. 
we EiE.-- Cre =(!,, 2; 








ab 


di 


se 
sil 
ul 


8¢ 
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aber auch umgekehrt: besitzt 











“= * 
die beiden genannten Eigenschaften, so muss 
u(e—%)— Gare — 0 in By Da, 
u(¢—a,)= se =0 ,, G, 
UZ = ae =0, 2 


sein, es darf daher $ nicht durch einen gewdhnlichen (d. h. nicht 
singuliren) Punkt, wohl aber und héchstens durch ©;,! theilbar sein 
und 9% muss durch $§'* theilbar sein, mithin « die Form (1) haben, 


womit der allgemein giiltige Satz fiir unseren speciellen Fall zur An- 
schauung gebracht ist. 


Aus’ (1) folgt 

‘6 W 

(2) R(z) “t= ie 

d. h. es ist R(¢).w eine ganze Function, die in den singuliiren Punkten 
verschwindet.*) Da nun das Ideal q, die Gesammtheit der ganzen 
Functionen enthalt, die in ©, verschwinden, so muss /(z)-+w durch 
Mig, Uy, +++, Mag, mithin durch a a... G2 —= 3 theilbar sein, d. h. 
R(z) . w ist eine Function in 3 = R(z).¢, und demnach w eine Func- 
tion in ¢, also, wenn 2 und y ganze rationale Functionen von z be- 
ziiglich vom Grade m und m bedeuten, 


(3) wae rty se: 
Aus § 1, (15) und (16) folgt dann: 

x= S(u), 

y= S(Ou). 


Die Spur steht nun in einem einfachen Zusammenhang mit den con- 
jugirten Werthen. Sind niimlich die Werthe y und y”, welche die 
beliebige Function in Q in zwei nach 2 conjugirten Punkten annimmt, 
endlich, so ist fiir den betreffenden Werth von ¢ stets S(y4) = + 1” 
(D. W. § 16, 5). 

In vorliegendem Falle bemerken wir, dass wegen der aus § 3, 
(11), (13) und § 6, (1) sich ergebenden Gleichungen 


*) Die Gleichung (2) zeigt auch sofort, dass fiir 9 =0 Differentiale 1" Gattung 
nicht existiren, 
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= sae 
Me GG... Sy” 
Ou _ Bs 





£ Beane’ 


° Ge ., ° 
sowohl uz, wie —e im ¥’ verschwinden, also 


we=S(uz) —0 fiir z= oo, 
8 
$a8(F)—o » ” 


ist. Es muss mithin nothwendig z—0, und es darf hiochstens 


n=@—1, also wenn, ¢,, ¢,.-. ¢y1 willkiirliche Constanten be- 
deuten, 


(4) UW (CoO, of ey8? +--+ e121)» Se 





sein. Umgekehrt geniigt auch jede in (4) enthaltene Function den 
Bedingungen I und II und ist daher ein Differentialquotient erster 
Gattung. Damit ist die Existenz der entsprechenden Differentiale 
nachgewiesen und wir kommen zu dem Resultate: 

Jedes Differential erster Gattung dw lésst sich in der Form dar- 
stellen: 


o—1 
(6) dw = > Gt St tea e, 
d. h. die Differentiale erster Gattung bilden eine Schaar von der 
Dimension 9, und die @ Differentiale 








dz 2.dz edz 
(6) dw, = 5, dw, =o, ++ +, dw, = — 
eine Basis dieser Schaar. 


Demnach ist auch g die Dimension der Classe W der vollstindigen 
Polygone erster Gattung, und da nach § 3 


(7) # . Bree eo? 
8 Gi G,.--G,” 


so sind die zu den Differentialen (6) gehérigen Grundpolygone be- 
ziiglich 


W, = P'2e-0, 
W, —= P'2e-) PO, 
@) By — PEP), 


We = (Pog). 
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Jedes dieser Grundpolygone ist thatsiichlich von der Ordnung 29 — 2, 
und ihre Gesammtheit bildet eine Basis der Hauptclasse W. 

2. Unter den eben betrachteten Differentialquotienten miissen sich 
auch diejenigen nach D. W. mit w zu bezeichnenden, finden, fir 
welche, wenn & eine positive ganze Zahl bedeutet, 

(9) a. u’ =0 in f. 
Wie vorhin schliessen wir, dass in diesem Falle 


1) . , 
a es s) 
nH ee = 0 in ¥, 


und daher 


, 1°) ’ . 
wit = S( gr Au’) =0 fiir z2=>O, 


mithin die ganze rationale Function y héchstens vom Grade 9 —k 
sein darf. Daraus folgt, dass solche Differentialquotienten nicht 
existiren, wenn k > 9; dass dagegen, wenn k <Q, die Differential- 
quotienten w’ alle von der Form 


(10) w’ = (6) +0, 2-+-+:4-cg_a: 2-4) - $ 
sind und folglich eine endliche Schaar von der Dimension e — k + 1 
bilden, fiir die die Functionen 


dw, dw, do epi 
dz’ s? ’ dz 


als Basis angenommen werden kénnen. 
Demgemiiss ist auch 9 —k-+ 1 die Dimension der entsprechen- 
den Polygonclasse W. Da aber 
Weg = PRED. (PypOQo)e-*, 
so bildet diesmal W eine wuneigentliche Classe (D. W. § 21, 3) vom 
Theiler 
M — P'24-9, 
W = yy 2) yw’ 
und W’ eine eigentliche Classe von der Ordnung 
29 —2 —2k+ 2 = 2(o — k) 


so dass jetzt 


ist; d. h. 
Man kann 


2 (k++1) ga 
(11) v2 


setzen, und es bilden dann die den Differentialen 





dw =—u'.dz 
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entsprechenden Polygone 2’ eine eigentliche Classe W’ von der Dimen- 
sion g@ —k-+ 1 und der Ordnung 2(@ —k), so zwar, dass die @ —k+1 
Polygone 

Bi =—Lpres, 


(12) W,’ — P 2(e-*—-1) Po Qo, 
Wei = (Po Qo) * 


eine Basis der Schaar W’ bilden. 
Darmstadt, Februar 1892. 














Ueber den analytischen Charakter der eine endliche continuir- 
liche Transformationsgruppe darstellenden Functionen. 


Von 


Frrepricu Scuur in Aachen. 


Bei der Begriindung der Theorie der endlichen continuirlichen 
Transformationsgruppen ist bisher immer vorausgesetzt worden, dass 
die darstellenden Functionen Potenzreihen seien, wenn es auch Lie 
schon in den ersten Zeilen seines grundlegenden Werkes*) ausspricht, 
dass ein nicht geringer Theil seiner Resultate von dieser Voraussetzung 
unabhiingig sei. Doch diirfte es fiir den Leser nicht leicht sein, diese 
Unabhiingigkeit im Einzelnen zu verfolgen, zumal noch wenig strenge 
Untersuchungen iiber die dabei in Betracht kommenden partiellen 
Differentialgleichungen vorliegen. Fiir die Anwendungen der Theorie 
besonders auf die Grundlagen der Geometrie ist aber diese Frage von 
grosser Wichtigkeit. Da es sich niimlich hierbei der Natur der Sache 
nach um Functionen reeller Variablen handelt, so ist klar, dass die 
Annahme der Entwickelbarkeit derselben in Potenzreihen ein zuniichst 
ungerechtfertigt erscheinende Beschriinkung ist. In der That spricht 
Lie in seiner I. Abhandlung iiber die Grundlagen der Geometrie**) 
ohne Beweis den Satz aus: ,,Jede transitive Gruppe, welche durch 
solche continuirliche Gleichungen bestimmt ist, die eine gewisse Anzahl 
Differentiationen gestatten, ist mit einer durch analytische Gleichungen 
darstellbaren Gruppe jhnlich.““ Diesen Satz zu beweisen ist der 
hauptsiichliche Zweck dieser Zeilen. Dabei zeigt es sich, dass, von 
gewissen sich auf die identische Transformation beziehenden Voraus- 
setzungen abgesehen, die Existenz erster und zweiter Differential- 
quotienten der darstellenden Functionen fiir den {fast unverinderten 
Aufbau der Lie’schen Theorie ausreicht, sodass die 0. a. von Lie 


*) Theorie der Transformationsgruppen. LErster Abschnitt. Unter Mit- 
wirkung von Dr. Friedrich Engel bearbeitet von Sophus Lie. Leipzig, Teubner 
1888, Wir werden dieses Werk immer kurz als ,,Transf,"‘ citiren, 

**) Berichte der Sichs. Gesellschaft d. Wiss. 1890, p. 312. 
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gemeinte Unabhiingigkeit seiner Resultate von der Zugrundelegung 
analytischer Functionen sich mit geringen Ausnahmen auf den ganzen 
Kreis derselben bezieht. Was im Besonderen den obigen Satz betrifft, 
so war der Beweis desselben vorgezeichnet durch die vom Verfasser 
bemerkte Thatsache, dass sich nicht nur jede einfach transitive Gruppe, 
wie die Parametergruppe, sondern auch jede transitive Gruppe auf 
eine geeignete canonische Form bringen lasse, fiir welche die dar- 
stellenden Functionen sich in ganz bestimmter Weise aus den so- 
genannten Zusammensetzungsconstanten aufbauen. Es kam also nur 
darauf an, auch diese Reduction von den bis dahin gemachten Voraus- 
setzungen unabhingig zu machen. 

Der Untersuchung vorausgehen musste natiirlich eine genaue Priifung 
einiger bekannter Siatze iiber partielle Differentialgleichungen erster 
Ordnung auf ihre Unabhingigkeit von der Zugrundelegung analytischer 
Functionen, wobei diese Sitze in eine fiir die Theorie der Trans- 
formationsgruppen besonders brauchbare Form gebracht wurden. Da 
diese Siitze auf solche iiber gewohnliche Differentialgleichungen zuriick- 
gefiihrt werden kénnen, so mussten auch einige auf diese beziigliche 
Fundamentalsitze in der hier néthigen Form abgeleitet werden, obwohl 
wir uns da eher auf die vorhandene Litteratur hitten beziehen kénnen. 
Weil jedoch in der dem Verfasser zugiinglichen Litteratur iiber diesen 
Gegenstand besonders auf die Differentiirbarkeit der Lésungen solcher 
Differentialgleichungen nach den Anfangswerthen oder nach gewissen 
Parametern nicht in ausreichender Weise eingegangen ist, so mussten 
alle fiir uns in Betracht kommenden Siitze einer vollstindigen Be- 
griindung unterzogen werden. 


§ 1. 


Ueber Systeme gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen 
erster Ordnung. 


Lipschitz hat in den Paragraphen 84—86 des 2. Bandes seines 
Lehrbuches der Analysis (Bonn, 1880) die Integrirbarkeit eines Systems 
gewohnlicher Differentialgleichungen unter sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen*) bewiesen. Man kann das Resultat seiner Untersuchungen 
folgendermassen formuliren. 

*) S. auch Lipschitz, Disamina della possibilita d'integrare ecc. Ann. di 
Mat. Ser. Il, tom II, p. 288. Unter blosser Voraussetzung der Stetigkeit der 
rechten Seiten der Gleichungen (1) hat Peano (Démonstration de l’intégrabilité 
des équations differentielles ordinaires) in diesen Annalen, Bd, 37, p, 182ff. dasselbe 
Problem behandelt, wo-man auch weitere Litteraturangaben findet. Wir haben 
es in Riicksicht auf das Verstiindniss weiterer Kreise nicht fiir méglich gehalten 
uns auf diese Abhandlung zu berufen, da die Zeichenschrift von Peano den 
Mathematikern noch kaum geliufig sein diirfte. 








m™ aeoeodtciek =- 


a. fe pm Cte >, 
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Ist: 
(1) Ge = Pal%y,+-+ Hn, t) (a= 1...) 


dz, 


das gegebene System gewdbnlicher Differentialgleichungen, so wird 
von den Functionen g,(x, ¢) zuerst vorausgesetzt, dass dieselben fiir 
einen gewissen endlichen Bereich K der reellen Veriinderlichen 2, ... 2» 
und ¢ eindeutig und endlich seien: 


(2) | Pa(w, t)| << Gay 
dass sie ferner in diesem Bereiche ausnahmslos stetig seien, d. h. zu 
jedem positiven 4 soll ein positives ¢ so gefunden werden kénnen, dass: 


(3) \pa(a+Az, t+At) — g(a, 8)| <A 


fiir |Aa,| und |At|<¢ und fiir alle Werthsysteme innerhalb des 
Bereiches K. Endlich sollen in diesem Bereiche die Ungleichungen: 


(4) ° |pa(e-+ Ax, t) — pala, t)| <>) cb | Az| 
b=! 

erfiillbar sein, wo die ci positive Constanten sind, als welche unter 
Voraussetzung der Existenz endlicher und stetiger Differentialquotienten 
der @q(#, #) nach den 2, ...2, z B. die oberen Grenzen der absoluten 
Betrage dieser fiir den ganzen Bereich K gewihlt werden kénnen. 

Unter diesen Voraussetzungen gelangt Lipschitz folgendermassen 
zu einem vollstindigen Integral 2, = /f,(#) des Systems (1), welches 
den Anfangsbedingungen 2x, = /,(t’) geniigt, wo das Werthsystem 
oe ze, ¢® im Inneren des Bereiches KNiegt. Man wird nimlich 
stets solche positive endliche (nicht unendlich kleine) Constanten 
@,+-+.@n, 6 angeben kénnen, dass alle Werthsysteme z,...2,, ¢, 
welche die Ungleichungen: 


(5) |aq — 2g|<a, und |t— | <b 
erfiillen, innerhalb des Bereiches K liegen. Bestimmt man dann die 
positive Constante ¢ so, dass: 
(6) e<b und cg, < a, 
so ist durch die Ungleichungen: 
(7) |v.—a24;<a, und |f—P|<e 
ein (parallelepipedischer) Bereich K, bestimmt, fiir welchen die Inte- 
gration vorgenommen wird, 
Man nehme niimlich zwischen ?® und ¢ eine Reihe von Werthen 


i}, #,...,@ an und berechne die zugehérigen Werthe der x, nach 
den folgenden Formeln: 
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at = a1 4 (84-1) (4, #1), (G1. m) 
@ | 


x= a" + (t—t") pa (am, o). 


Dann wird gezeigt, dass erstens die x und x, stets innerhalb des 
Bereiches K° liegen, und dass zweitens die x, sich bei beliebiger 
Fortsetzung der Theilung des Intervalles von # bis ¢ festen Grenz- 
werthen nihern, den Werthen der gesuchten Functionen /, (¢). 

Wir wollen diesen Beweis kurz skizziren, da wir weitere Unter- 
suchungen tiber die Natur der Functionen f,(¢) machen miissen, fiir 
welche die Beweismethode von Lipschitz typisch ist. 

Die Formeln: 

(9) aah — af = (#4 — B) gy (at, #) + (A — BH) — (a, HH) 4 -- 
oe (4 — tt+i-1) Pa (att+i-1, g+i-1) 

ergeben aus der Annahme, dass die 2°, 2!,..., #*+*—' innerhalb des 
Bereiches K° liegen, in Verbindung mit (2) die Ungleichungen: 
(10 Jat —at| < leg, 
wodurch wegen der Ungleichungen (6) der erste Theil unserer Be- 
hauptung bewiesen ist. Zugleich lehren diese Ungleichungen, dass 
| att! — gk| fiir alle 7 <7 durch ein gehérig kleines |#*+‘ — | beliebig 
klein gemacht werden kann, uach (3) also auch: 
(11) [a] = | pa(att!, H+) — ga (at, #) |. 
Da dieser Bezeichnung gemiiss: 
(12) aT me ah (HB) aa, #) + (EH — PH) BG + 

— - (+i — pati 1) di, 
so ergiebt sich: 
(13) atti == at + (Hit) (g(a, #) + da}, 
wo |A4,| durch ein gehdrig kleines |#+’—?*| beliebig klein gemacht 
werden kann. 

Wenn wir also zwischen die Theilwerthe 7°, ¢', ..., @,¢ irgend 
welche neue Theilwerthe einschalten und die dann nach den Formeln 
(8) berechneten Werthe der x, fiir die ersten Theilwerthe ¢ mit y; 
bezeichnen, so kénnen wir setzen: 


(14) ra ro + (— Y) {pa (ait, 4) + dats 
wo die |4{| durch gehérig kleine Annahme der Theilintervalle |¢ — ¢—*| 


kleiner als 4 gemacht werden kénnen. Setzen wir daher &{==|1;—<,|, 
so folgt aus (4) und (8): 


(15) g< f° + lft "| {2 1de at 
b=1 
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Da wir nun durch die obige Einschaltung neuer Theilwerthe zu jeder 
beliebigen Kintheilung des Intervalles ¢— é gelangen kénnen, so 
kénnen wir: 

5... 08) on Bean ee 
(16) jeé—#-1| =o = aati 
setzen. Verstehen wir daher unter g die obere Grenze der Summen 
ta t:--+é, so folgt: 





2—=0, #<da, B< - (+g)? — 1), us. w. 


und schliesslich: 
= Ea < ; {(1+g9)' — 1} << (eit-"l—1). 


Diese Ungleichungen lehren, dass man die Eintheilung des Inter- 
valles ¢ — # in m-+ 1 gleiche Theile ¢‘ — #’— so weit treiben kann, 
dass bei Einschaltung irgend welcher neuer Theilwerthe zwischen die 
tf die Formeln (8) fiir die ersten Theilwerthe ¢ solche Werthe y‘ fiir 
die 2, ergeben, welche von den nach der ersten Eintheilung berechneten 
Werthen x‘ um beliebig wenig abweichen. Hiermit ist die Existenz 
eines Integrals der Differentialgleichungen (1) mit gegebenen Anfangs- 
bedingungen erwiesen. 

Es fragt sich nur, ob es nur ein solch Integral giebt. Sei nun 
%q = f(t) irgend ein Integral der Differentialgleichungen (1) von der 
Art, dass /,(°) == 2°, wo je die Functionen /,(¢) in einem gewissen 
Intervalle von ¢° bis ¢ nebst ihren ersten Differentialquotienten sicher 
endlich und stetig sein miissen, soll anders von einem eigentlichen 
Integrale die Rede sein; verstehen wir dann unter rt‘ gewisse Werthe, 
die zwischen ?¢' und ¢‘+' liegen, so ist doch: 


(18) fa(t’) = fal?) + 8 qa (f(r), 4i-1). 
Setzen wir daher /,(¢‘) — xi = y, so folgt: 
(19) mnt $0 fa (ME), #1) — a(t, #1) 


+ ga(f(ti-), ti") — ga (FH), #)}. 


Da nun die letzte Differenz des Coefficienten von 3 durch ein gehorig 
kleines 8 ihrem absoluten Betrage nach kleiner als eine beliebig kleine 
Grésse 4 gemacht werden kann, so folgt wieder: 


(20) Ins] <n +8 [a+ Diet i, 
b=1 


woraus wie oben folgt, dass die |/,(¢‘) — {| durch ein gehorig kleines 
6 beliebig klein gemacht werden kénnen, Hiermit ist nachgewiesen, 
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dass es unter unsern Voraussetzungen nur ein Integral der gesuchten 
Art giebt. 

Soweit sind wir im Wesentlichen der Darstellung von Lipschitz 
gefolgt. Nunmebr aber wollen wir beweisen, dass die Functionen /, (¢) 
stetige Functionen der Anfangswerthe 2° sind. Bezeichnen wir nim- 
lich die fiir die Anfangswerthe 2° + Az® entstehenden Werthe 2, mit 
iiberstrichenen Buchstaben, so haben wir: 


(21) | ai — ai) < [ait — ait) o>) hai — af | 
b= 

woraus leicht folgt: j 

¢ = ; > 

(22) ai—ai| < (1490) >) | Aad), 
b=1 

oder: 

(23) fala? +.A2", t) — fala’, | < 9 Diag, 

b=1 


womit die Stetigkeit der Functionen /,(x°,¢) auch in Beziehung auf 
die 2? nachgewiesen ist. 

Wiiren die rechten Seiten der Differentialgleichungen (1) auch 
noch von gewissen Parametern y, ...y, abhiingig, sodass diese Glei- 
chungen die Form: 


dz 


(24) Tt = Pah +++ Any ty Yy--- Yr) (A= 1... m) 


hiitten, die Integrale 2, = f,(¢) also auch noch von y, . . . y, abhingen, 
und kann dann vorausgesetzt werden, dass fiir alle Werthsysteme des 
in Betracht kommenden Bereiches der Veranderlichen z,...4,, t, Y,..- Yr 
die Ungleichungen: 


ie 

(25) |pa(w+Az, t, y+-Ay) — ga(x, t, y)| <>) Axs| << des Axe 
b=1 c=1 

bei endlichen positiven Werthen der co und e¢ bestehen, so lasst sich 

in derselben Weise zeigen, dass: 


(262) |fa(t, y+ Ay) — (falt, y)| < (-® — 1) SAud, 


c=1 
wo h die obere Grenze der Summen 


Gtat:+-+e und d+e+---+e 
bedeutet. Es sind somit bei obiger Annahme die /,(f) auch stetige 
Functionen der Parameter y, ... y,. 


Setzen wir weiter voraus, dass die ersten partiellen Differential- 
quotienten der g(a, ¢) nach den w,...2, fiir den ganzen Bereich K 








e 


oi > ae oc. 


Ds al 
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eindeutige, endliche und stetige Functionen von 2, ...2%, und ¢ seien, 
sodass die Ungleichungen (4) sicher erfiillt sind, wenn fiir die co die 


oberen Grenzen der absoluten Betriige dieser Differentialquotienten 
gesetzt werden, so lisst sich auch die Existenz der Differentialquotienten 
der /,(¢) nach ihren Anfangswerthen 22 nachweisen *). 


Bezeichnen wir niamlich wieder mit Z' die auf Grund der Formeln 
(8) mit den Anfangswerthen 2, von denen nur einer um Az? von 
dem Werthe des urspriinglichen «? abweichen mag, berechneten Gréssen 
zi, ferner mit xi gewisse Werthsysteme, die jedesmal zwischen x’ und 
x: liegen, und behalten im Uebrigen die friiheren Bezeichnungen bei, 
so erhalten wir zur Berechnung der Differenzenquotienten: 


die folgenden Formeln: 
7 F) s—1 sal 1 
(27) weutt+e >) a a ~) yt, 4%) 
c=1 
wo u? = 1 oder 0 ist, je nachdem a =} oder von b verschieden ist. 
Vergleichen wir nun diese Formeln mit den folgenden: 


-1 4si-1 
(28) vis vi- 1 + > —_ Ms ) —vi-t, 


c=1 
wo ebenfalls v? = 1 oder 0 ist, je nachdem « =} oder von 6 ver- 


schieden ist, so werden die Differenzem.wi = ui— vi durch die 
Formeln: 


(29) wi wit 4 > 


c=1 


ag t'- ”) i 
+e> = a ; wi 


c=1 


ai—-. 5 iri 
Ke Om, 


{ete 1 en 2 Bg (a! a t'- ') ba 


mit den Anfangsbedingungen w® = 0 verbunden sein. 
Nun wissen wir, dass die | ai — xf und folglich auch |r§— 4 | 
durch ein gehérig kleines Az? beliebig klein gemacht werden kénnen. 


yt 
Es ‘kbanen demnach wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der ~—— ) 
oe en c 


*) Vergl. hieriiber auch Laurent, traité d’analyse, tome V, Paris 1890, p. 10. 
Doch scheint mir der dort gegebene Beweis nicht ganz ausreichend. 
: **) Eigentlich haben die y‘~* fiir jede der m Gleichungen dieses Systems 


andre Werthe, doch glaubten wir hiervon bei der Bezeichnung absehen zu kiénnen, 
ohne das Verstiindniss zu beeintrichtigen. 
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fiir den ganzen Bereich K die Coefficienten der ui—' in den Formeln 
(29) durch ein gehérig kleines Ax} unter jede beliebig kleine positive 
Grésse x gebracht werden. Ferner folgt aus den Formeln (23), dass 
die «‘ auch bei beliebig klemem Az? endlich bleiben. Bezeichnen 
wir daher mit q die obere Grenze der Summe |uj| + |wj|-+--+-++ |u|, 
so folgt: 


(30) ie < |u| +8 (ax4+ Selo), 
\ c=1 

woraus wie oben folgt, dass die |wi—v‘| durch ein gehérig kleines x 
oder ein gehdrig kleines |Az}| beliebig klein gemacht werden kénnen. 

Bedenkt man endlich, dass die |f,(t/)—ai| durch ein gehorig 
kleines @ beliebig klein gemacht werden kénnen, so erkennt man 
durch ein entsprechendes Raisonnement, dass die v‘ den Integralen 
Of, 


—< der linearen Differentialgleichungen : 
OX, 
d ( ofa 
. iat) Sy delttont) af 
(31) dt -> ae ore) day 


c=1 


af. \° 
mit den Anfangsbedingungen (5) =0.5, Wo O.,5—1 fir a—b 
%% 

und = 0 fiir a2b, durch ein gehdrig kleines 0 beliebig nahe gebracht 


werden kénnen. Diese Integrale sind demnach auch die Grenzwerthe, 


denen sich die Differenzenquotienten ae bei beliebig abnehmen- 
Xp 
den Az) nahern. Hiermit ist gezeigt, dass die Differentialquotienten 
der f,(é) nach den Anfangswerthen 2? eindeutige, endliche und stetige 
Functionen von ¢ sind. 
Ganz in derselben Weise erkennt man im zweiten Falle, dass 
unter Voraussetzung der Eindeutigkeit, Endlichkeit nnd Stetigkeit (in 


Beziehung auf alle Veriinderlichen) der ersten Differentialquotienten 


ae . : of. . 
der g,(“,¢t,y) nach den y, die Differentialquotienten 3 als die Inte- 
grale der linearen Differentialgleichungen: ; 


ohn 

d({(~=— n 

oy, 9, (FO, ty ef, (f@®,t,y) ef, 

(32) (as) _ ey, te > PO 26, 
d=—1 


| Of,(t) dy, 


af. \e 
mit den Anfangsbedingungen (g) = 0 als eindeutige, endliche und 


stetige Functionen von é definirt sind. 





et 
ne 


st 
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Wir kénnen somit den folgenden Satz aussprechen: 

Satz 1. Sind die n Functionen gq(a, ... tn, t, Yy «.+ Yr) im 
einem gewissen Bereiche der reellen Vertinderlichen x, ...&n, t,Y,. ++ Yr 
nebst ihren ersten Differentialquotienten nach x, ... %, und y,... Yr 
ausnahmslos eindeutig, endlich und in Beziehung auf alle Variabeln 
stetig, so giebt es stets ein und nur ein System von Functionen x,=fa(t), 
welche die Differentialgleichungen: 


dx 

Fe Pay ++-Fny ty Yee. Yr) (G1... m+) 
befriedigen und fiir t = t® dem Inneren des Bereiches angehirige Werthe 
x annehmen. Diese Functionen sind sowohl nach den Anfangswerthen 
x als nach den Parametern y, einmal differentiirbar und zwar sind 


diese Differentialquotienten als eindeutige, endliche wnd stetige Functionen 
von t bestimmt durch die linearen Differentialgleichungen : 


a(S) “1 Oga(Fit),t,Y) Of 
Xs => Pa 9% c 














dt - of, 6) ax? 
und: 
. (as, __ 09, (fF), ty) > 9, (f),t9) ef. 
a, "a Ta ~ OF dy 
. . ms of, Of, 
und die Bedingungen, dass fiir t = t®: —; =0,,5 und == () 
ay OY 
werde. . 


Aus diesem Fundamentalsatze kénnen wir den folgenden Satz 
iiber partielle Differentialgleichungen herleiten: 

Satz 2. Sind o8(a,...%p, 2... %,r) nebst thren ersten Differen- 
tialquotienten eindeutige, endliche wnd stetige Functionen der reellen 


Verdinderlichen %,...%n, @... %, fiir einen gewissen Bereich K der- 
selben und erfiillen sie ausserdem die Identitdten: 














“1 ( o° (a, 2) O65 (a. 2) 
(33) >| se ob (e, ) — “SE ot(e, 0) | 
G0° (a, 2) 65 (a, 2) ( ss 
+ 04, <5) 045 7 0, b, c=1...%7 


so giebt es ein und nur ein Functionensystem x, = fa(#, .. . @r), welches 
die Differentialgleichungen: 
Ox, b 


(34) 7a, = 69 (X11... Xn, y---r) (X= 1...n, b—l...r) 





Mathematische Annalen, XLI. 34 
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befriedigt wnd den Anfangsbedingungen x° =f, (a... 2°) geniigt, wo 
x... 29, 2... 2 eine Stelle im Inneren des Bereiches K ; die Functionen 
fa(2) besitzen zugleich endliche und eindeutige erste Differentialquotienten 
nach a9... 2°*). 

Wire namlich der Satz richtig, und setzen wir 2, = 2? + y,t, so 


wiirden die Functionen 2, = /f,(2°-+ yt) als Functionen von ¢ das 
System gewdhnlicher Differentialgleichungen: 


A r 
(35) “Ge AD, 82, + ty) ys 


b=1 


befriedigen und fiir ¢ == 0 die Werthe 2° annehmen. Sind umgekehrt 


die y, so gewahlt, dass die z, fiir alle ¢ zwischen — 1 und + 1 dem 
Bereiche K angehéren, so existirt nach dem Satze 1 ein und nur ein 
solehes Functionensystem 2, = f,(x%°,¢,y), und es sind diese Func- 


tionen sowohl nach den 2° als nach y einmal differentiirbar. Die 


letzten Differentialquotienten sind darnach definirt durch die linearen 
Differentialgleichungen : 


a 


Ti) _ ev Sy aati v-t98 
qi = a (@, e+ yt) + Pp ae Ye 
r n dc, (a, oo yt) Ox, 
+ om d=—1 Oa . ” Oy 
. 0x , ; 
und die Anfangsbedingungen: {(——-} —0O. Setzen wir daher: ** 
5D 4 5 O’s 
b Ox, b 0 

(37) a(t) = OY, — t6,(x, 2 +yt), 


so folgt durch Substitution des Ausdrucks gy! (¢) + to®(a#, 2°+ yt) fiir 
ex, 
0% 


; dg? (t) yy B65 (a, +4-yt) 
gOS Hetty om 


c=1 dD=1 





in die Gleichungen (86) auf Grund der Identitiiten (31) leicht, dass: 


*) Es ist nicht schwer zu zeigen, dass diese Differentialquotienten in Beziehung 
auf z,... 2, stetig sind, doch brauchen wir diese Eigenschaft fiir die Folge nicht. 

**) Es ist diese Beweismethode derjenigen nachgebildet, welche Engel in 
der Note: Die canonische Form der Parametergruppe, Ber, d. Siichs. Ges, d. Wiss. 
1891, p. 318 zur Erreichung des Uebergangs von einem Systeme gewdéhnlicher 
Differentialgleichungen zu dem entsprechenden Systeme partieller Differential- 
gleichungen beniitzt. Vgl. auch Laurent, traité d’Analyse, t. VI, p. 116—117, 








oo Th 


ae: we ae 
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Da die Coefficienten dieses Systems Jinearer Differentialgleichungen fiir 
die g°(t) eindeutige, endliche und stetige Functionen von ¢ sind und 
gy? (0) = 0, so ist das einzige hier vorhandene Liésungssystem dieser 
Differentialgleichungen g°(#) = 0. Es ist demnach: 


9 Ox, =— 6 0 
(39) ya tor(x, 2° + yt). 
£,— 8 
Setzt man daher in 2 = f, (2°, t, y) fiir yp: — » 8o wird: 
s—* 
Of 2°, t, ——— 2 
any OT) Stenn— Pte (x,2) 2% =o, 


b=1 


woraus folgt, dass die z, von? unabhiingig werden und nur Functionen 
von a?...2° und g,...2, sind. Hiermit ist unser Satz vollstiindig 
bewiesen, auch der letzte Theil desselben, da fiir das System (35) die 
Voraussétzungen des Satzes 1 sicher erfiillt sind. 

Aus diesem Satze ergiebt sich leicht das Mayer’sche Theorem*) 
iiber die Integration des Jacobi’'schen Systems: 


n 


7 5 OF 
(41) z= o, (a, +. - 2a) x =, (b==1...9r) 


a=1 


wo nun 7 < m sein muss, und in den Identitiiten (33) die Differential- 
quotienten nach den 4, fortfallen. Wir kénnen nimlich diese Inte- 
gration dahin auffassen, statt der 7, ...2, neue Veriinderliche 2, ... 2, 
so einzufiihren, dass die Gleichungen des Systems (41) der Reihe 
nach in: 


(42) oF nd, «-« See 


Ox ? Oz, 
iibergehen, deren allgemeines Integral offenbar die Form hat: 
(43) F = (2-41 ..- 8); 


wo g irgend eine erste Differentialquotienten besitzende Function 
Von Z,41...%, ist. Fiir die z, als Functionen der 2, ergeben sich 
hiernach die Bedingungen: 


n 


Oz, 
(44) > 6 (2) ae =0,-¢ (b=1...7, cml...) 
a 


a=1 





*) S.z.B, A. Mayer, Ueber die Zuriickfiihrung eines vollstiindigen Systems auf 
ein einziges System gewdhnlicher Differentialgleichungen, Ber. d, Siichs. Ges. d. 
Wiss. 1891, p. 448 ff. Vgl. auch die inzwischen unter gleichem Titel a, a. O. 1892, 
p. 177 ff, erschienene Note des Verfassers, 


84° 
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als nothwendig und hinreichend. Multiplicirt man diese Gleichungen 
mit e und summirt iiber ¢ von 1 bis m, so folgt: 
c 





(45) Fa = (2) (qunl..., Sand ...9). 
Sind umgekehrt » Functionen: 
(46) tq = fa (ai... UR, 2... B) 
gefunden, welche das System (45) befriedigen und fiir 
#121, .. +, = 
in irgend welche einmal differentiirbare Functionen 2° von 4,41... %n 
iibergehen, die nur so gewihlt sein miissen, dass das System (46) 
nach ¢,...2, auflésbar wird, so ergeben sich aus den Gleichungen 


é 
(45) durch Multiplication mit — 


wieder die Gleichungen (44). Nach dem Satz 2 giebt es aber immer 
ein und nur ein System von Functionen f, dieser Beschaffenheit, wenn 
wir zunichst von der Auflésbarkeit absehen. Was nun diese betrifit, 
so sieht man, dass sowohl die Functionen /, (f (a, By... Br), Wy 0. w,) 
als die Functionen fy (2°, 2: +: — 2)... 2, -+ w, — 25) als Functionen 
von w,...W, die Differentialgleichungen (45) befriedigen und fiir 
w, = #,...,W,—= 2 in f, (2°, 2,...#,) tibergehen. Sie sind daher 
nach Satz 2 identisch, woraus im Besonderen fiir w, = 22° — zg, folgt: 


(47) Do =f (%,--- +4, 24 —#,...20—-#4). 


und Summation tiber a von 1 bis n 





Nehmen wir daher an, dass das Jacobi’sche System auf die Mayer’sche 
Normalformen gebracht sei, d. h. dass o®(z)—0,, fiir a<r, so 


haben wir fir acr: f(x, 2)—=22°+2,— 2, sodass wir um die 
Auflésbarkeit zu erreichen fiir a > 7 nur x° = 2, zu setzen brauchen ; 
dann sind: 
(48) Bq = fa(,.. Kn B+ Bi — By... oe bay — ay) 
(a=r+1...m) 
die bekannten Hauptlisungen des Jacobi'schen Systems, welche nach 
Formel (35) durch Integration des Systems gewidhnlicher Differential- 
gleichungen: 
af, = 
(49) it => 0 (xi + ty,,.+. tty + tyr, frpty sey fn) Yo 
b=1 
(as=r+1...n) 
mit den Anfangsbedingungen, dass fiir t=O: f, im x, tibergehe, ge- 
funden werden kinnen. 








o™  e Dn —™ eet 


= 
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Es muss hervorgehoben werden, dass bei diesem Beweise nichts 
tiber die Existenz zweiter Differentialquotienten der gesuchten Lésungen 
vorausgesetzt wird, wie dies Herr Mayer bei dem letzten Beweise*) 
seines Theorems noch that. Es ist also das Theorem von dieser Voraus- 
setzung unabhingig; in der That folgt ja aus der Existenz der ersten 
Differentialquotienten der 63 (a) nichts tiber die zweiten Differential- 
quotienten der Integrale des Systems (49) nach den Anfangswerthen, 
deren Existenz fiir die obige Voraussetzung nothwendig wire. Es 
diirfte daher der hier gegebene Beweis der Natur dieses Theorems 
besser entsprechen. 

Fir r = 1 folgt aus unseren Betrachtungen der folgende besondere 
Satz, auf den wir uns spiiter stiitzen werden: 

Satz 3. Gentigt eine Reihe von Functionen Fy(x, ... %n) der 
Differentialgleichung: 

(50) Dd'os(a,... 20) = at, 

b=1 

wo die G(x) nebst ihren ersten Differentialquotienten eindeutige, end- 
liche und stetige F'unctionen der reellen Verinderlichen x, ... 2%» sind, 
so lassen sich stets solche neue Verénderliche 2, ...% statt der 2... 2p 
in die Functionen F(x) einfiihren, dass sie von mindestens einer der 
Verdnderlichen 2, wnabhiingig werden, iibrigens aber den Charakter 
der Differentiirbarkeit beibehalten. 


§ 2. : 
Ueber die grundlegenden Differentialgleichungen der Theorie der 
endlichen Transformationsgruppen. 

Ist eine Gruppe von reellen Transformationen gegeben in der 
Form: 
(1) Bq mm fa(%,... Huy Hy, ... My) (== 1...0), 
so findet die Gruppeneigenschaft ihren analytischen Ausdruck in Glei- 
chungen von der Form: 


(2) fa (f(a, u), v) =fa(x, p(u, v)). 

Hier mége von den fa(x,u) sowohl als von den g»(u, v) vorausgesetat 
werden , dass sie eindeutige, endliche und stetige Functionen der reellen 
Verdinderlichen x, ... Hn, Uy os Up TESP. Uys. + Ury Vy ~~. Vy innerhalb 


gewisser Bereiche K resp. L seien. Nehmen wir weiter an, dass auch 
die ersten und sweiten Differentialquotienten der f.(x, wv) nach wu, .. . Uy 


*) S. A. Mayer, a. a. O. p, 454, 
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in K eindeutige, endliche und stetige Functionen ihrer Verdnderlichen 
seien, so gilt das Gleiche von den ersten und zweiten Differentialquotienten 
der oo(u, v) nach den v, ...v, wenigstens fiir einen Theil M des 
Bereiches L. 

Sind niimlich (x... 28), wo b= 1...r zu setzen ist, r Stellen *) 
im Bereiche K, so wird man dieselben, sollen anders die Functionen 
fa(w, #) wirklich von r Parametern wu, ...u, abhiingen, immer so 
wahlen kénnen, dass die Determinante: 


(3) A (6,c—=1...1) 


wo die Indices a, in gewisser Weise von den Indices 6 abhiingen, 
nicht fiir alle Werthe der uw, ... 1, verschwindet. Denn zuniichst wird 


: - - . Of, (w', u) 
man sicher z! ...! so wihlen kénnen, dass die - . 





nicht sammt- 


Ou, 
lich identisch verschwinden. Trifft dies bei einem gewissen Werth- 
system x}... 2! fiir 4 =, zu, so wird man weiter 2?...22 so wihlen 


kénnen, dass nicht alle Determinanten 2. Ordnung der Matrix: 


| Of, (w', wv) OF, (a, w) || : 
——ee ng eed. 59) 
c 











| em, | 


identisch verschwinden, weil sonst alle Functionen /,(2?, u) bei be- 


liebigen Werthen der 2?...«? mindestens eine Differentialgleichung 
von der Form: 

; Of, (@,u) 
(4) 2; %(H ooo Uy) —_—" 0 


befriedigen miissten, wo die 65(w) nebst ihren ersten Differentialquo- 
tienten eindeutige, endliche und stetige Functionen von u, ...u, wiiren; 
natiirlich wiren nur zwei der 6,(u) von Null verschieden. Es kénnten 
demnach nach dem Satze 3 in die f,(#, u) solehe neue Parameter 
2,..-£- eingefiihrt werden, dass die f,(%, w) von mindestens einem der- 
selben unabhiingig wiirden. Nimmt man daher an, dass die Deter- 
minante obiger Matrix bei einem gewissen Werthsysteme 2? ... «? fiir 
a=, nicht simmtlich identisch verschwinden, so zeigt man ebenso, 
dass man 2$...2° so wihlen kann, dass nicht simmtliche Deter- 
minanten 3. Orduung der Matrix: 

| aaew eye w afl | 


=~ * ou, =? ou 





(c=1...7) 
el 
identisch verschwinden. So weiter schliessend kann man obige Be- 
hauptung beweisen. 


*) Vgl. wegen dieser Beweismethode z. B. Lie, Transf. 8, 63 ff. 





vo 
zu 


qu 
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Da nun die Functionen (u,v) als eindeutig, endlich und stetig 
vorausgesetzt sind, so ergiebt eine einfache Betrachtung, indem man 
zuerst die Differenzenquotienten in Betracht zieht, fiir ihre Differential- 
en nach den v piss die folgenden Gleichungen: 





fag (f@" “),0) r ~ 9 (u, ») 89 ¢(u, ©) 

» ~,— - eA he) Om...) 
wodurch dieselben fiir einen gewissen Theilbéreich des Bereiches Z als 
eindeutige, endliche und stetige Functionen der uw, ... tr, 0; ... Ur 
bestimmt sind; ganz ebenso beweist man dasselbe fiir die zweiten 
Differentialquotienten der g,(w,v) nach v,...v,. Ja man kann das 
System (5) auf Grund des Satzes 2 direct zur Bestimmung der Func- 
tionen (u,v) mit Hiilfe der als bekannt vorausgesetzten Functionen 
fa(w, u) beniitzen; doch gehen wir hierauf nicht ein, da wir spiiter 
noch eine andre Bestimmungsweise dieser Functionen finden werden, 

Machen wir nun die weitere Voraussetzung, dass unsre Gruppe 
die identische Transformation*) enthalte, d. h. dass: 


(6) fa(a, ui tee ur) = 2a, (ae=1...9) 
so veranlassen uns die Gleichungen (2) zu den entsprechenden An- 
nahmen: 


(7) Po(u, wu) = uy und gy(u9,v) =m. (b—1...4r) 
Setzen wir endlich ausdriicklich fest, dass die: 
Of, (x, wu) 
8 Be thee 
(8) aud §a (2) 


nicht stimmtlich identisch verschwinden**) und-dass sie nebst ihren ersten 
Differentialquotienten eindeutige, endliche und stetige Functionen ihrer 
Argumente seien, so gilt dasselbe von den Functionen: 

Og, (uw) 
(9) awe = @,. (uw). 
Das folgt in der That unmittelbar aus den Gleichungen (5) fiir v= u® 
und den aus ihnen durch Differentiation nach wu, ...u, entstehenden 


*) Wie es scheint, wird man bei unsern allgemeineren Voraussetzungen 
nicht umhin kénnen, diese Annahme ausdriicklich zu machen, die ja nach Lie 
entbehrt werden kann, wenn die /,(”,) analytische Functionen ihrer Argu- 
mente sind. 

**) Engel hat mich darauf aufmerksam gemacht, dass ich in meiner Abhand- 
lung: Neue Begriindung der Theorie der endlichen Transformationsgruppen, diese 
Ann. Bd. 35, S. 164 stillschweigend diese Annahme gemacht habe. Indessen kann 
man durch Einfiihrung der neuen Variablen y, =/f,(#,¢) und der neuen Para- 
meter &, = @,(w,¢) bei geeigneter Wahl der c, diese Annahme immer realisiren, 
worauf wir aber hier nicht niher eingehen wollen, 
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Gleichungen; zugleich sieht man, dass die w°(u) auf Grund dieser 


Gleichungen durch die f,(”, wv) und ihre ersten Differentialquotienten 
nach u, ..., vollstandig gegeben sind. Das zweite System der 
Gleichungen (7) lehrt dann noch, dass: 


(10) co® (wu?) = 9..5° 


Da hiernach keine Identitiiten von der Form: 
(11) >) 08 (u) a,=0 (a=1...r) 
b=1 
bestehen kénnen, so giebt es auch keine Relationen von der Form: 


(12) D(a) ay = 0. (@=1...9) 
b=1 


Aus (2) folgt niimlich durch Differentiation nach v, fiir 0 = wu: 


(13) E (fe, w)) — >) aha 


c=1 


multiplicirt man daher diese Gleichungen mit a und summirt iiber } 
von 1 bis r, so wiirde aus dem Bestehen der Relationen (12) wegen 
der Unméglichkeit von Identitiiten der Form (11) folgen, dass die f,(a,w) 
Differentialgleichungen von der Form (4) mit differentiirbaren Coef- 
ficienten befriedigen miissten, was ausgeschlossen war. 


Denken wir uns nunmehr die Functionen E?(u) definirt durch die 
Gleichungen: 


(14) > 0:(u) EP (u) = ba, 
sodass auch: sa 
(15) E; (u°) = 84,5 


und die Functionen E(u) ebenfalls innerhalb eines gewissen Bereiches 
um die Stelle w® nebst ihren ersten Differentialquotienten eindeutig, 
endlich und stetig sind, so haben wir fiir die Functionen f,(z, w) die 
Differentialgleichungen: 


~~ (x, wv) 


(1) =e (fF (@, u)) B2(u) 


mit den Anfangsbedingungen (6). Hieraus ergeben sich nach Satz 2 
als die nothwendigen und hinreichenden Integrabilititsbedingungen die 
folgenden Gleichungen: 
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(16) a > a {Ei (w) E(u) — E? (u) E?(u)! 
¢ d=le=1 
{ @E? (u) _ OF? (w) 
+e i | =o. 
Setzt man: 
6 (yo 7 
(17) dE) (wv) 7 OE," (Uo) x 





> 0 Pr ees 
. OUy, OU, , 
so folgt hieraus fiir « = u°: 


a (8° e@— 2° ge) => a8 


c=1 





und hiernach aus (16) wegen der Unméglichkeit von Gleichungen der 
Form (12): 

OEy(u) OEM) Sn pb) ph 
m- aa, = 2%: E'(u) B® (w); 
umgekehrt folgen die Integrabilitiitsbedingungen (16) aus (II) und (III). 
Endlich folgt aus (III) und (14): 


X 0? (1) , "7 - = 

(18) > (- ou, o(u) — — oo? (u ))= -> < oo? (Uy 
c=1 d=1 

und es sind die Gleichungen (18) und (III) die nothwendigen und hin- 

reichenden Integrabilitiitsbedingungen fiir das System von Differential- 

gleichungen: . 


(IV) a = — > of( (o(u, »)) B°(v) 


c=1 





mit den Anfangsbedingungen (7), deren Bestehen wir sofort einsehen 
werden. 

Nimmt man niamlich umgekehrt an, dass die Integrabilitits- 
bedingungen (II) und (III) erfiillt seien, so sind durch die Differential- 
gleichungen (I) und (IV) und die Anfangsbedingungen (6) und (7) 
nach Satz 2 die f,(~, wv) und g,(w,v) als solche eindeutige, endliche 
und stetige Functionen ihrer Argumente bestimmt, welche die Glei- 
chungen (2) erfiillen. Denn die Functionen /, (fle, u), v) sowohl als 
die Functionen f, («, y(u, »)) erfiillen als Functionen von v, ... 
die Differentialgleichungen: 


(19) oe 





- (Y) 





C==l 
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mit den Anfangsbedingungen w® =/ (x, u), sind folglich nach dem 
Satze 2 identisch, Da hiernach die Functionen g»(u, v) den Gleichungen 
(5) geniigen miissen, so sind sie in der That die gesuchten. 

Man sieht ferner, dass die so durch Integration gewdéhnlicher 
Differentialgleichungen mit Hiilfe der als bekannt vorausgesetzten Func- 
tionen ¢ (a) und @{(u) entstehenden Functionen f,(, u) und (1, v) 
alle unsere friiheren Voraussetzungen erfiillen. Es sind in der That 
die ersten und zweiten Differentialquotienten der f,{x, w) nach wu, ... u,- 
eindeutige, endliche und stetige Functionen ihrer Argumente, dasselbe 
gilt daher auch von den ersten und zweiten Differentialquotienten der 
@o(u,v) nach v,...v, Ja es ist nicht schwer zu beweisen, dass 
tiberhaupt alle ersten und zweiten Differentialquotienten der g,(w, v) 
eindeutige, endliche und stetige Functionen ihrer Argumente sind, und 
dasselbe gilt auch fiir die /,(v, u), sofern es sich um sogenannte tran- 
sitive Gruppen handelt. Fiir uns geniigt es zu wissen, dass die 
7 0 
ie nebst ihren ersten Differentialquotienten eindeutig, endlich 
und stetig sind, was ja selbstverstiindlich ist. Es kommt also nur 
noch darauf an zu erkennen, dass auch g,(u°, v) = vp sei; nun ge- 
niigen die Functionen v, wegen (14) den Differentialgleichungen (IV) 
und gehen fiir » = w° in u) tiber, sind folglich mit g,(w°, v) identisch. 

Endlich kann man sehen, dass die f,(%, w) nicht solehe Functionen 
Fy (@,..-%n, t,...t;) sein kénnen, die erste und zweite Differential- 
quotienten nach ¢, ...¢, besitzen, wos< yr. Dann ergiebt sich nimlich, 
wenn s die kleinste Zabl dieser Variabeln wiire, auf welche die w,...u, 
reducirt werden kénnten, in ihnlicher Weise wie oben fiir die g,(u,v), 
dass die ¢,...¢, fiir einen gewissen Bereich, der jedenfalls der Stelle 
u, beliebig nahe angenommen werden kann, nebst ihren ersten und 
zweiten Differentialquotienten eindeutige, endliche und stetige Func- 
tionen von u,..., wiiren. Hieraus aber wiirde folgen, dass: 

of, (@, w) . OF (a,t) dt, 
(20) OM, -2) ~ Ot Om,’ 
die /,(%, u) also Gleichungen von der Form (4) befriedigten; dann 
lehren die Gleichungen (1) in Riicksicht darauf, dass keine Identitaten 
von der Form: 


(21) > BX 0,(0) =0 
b=1 


bestehen kénnen, dass Relationen von der Form (12) bestehen miissten, 
was ausgeschlossen war. 


Wir kénnen die Resultate dieses Paragraphen kurz so zusammen- 
fassen : 
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Satz 4. Definiren die nebst ihren ersten und zweiten Differentialquo- 
tienten nach u,...u, eindeutigen, endlichen und stetigen Functionen /, (x,t) 
der reellen Verdnderlichen 2, ...%n, Uy... U, eine r-gliedrige Trans- 
formationsgruppe, ist also f, (f(z, u), v) = fa (a, p(u, »)) , wo die mp (u,v) 
eindeutige, endliche und stetige Functionen ihrer Argumente sind, sodass 
dasselbe auch von ihren ersten und gweiten Differentialquotienten nach 
V,...U, gilt, ist ferner fiir eine gewisse Stelle u, des Giiltigkeitsbereiches : 
fa(@, U9) = 2a, Po(u, w°) = uy und qy(u°, v) = v5, sind endlich die 
Of, (a, U°) 

ue 
nebst ihren ersten Differentialquotienten eindeutig, endlich und stetig, 
so geniigen die f,(x, u) den Differentialgleichungen (1), wo die ES (w) 
ebenfalls nebst ihren ersten Differentialquotienten endlich, eindeutig 
und stetig gind, und aug gleich befriedigen die (u,v) die Differen- 
tialgleichungen (IV); die ¢ (x) und E’ (w) threrseits geniigen den 
Identitiiten (11) und (111). Sind umgekehrt diese Identititen durch zwet 
Systeme von Functionen £° (a) und E (uw) erfiillt, wo E? (u®) = 0o,5 und 
zwischen den g* (x) keine Relationen von der Form (12) bestehen, so 





nicht sdimmtlich identisch verschwindenden Functionen g° (x) = 


definiren die durch die Differentialgleichungen (1) mit den Anfangs- 
bedingungen f(a, u°) = 2, bestimmten Functionen f,(a, u) eine r-gliedrige 
Transformationsgruppe, d.h. es ist fo (f(z, u), v) = fy («, p(u, »)) » wo 
die ,(u,v) durch die Differentialgleichungen (IV) mit den Anfangs- 
bedingungen (wu, u°) = uq bestimmt sind.*) 


S$ 3. 
Ueber die Reduction der Parametergruppe auf ihre kanonische Form. 
Kiihren wir in die Functionen f,(#, «v) neue Parameter ein auf 
Grund der Formeln: 
(1) Up = hp (s, eee Sr), 


Oh, (s) \° 
(2) uh (O...0) und 05. = (- ) ; 


und gehen hierbei diese Functionen in g,(z, s) tiber, ihre Differential- 
gleichungen (I) " 
Gq (@; 8) 


(3) Peii.. Best S| é° (g(@, s)) y. (s), 
so folgt: 


(4) ve (s) -y# (i(s)) 


*) S. Lie, Transf. I. Abschn, Theorem 3, p. 33 und Theorem 24, p. 158. 


) ee. 
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Setzen wir s, = 4,9, wo 6 eine unendlich kleine Grésse ist, so 
erhalten wir die infinitesimale Transformation: 


(5) Big — Wy + 8 (EN) yy +++ + EF(a) yw). 

Da nun der Definition gemiiss die Aufeinanderfolge zweier solcher 
infinitesimaler Transformationen wieder eine Transformation der Gruppe 
ergeben muss, so liegt im Hinblick auf die Formeln (8) in § 1 die 
Frage*) nahe, ob man die neuen Parameter im Besonderen so wiahlen 


kann, dass die g.(x,y,¢...y,¢) sich durch Integration des Systems 
gewohniicher Differentialgleichungen: 


dg.(x,4 
(6) mL ->«( (a(x, 98) y 


mit den Anfangsbedingungen: g,(x, 0...0)— 2, ergeben. Wire 
dem so, so miissten den Gleichungen (3) zufolge die Functionen 
w°(s) die Identitiiten: 
(7) > ¥i (9) 5: = 8 

c=1 


befriedigen und ausserdem natiirlich den Differentialgleichungen (III) 
des vorigen Paragraphen geniigen. In Riicksicht auf die durch Diffe- 
rentiation der Gleichungen (7) entstehenden Gleichungen: 


(8) wo+>* HO am 


c=1 


erhalten wir daher, nachdem wir die Gleichungen (III) zuvor mit 
8, multiplicirt und iiber 6, von 1 bis r summirt haben: 


@ 49 4+ oe + Sd.) —a,, 


d,e=1 
Setzt man daher: 
(10) ty? (yt... yt) = (2), 
so folgt, dass diese Functionen die Differentialgleichungen : 
we 
(11) aoe ob Ras > convo) 
t,d=1 
und die Anfangsbedingungen y*'(0) = erfiillen miissten. 
*) S. Lie, Tranf, I, Abschn. p. 69 ff, 


**) Die Méglichkeit der Bestimmung der w?(s) durch solche lineare Diffe- 
rentialgleichungen mit constanten Coefficienten wurde zuerst von Lie bemerkt 


Ee nl —_—— a 
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Hierdurch sind nun die Functionen y°(s) sicher als analytische 
Functionen von s, ...s, bestimmt, nimlich einerseits als bestindig 
convergente Potenzreihen*) oder durch Exponentialfunctionen**) aus- 
driickbar, deren Exponenten durch Auflésung der sogenannten charak- 
teristischen Gleichung nach Killing***) gefunden werden. Denken 
wir uns diese Functionen durch die Differentialgleichungen (11) und 
die Anfangsbedingungen ¥2(0) = 0 bestimmt, so sieht man erstens, 


ay? t 
dass y®(0....0) = (+ w(t) = (= = y= = 0,,5, und zweitens, dass 
auch die Identitiiten (7) oder die saint 


(12) > VE) Ys = te 


b=1 


gelten; denn bezeichnen wir die linke Seite hiervon mit 2, so folgt 
nach (11): 








dz, = 
(13) - 3 + > co Yo kes 
C,0=1 
also 2, = tya, weil fir t= 0 auch 4 =O und ci —=—c | ist 


Nunmehr liisst sich umgekehrt zeigen, dass die durch die Differential- 
gleichungen (6) und die Anfangsbedingungen g.(v, 0... 0) = a 
definirten Functionen g,(7, yt) die Differentialgleichungen: 


09q(@, yt) 
(14) —* de (g(x, yt)) ¥E(t) =0 
c=1 
t 
befriedigen. Die ae Y) sind nimlich. nach Satz 1 bestimmt 


durch des System linearer Differentialgleichungen : 
(Stichs. Ges, d. Wissensch, 1890, p. 478 ff.). Man sieht, dass diese Differential- 
gleichungen den partiellen Differentialgleichungen (28) iiquivalent sind, welche 
der Verf, in diesen Annalen, Bd. 38, p. 269 wie im Texte entwickelt hat. In der 
Form (11) des Textes wurden die Differentialgleichungen zuerst von Engel a. a. O. 
p. 311 aufgestellt. 
*) S. Schur, Beweis fiir die Darstellbarkeit u.s.w. Ber. d. Siichs. Ges. d, 

Wiss. 1890, p. 1 ff Bei dieser Gelegenheit sei die Bemerkung gestattet, dass, 
als ich in diesen Annalen Bd, 35, p. 162 behauptete, der dort gegebene Beweis 
fiir die Zugehérigkeit einer einfach transitiven Gruppe zu jeder Zusammensetzung 
sei die erste Publication eines solchen, ich den etwas friiher in den Verhandlungen 
der Ges. d. Wissensch, von Christiania (1888) verdffentlichten Beweis von Lie 
nicht kannte. Dem gegeniiber ist allerdings hervorzuheben, dass der Lie’sche 
Beweis auf der Theorie der Gruppen von Beriihrungstransformationen beruht, 
wihrend mein Beweis mit ganz elementaren Mitteln operirt. 

**) §. Lie, Ber. d, Sichs, Ges. d, Wissensch. 1890, p, 485, 

***) §. Killing, Die Zusammensetzung der stetigen endlichen Transforimations- 
gruppen, diese Ann, Bd. 31, p, 265, 
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a( 09q (2, yt) =) 
— OY 


aé als\e, yt)) @g,(x, yt) 
— 8 (010, 90) +) Sp ele 90) Panis 9 


c=1 d=1 





09, (x, yt) \° “ 
ee = ) = 0. Bezeichnet man da- 
b 


her die linke Seite der Gleichungen (14) mit g(t), sodass sicher 
g®(0) = 0 ist, so lehrt eine einfache Rechnung, die wir iibergehen, 
dass wegen der Gleichungen (II) des vorigen Paragraphen: 


amie dsi(g(@, yt) og 
(16) ->> bg@, yt) %e POs 


c=1 D=> 





und die Anfangsbedingungen ( 


dass also identisch g°(¢)=0. Dadurch ist bewiesen, dass die durch 
die Differentialgleichungen (6) mit den nr Ga(x,0...0) 
bestimmten Functionen nach der Substitution y, = —- die Differential- 
gleichungen (3) erfiillen, wo die y(s) die eben definirten eindeutigen 
analytischen Functionen sind. Bildet man daher die Integrabilitiits- 


bedingungen der Differentialgleichungen (3), so findet man fiir die 
w°(s) wieder die Relationen: 


7 6 w®(s) ap? (s) >> ty Oley adic) —— () 
( ) 08, 08, a Cor Me (8) ¥, (s) = 0. 


(,0=1 





Nunmehr ist es leicht zu sehen, dass man die Functionen h,(s) 
immer den reine ©) oder: 


(18) Ba, aly Pal(4(5)) HES) 
c=1 

und den Anfangsbedingungen (2) gemiiss bestimmen kann; denn als 
die dem Satze 2 gemiiss nothwendigen und hinreichenden Integrabilitiits- 
bedingungen ergeben sich unmittelbar die Gleichungen (18) des vorigen 
Paragraphen und die Relationen (17). Hiermit ist bewiesen, dass 
jede unseren Voraussetzungen geniigende Transformationsgruppe durch 
Kinfiibrong neuer Parameter immer auf eine kanonische Form gebracht 
werden kann, welche die Entstehung jeder Transformation durch in- 
finitesimale Transformationen in Evidenz setzt und die Parameter der- 
jenigen Transformation, welche durch die Aufeinanderfolge zweier 
Transformationen entsteht, durch analytische Functionen darzustellen 
erlaubt; das folgt in der That unmittelbar aus den den Gleichungen 
(LV) entsprechenden Gleichungen fiir die neuen Parameter. Ausserdem 





>> 


fs =} 


~ 


— _. Oe. ar, 
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aber haben wir bewiesen, dass jedes System von Functionen £(x), 
die nebst ihren ersten Differentialquotienten eindeutige, endliche und 
stetige Functionen ihrer Argumente sind und die Gleichungen (II) be- 
friedigen, den Differentialgleichungen (6) gemiiss eine Transformations- 
gruppe in der kanonischen Form der Parameter erzeugen. 

Da die w°(s) analytische Functionen sind, also sicher auch zweite 
Differentialquotienten besitzen, so kénnen wir nun auch die Integra- 
bilitiitsbedingungen der Differentialgleichungen (17) bilden. Dies ge- 
schieht indem man dieselben nach s, differentiirt, dann b, 6,, 6, cyklisch 
vertauscht und die drei so entstehenden Gleichungen addirt; man er- 
halt so nach einigen Umformungen:*) 

(V) Ps {cf Cb, 1H Gc 6, + Gc yoy =O 
c=1 

Sind diese Bedingungen erfiillt, und werden dann die w%(s) den 
Differentialgleichungen (9) oder (11) gemiiss bestimmt, so ist es leicht 
zu beweisen, dass sie die Gleichungen (17) befriedigen. Am ein- 
fachsten gelangt man dazu, wenn man wieder die linearen Differential- 
gleichungen aufstellt, denen die linken Seiten der Gleichungen (17), 


nachdem in ihnen zuvor y (s) durch ; v(t) ersetzt ist, als Functionen 


von tgeniigen; sie lehren unmittelbar das Bestehen der Gleichungen (17).**) 
Wir beschriinken uns auf die Hervorhebung des folgenden Satzes: 


Satz 5. Geniigt eine Gruppe von Transformationen den Be- 


dingungen des Satzes 4, so befriedigen die Constanten Cy. = Cs die 


Relationen (V), und es kinnen stets solche netieParameter sp = ypt statt 
der u,... U, eingefiihrt werden, dass die Functionen g,(x, 8), in welche 
die f,(x, u) dabei tibergehen, durch das System gewthnlicher Differential- 
gleichungen: 


dg, (x, yt) 


at = DE (9(@, 90) ws 
b= 


mit den Anfangsbedingungen g,(“,0) =O definirt sind. Geniigen wm- 
gekehrt die nebst ihren ersten Differentialquotienten eindeutigen, endlichen 
*) 8. z. B, diese Annalen, Bd, 38, p. 268. Es diirfte der Hinweis darauf 
nicht iiberfliissig sein, dass diese Relationen ohne die Annahme der Existenz 
zweiter Differentialquotienten der é (x), wie dieselbe bei der hierbei tiblichen 
Anwendung der Jacobi’schen Identitiit unerliisslich ist, abgeleitet sind. Man kann 
dasselbe auch ohne vorherige Reduction auf die kanonische Form leisten, wenn 
man die adjungirte Gruppe in der Art einfiihrt, wie dies der Verf. a. 0. a. O. 
p- 273 gethan hat. 
**) Es ist das gerade die 8. 518 angefiihrte Methode von Engel, die sich als 
ungemein fruchtbar erweist, 
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und stetigen Functionen g° (x) den Gleichungen (11), die Constanten 
Ce also den Relationen (V), so ist durch obiges System gewihnlicher 


Differentialgleichungen stets eine den Bedingungen des Satzes 4 geniigende 
Transformationsgruppe definirt. 


§ 4. 
Ueber die Reduction irgend einer transitiven Gruppe auf ihre kanonische 
Forn. 


Wir beschiiftigen uns zum Schlusse mit den sogenannten transi- 
tiven Transformationsgruppen; dieselben sind dadurch*) ausgezeichnet, 
dass sie jede Stelle des n-fach ausgedehnten Gebietes der Variablen 
Z,...%, in jede andre Stellen eines gewissen Bereiches desselben tiber- 
fiihren kénnen. Dann darf sicher keine Function F'(a,, ... 2%») existiren, 
welche bei allen Transformationen der Gruppe in sich selbst tibergeht, 
derart also, dass identisch: 


(1) F (f(a, u)) = F(a). 


Daraus aber wiirde folgen: 


; n OF (f(a,u)) af, (a, u) OF (fm 0) : 
a> ~ Of, (@, &) Ou, -> 4 Oe, uw) 0 (F(@,m) BP (w)—=0, 


a=1 c=1 








also, weil die Determinante | E? (u)| nicht identisch verschwindet : 


n F ; 
(3) z= oe Ei(2) =O. emaeeery 


a=1 





Wiirde umgekehrt die Function F(a, ...2,) diese r Differential- 
gleichungen erfiillen, so wiirde nach (2) F (f(@, u)) von den w,... Uy 
unabhingig sein, es miisste also wegen f,(x, u®) =a, die Gleichung 
(1) bestehen, die Gruppe kénnte demnach unméglich transitiv sein. 


Sollen nun die Gleichungen (3) miéglich sein, so miissen sicher 
alle Determinanten n‘** Ordnung der Matrix: 


(4) |E@ | 


identisch verschwinden, und es lisst sich auf Grund des Mayer’schen 
Theorems itiber vollstiindige Systeme, wie wir es in § 1 bewiesen haben, 
auch umgekehrt zeigen, dass dann jedesmal mindestens eine solche 
Function F(a, ...2%,) existirt, welche die’ Differentialgleichungen (3) 


nm, C==1-+-r) 


*) §. Lie, Transf. I, Abschn., p. 212 ff. 





— 
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befriedigt. Wir gehen auf diesen Beweis hier nicht ein, zumal er von 
Lie*) ausgefiihrt ist. 

Die Bedingung, dass nicht alle Determinanten n'** Ordnung der 
Matrix (4) identisch verschwinden diirfen, erweist sich aber nicht nur 
als nothwendig, sondern auch als hinreichend fiir die Transitivitit der 
Gruppe. Denn dann werden wir, sobald die a,'...2,' in einem ge- 
wissen Bereiche von 2,...%, liegen, uw, ..., immer so bestimmen 
kénnen, dass: 

(5) La = fa(a, U). 


Betrachten wir niimlich die u,...u, als Functionen von 2,’ ... 2’, 
so geniigen sie den Differentialgleichungen: 


2 , = Cf, (eu) Ou, 
(°) bus Dia Fal 


c=l1 


und den Anfangsbedingungen, dass fiir 2,’ =, etwa u,.=w,°. Unserer 
Voraussetzung gemiiss werden aber nicht alle Determinanten n't Ord- 
. |] Of (@, &) | 
nung der Matrix || —*.— | 

| ou, | 
etwa die Determinante: 


(7) | ES @) | (a,c ==1+-+n) 


nicht identisch verschwinden. Setzen wir daher w, =? 4a t 
ist (6) ein System von Differentialgleichungen zur Bestimmung der 
U,...U, als Functionen der a,’ ...2%,', wie es der Satz 2 voraussetzt; 
denn die Integrabilitiitsbedingungen sind wegen der Entstehung dieser 


Gleichungen durch Differentiation der Gleichungen (5) sicher erfiillt. 











identisch verschwinden, es mége also 


t =U, so 
r Tr 


Ist x2... a° eine Stelle, fiir welche die Determinante (7) nicht 


verschwindet, so wird man durch eine homogene lineare Substitution 
immer solche neue Parameter**) einfiihren kénnen, dass: 


(8) g, (#") = 0,4. 
Dies vorausgesetzt fiihren wir in unsre Gruppe neue Veranderliche 
2,-.., ein auf Grund der Gleichungen: 


0H, (2) \° 
(9) t= Hy(e,...#), 2° = HO...0), 8,5= (+@) 


*) S. Lie, Transf, I. Abschn,, 8. 214. Es zeigt sich hier beiliiufig, wie wichtig 
es ist, das Mayer’sche Theorem unabhiingig von der Existenz zweiter Differential- 
quotienten der Integrale beweisen zu kinnen., 

**) Vergl, Schur, Zur Theorie der Transformationsgruppen, diese Ann. 
Bd. 38, p. 277. 


Mathematische Annalen. XLI. 35 
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Gehen dann die E° (a) in ¢° (2) itiber, so ist offenbar: 


(10) g° (2) - > Lo. 


c=1 


Nehmen wir nun wieder an, es wiire méglich die Functionen 
H,(2) so zu bestimmen, dass: 


(11) > 8) % =, 
b=1 


sodass dieselben durch Integration des Systems gewohnlicher Differential- 
gleichungen: 


(12) — > E(x) ys 


b=1 
mit den Anfangsbedingungen H,(0...0) = 2° gefunden werden 


kénnten, so wiirde aus den den hens (I) entsprechenden 
Gleichungen: 


n 2) a n 
(13) >" 80 aol => .&@); 


c=! c=1 


durch Multiplication derselben mit 2, und Summation iiber 6 von 1 
bis » in Riicksicht auf die Identitiiten (12) und die aus ihnen durch 
Differentiation entstehenden folgen, dass: 


(8) DI (eue— G0) 2O ~ FP a} — SS ha. 


c=1 c=1 b=1 


Hieraus aber ergiibe sich, dass die ¢°(yt) durch das System ge- 
wohnlicher Differentialgleichungen : *) 


a 0 _ => [F(a — (0) f() — u D148] 


d=1 
mit den Anfangsbedingungen g° (0...0) == 04 bestimmt wiren. 


Hierdurch sind nun aber auch umgekehrt die ¢° (2) vollstiindig und 


eindeutig als analytische Functionen der y,t — 2 bestimmt. Da 
namlich: 


(16) (+ (ha — 24.) — (SHY, 





%) 2 Aehnliche Differentialgleichungen hat Engel fiir n=, aufgestellt. Noch- 
mals die kanonische Form der Parametergruppe. Ber, d. Siichs, Ges. d. Wiss. 
1892, p. 53, 
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so ergeben sich als Werthe dieser zuniichst noch unbestimmten Groéssen: 


i Ay n - 
= ae cy Y, oder P Cog Yer 
c=1 c=1 
je nachdem 6< mn oder 6 > ist. Es ist auch wieder leicht zu be- 
weisen, dass die Gleichungen (11) erfiillt sind. 
Denken wir uns daher diese analytischen Functionen eg (2) ge- 


geben, und die x, ... 2, auf Grund der Gleichungen (12) als Functionen 
von ¢ bestimmt, so ist wieder leicht zu beweisen, dass auch die Glei- 
chungen (10) oder: 


(17) te) — >) Gar 8) = 0 


0 
erfiillt sind. Bedenkt man niimlich, dass die a durch die linearen 


Differentialgleichungen: 


o 


P ( 0x, ) 
“OY, 7 262(a) du 
(18) ~~ = Ei(a) + > ja, % by, 





mit den Anfangsbedingungen (S)r—0 bestimmt sind, und be- 


zeichnet die linke Seite (17) wieder mit g®(f), so ergeben sich die 
dg it 

al auf Grund der Gleichungen (II) und (15) nach einigen Rech- 
nungen als ganze homogene lineare Functionen der g®(t) mit Coeffi- 
cienten, die stetige Functionen von ¢ sind.~Das Bestehen der Glei- 
chungen (10) hat nun zur Folge, dass die durch (12) bestimmten 
Functionen H,(2) auch zweite Differentialquotienten besitzen, sodass 
sich die Gleichungen (13) nunmehr als Folge der Bedingungen (II) 


ergeben; ebenso lehren die als Umkehrung von (10) sich ergebenden 
Gleichungen: 


b O%, gb 
(19) ct o- 2 ga 8 (2): 
dass die z,...2, auch als Functionen der 2, ...2%, dargestellt werden 
kénnen, 

Wir kénnen so schliesslich den Lie’schen Satz in der folgenden 
priicisen Fassung aussprechen: 

Satz 6. Jede continuirliche, endliche und transitive Transformations- 
gruppe, welche den Bedingungen des Satzes 4 geniigt, kann bei Ein- 
fiihrung geeigneter Verdnderlicher und Parameter durch analytische 
Lunctionen dargestellt werden. 


35* 
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Dass die durch die Differentialgleichungen (15) definirten Func- 
tionen 8 (2) unter gewissen Voraussetzungen tiber die cf}. stets eine 
transitive Gruppe bestimmen, folgt aus meinen Untersuchungen im 
39. Bande dieser Annalen, wo iiberdies die vollstindige Bestimmung 
dieser Functionen durchgefiihrt ist. Obwohl wir darauf hier nicht 
eingehen wollen, so benutze ich doch die Gelegenheit, einen dort 
iibersehenen Fehler zu verbessern, auf welchen En gel mich freundlichst 
aufmerksam machte. Ich habe daselbst aus den Gleichungen (103) 
falschlich geschlossen, dass die 6 stets verschwinden, sobald c<r—yp, 
6, =1...r und 6b, >7r—>p, und daraus gefolgert, dass die Gruppe 
(r — p)-gliedrig sei, sobald die Gleichungen (100) p von einander 
unabhingige Lésungssysteme besitzen. Thatsiichlich folgt aber aus 
den Gleichungen (103) nur, dass Cb verschwindet, wenn ¢ <1», 
b, =1...r7 und b, > r — p, sodass auch die weitere Schlussfolgerung 
hinfallig wird. Es miissen demnach noch einige Glieder héherer Ord- 
nung in den dortigen Gleichungen (97) beriicksichtigt werden, d. h. 
Gleichungen von der Form: 


r 


d, De om—1 a — O 
(«) a a, %, b on, pie © om —2 bm-1 om—1 bm : 
Day Day + Dim =n+1 


(a, b,, 6, eee bn = 1 os 6 Oh 


Besitzt niimlich dies Gleichungssystem fiir die a@,4:... a, fiir 
m= 1 gerade p, von einander unabhiinge Lésungssysteme, fiir m= 2 
p, solche, die zugleich das erste System befriedigen , fiir m= 3 gerade 
ps solche, die zugleich die beiden ersten Systeme befriedigen u. s. w., 
so wird entweder einmal ein p,, fiir m—q verschwinden, d. h. die 
Gruppe wird r- gliedrig sein, oder es wird einmal p, = p,11 =p sein, 
in welchem Falle die Gruppe (r—p)-gliedrig ist. Durch Einfiihrung 
neuer Parameter kann man dann niimlich, wie a, a. O. 8. 284 aus- 
gefiihrt ist, immer erreichen, dass dy, ,: = ---—=d,_,» =0, wiihrend 
Grtpti-+-- a ganz beliebig sein kénnen; zugleich sieht man, dass die 
Systeme (a) fiir m= q und q+ 1 nur durch diejenigen allen vorher- 
gehenden Systemen gemeinsamen Lisungssysteme befriedigt werden, 
fiir welche a,4;—=+--=a,»=—0, Ist aber ana4i---a, ein ge- 


meinsames Lésungssystem der q+ 1 ersten Systeme (a), so bilden 
auch die: 


b= ae, p= l...m, yen tl...r) 
dD=an+l 
Lésungssysteme der q ersten Systeme (a); hieraus folgt, dass stets 
bay = ==b,_»=0. Da nun diese Gleichungen fiir a,4;—--- =a,_»=0, 
wahrend @,—p4,...@, ganz beliebig sind, erfiillt sein sollen, so folgt 
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hieraus, dass ¢). = 0 fira=n+1...r—p, b=r—p+l...r 
und ¢=1...m. Da ferner die letztgenannten Werthe der a, das 
System (a) auch fiir m = 1 befriedigen miissen, so folgt dass ¢,,, auch 
verschwindet, wenn a=1...m, b=r—p+1...7r undc=1...n. 
Hieraus folgt, dass die a. a. O. mit a bezeichneten Functionen fiir 
a=1...r—p und b =r —p-+1 identisch verschwinden, woraus 
dasselbe fiir die as folgt. Es verschwinden demnach alle Functionen 
g° (x) fiir 6 >  — p identisch, wihrend Relationen von der Form (96) 
nur dann erfiillt sein k6nnen, wenn a, =-+--=a,_»=0. Hieraus 
folgt in der That, dass die dort bestimmte Gruppe (r — p)-gliedrig ist, 
wenn es unter den Systemen (a) fiir ewei aufeinanderfolgende Werthe 
von m gleichviel, nimlich p von eimander unabhiingige Werthsysteme 
der Qn41+.. d, giebt, welche zugleich alle vorhergehenden Werthsysteme 
befriedigen. 


Will man beweisen, dass ci . auch verschwindet fiir a==1...r—p, 


b=r—p+l...r, c=n+1...7, dh. die den ¢} , zugeordnete 
einfach transitive Gruppe eine p-gliedrige invariante Untergruppe be- 
sitzt, so ergiebt sich dies leicht auf transcendentem Wege aus den 
Gleichungen (63) fiir 6, > *— yp. Auch auf algebraischem Wege ist 
der Beweis nicht schwer zu fiibren, doch gehen wir darauf an dieser 
Stell@ nicht ein. 

Schliesslich bemerke ich, dass Herr Lie die Kriterien fiir die 
Aehnlichkeit aller transitiven Gruppen von gegebener Zusammensetzung 
nicht nur, wie ich auf S. 286 meiner o. a. Schrift behauptet habe, in 
transcendenter Form angegeben hat, sondern auch in algebraischer. 
Ich hatte eine Stelle in Transf. 8. 496 im Auge, wo es sich aber nicht 
nur um die Entscheidung dariiber handelt, ob zwei gegebene Unter- 
gruppen der Parametergruppe demselben Typus angehéren, sondern 
um wirkliche Bestimmung aller Untergruppen von demselben Typus, 
welche auf die Integration vollstiindiger Systeme fiihrt. Dass aber, 
wie Herr Lie a.a. O. S. 447 bemerkt hat, die Entscheidung iiber die 
Aehnlichkeit zweier transitiven Gruppen von gegebener Zusammen- 
setzung in der That nur algebraische Operationen erfordert, ist be- 
sonders leicht zu erkennen, wenn man beide Gruppen zuvor in die 
von mir angegebene kanonische Form tiberfiihrt. 

Sind nimlich €°(”) und £°(z) die Componenten der infinitesi- 
malen Transformationen der beiden Gruppen in ihrer kanonischen Form 
und Cs, , resp. Ge ihre Zusammensetzungsconstanten, so miissen zwischen 


ihnen nach Lie die Gleichungen: 


r 


ge e Pm 8 
(B) Ot a Coy M Ay % 


c,d,e==1 
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bestehen entsprechend den Gleichungen: 


(y) ta Ps a, u, 


b=1 

zwischen den kanonischen Parametern der beiden Gruppen, wo die 
. . . | * #4. . 

«° die durch die Determinante la? | dividirten ersten Unterdetermi- 


nanten derselben und a* =0 fir a=—1...m und b=n+1...7, 


damit der Untergruppe wu, = --+ += U, = 0 die Untergruppe 
u, =-+++=U%, =O0 entspreche. Dann ist aus den Gleichungen (82) 


meiner o. a. Schrift leicht zu beweisen, dass: 


(8) RG) = > > ag & (2) a’, 
d=1 c=1 


woraus hervorgeht, dass bei Einfiihrung der neuen Variablen Z, auf 
Grund der Gleichungen: 


(e) = 2 a* Z, 

b=1 
und der neuen Parameter %, auf Grund der Gleichungen (y) die erste 
Gruppe in die zweite tibergeht. Es kommt also in der That alleg auf 
die algebraische Untersuchung an, ob die Gleichungen (8) durch die 
obigen Beschrinkungen geniigenden a? befriedigt werden kénnen. 


Dorpat, im Marz 1892. 
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Exemples de la détermination des coniques dans un systeme 
donné qui satisfont 2 une condition donnée. 


Par 


H. G. Zeurnen 4 Copenhague. 


Dans une lettre adressée & M. Klein, qui a été insérée dans le 
tome XXXVII des Annalen p. 461—464, j’ai essayé de rendre compte — 
si bien que je pouvais le faire en peu de mots — de la véritable 
signification de lhypothése de Chasles sur l’expression au + By du 
nombre des coniques d’un systéme qui satisfont & une condition donnée, 
et sur les raisons qui ont nécessité la modification d’Halphen de 
cette hypothése. Pour illustrer par un exemple les remarques que j'ai 
faites & cet égard j’aurais pu renvoyer & ceux dont se sert Halphen 
dans sa premiére communication sur la nécessité d’une modification *), 

Ces exemples éclairent immédiatement, pourquoi |’ hypothése de 
Chasles a dans ces cas des exceptions. J@donnerai ici un exemple 
ov la raison de l'exception — étant toujours la méme que dans les 
exemples d’Halphen — est plus voilée, et od par conséquent, avant 
la découverte d’Halphen, la confiance dont jouissait alors l’hypothése 
de Chasles aurait pu encore plus facilement tromper les géométres. 

J’aurai & m’occuper des deux systémes de coniques que représente, 
dans un systéme ordinaire de coordonnées paralléles, l’équation 


(1) y=pot yy? 


suivant qu’on regarde a ou p comme paramétre variable, et du systéme 
représenté par |’équation 
(2) v—y =—k(« -a)’, 
ot & est le paramétre variable. 

J’appellerai ces systémes (1a), (1p) et (2). On voit sans difficulté 
quils ont, tous les trois, les caractéristiques w= 1, v= 1. 


*) Comptes rendus du 4 septembre 1876. 
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Je désignerai par q le coefficient de 2 dans l’expression qu’on 
obtient de y* en prenant le diamétre paralléle 4 la droite y= Az 
pour axe des x et la tangente en un des points d’intersection de ce 
diamétre avec la courbe pour axe des y; alors g est ce qu’on appellerait, 
dans le langage de la géométrie analytique élémentaire, le paramétre 
correspondant au diamétre. En désignant par @ l’angle des axes des 
coordonnées originaires, on déduira l’expression suivante de gq? de 
l’équation (1): 
ae (42%a? + 4icos@.ap-+ p*)*? _ 

(1-42 cos @-4-+4*) p(p —2i%a)’ 


et la suivante de l’équation (2): 





he 


2 4k[a? — 22- cos w (k — 1) + (k — 1)*}? ‘ 
G+ 2i- cos ote) @+k—1(e—ip % 

Ces expressions montrent que dans les trois systémes (la), (1p) 
et (2) les nombres des coniques od le paramétre g a une valeur donnée 
sont égales, respectivement, a 4, 4 et 5. Or nous avons vu que les 
trois systémes ont les mémes caractéristiques. L’hypothése de Chasles 
semble donc demander que les trois nombres soient égaux. Elle con- 
duira en vérité 4 attribuer au nombre des coniques dans un systeme 
(1, 1) o& g a une valeur donnée la valeur de 5. 

Cependant Texception que présente le systéme (1p) n’est qu’ap- 
parente. En effet, l’hypothése en question, qui demande que uw et v 
dépendent exclusivement du systéme, « et B exclusivement de la 
nouvelle condition, perdra son sens immédiat si l’on ne suppose pas 
que la nouvelle condition soit indépendante du systeme. Méme avant 
1876 un géométre qui croyait 4 la justesse de l’hypothése se garderait 
done de l’appliquer immédiatement 4 un cas particulier avant de s’étre 
assuré que cette indépendance a lieu dans ce cas. A cet effet, il devait 
avant tout considérer la question d’un point de vue projectif. Alors 
il remarquerait tout de suite que le systéme (1p) contient une conique 
(p = co) & un point double a l’infini, et qu'il a par conséquent des 
rapports assez intimes avec la détermination du paramétre g. Cette 
dépendance suffit pour expliquer qu’en formant une équation qui n’a 
égard qu’aux coniques propres on a perdu une des 5 solutions indiquées 
par l’hypothése de Chasles. 

Pour distinguer avec sureté les cas auxquels on peut appliquer 
Vhypothése de Chasles de ceux ov cette application n’est pas permise, 
on avait pourtant besoin d’une définition metie de Vindépendance 
nécessaire. C’est um des mérites de la théorie d’Halphen d’en 
contenir une. 

Méme sans aucune définition de Vindépendance, on n’aurait su 
hésiter & déclarer le systéme (1a) indépendant de la droite 4 l’infini et 
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de tout ce qui a rapport 4 la définition de la valeur de g. En effet, 
les conditions du systéme sont identiques 4 celles d’avoir en un point 
donné un contact du troisieme ordre avec une conique donnée. 

Quelle est donc ici la raison de l'exception de hypothése de 
Chasles, ou bien, quelle est la cinquitme conique du systéme (1 a) 
qu’on obtienne en donnant a la question une des formulations grace aux- 
quelles on sait 4 présent rendre le théoreme de Chasles exact. C’est 
la conique infiniment applatie et 4 sommets confondus qui correspond a 
a& = 0. N’ayant pas fait les réstrictions contenues 4 une telle formu- 
lation, et ne sachant pas méme avant la découverte d’Halphen que les 
coniques singulitres dont je viens de parler puissent avoir autre in- 
fluence sur le nombre cherché que celles qui résultent du fait qu’elles 
appartiennent & la fois aux coniques applaties et aux coniques & point 
double, un géométre auquel on proposerait la question avant 1876 ne 
devait regarder cette conique singulitre comme appartenant aux coniques 
cherchées que dans le cas ov g* a la valeur entitrement déterminée 
ay Pa qui correspond & cette conique (a= 0). L’hypothése 
de Chasles lui aurait done fait croire qu’il y ait, dans le systéme (1a), 
5 coniques propres dont le paramétre q a une autre valeur donnée. 
On se serait done trompé en regardant l’hypothése de Chasles comme 
un théoréme exprimant un résultat immédiatement applicable. 


Note. 


Ces exemples serviront peut-étre & éloigner une partie des malen- 
tendus de ma lettre & M. Klein qui auront pu se communiquer de 
la réponse de M. Study (t. XL, p. 559—562) & quelque lecteur des 
Annalen. On aura vu, du moins, que je ne m’occupe, ici et dans 
ma lettre, que des raisons qui ont nécessité une modification de 
’hypothése de Chasles, et qui ont en réalité porté Halphen a 
lentreprendre, et non pas de la theorie et des moyens techniques, 
grace auxquels il a formulé cette modification et en démontré la 
suffisance. Je n’ai done pas méme eu lieu de me rendre coupable 
d’aucun malentendu de cette théorie. On aura vu encore que je dis — 
et que la connexion de mes idées demande — le contraire de ce que 
M. Study veut, & la p. 560 en bas, que je démontre par un renvoi & 
la litérature. 

Cependant je n’insisterai ici ni 4 ces malentendus ni aux autres 
qu’on trouve dans la réponse. Le faire dans une étendue qui me 
mettrait & l’abri de tout malentendu nouveau serait abuser de lhospi- 
talité des » Annalen« quand méme je n’ai écrit ma premiére lettre que 
sur l’invitation expresse du rédacteur. Et je n’ai pas besoin d’y insister. 
Tl me suffit de voir de la réponse, que M. Study reconnait: 1° qu’on 
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a besoin de sa formulation — ou d’une formulation semblable — de 
la question de Chasles pour en justifier la réponse au + Bv, et 2° 
que la formulation d’Halphen, qui ne conduit pas toujours 4 cette 
réponse, en est une autre formulation raisonnable*). Or |’ hypothése 
de Chasles ne suppose aucune formulation particuliére de la question; 
par conséquent elle demande que toute formulation raisonnable con- 
duise & au + By solutions. Il était done nécessaire pour en faire un 
théoréme qu'il ne serait pas dangereux d’ appliquer aux questions par- 
ticuliéres, d’en modifier soit la question soit la réponse. Halphen 
a modifié la réponse; M. Study, qui a sauvé la réponse, doit avoir 
modifié la question. 

Je laisse done les malentendus et me tourne a un endroit qui se 
référe du moins & quelque chose que j’ai dite. A la p. 561 M. Study 
commence par rappeler que je dis qu'une conique infiniment applatie 
& sommets coincidents dans un systéme dépend des trois conditions 
qui déterminent la droite et le sommet et d’une quatriéme constante 


m 
2 . . a 2 . . 
finie: la valeur limite de we et b étant les demi-axes (ou mieux 


des quantités analogues qu’on peut déterminer d’une maniére projective) 
et m et m des exposants convenablement choisis. Il y ajoute la re- 
marque que la conique singuliére dépend alors aussi d’une cinquiéme 
constante: le rapport ” qui peut prendre toute valeur rationnelle 
(comme nous ne parlons que de systémes algébriques, je ne parlerai 
pas ici de ses propos sur les systémes transcendants). Il en tire 
immédiatement la conclusion que je fais dépendre une conique parti- 
culiére d’autant de constantes qu’une conique générale, 

Il me semble qu’avant de tirer une conclusion qui me laisse si 
peu de bon sens, il aurait été naturel d’essayer du moins de trouver 
une explication du paradoxe apparent. Il y en aurait d’autant plus 
de raison que le rapport =, qui ne varie pas en tout cas d’une 


maniére continue, ne peut servir & la détermination d’une série con- 
tinue de coniques ou de systémes. Je suppose hardiment que M. Study 
n’a pas fait cet essai; car (s'il n’est pas de son cdté un malentendu 
de mes pensées que je n’ai pas découvert) il y aurait réussi presque 
aussi facilement qu'il explique 4 ses éléves qu’en déterminant les con- 
stantes de l’intégrale d’une équation différentielle d’ordre ~ au moyen 
de valeurs correspondantes de x, y, y’... y-, on ne fait pas 
dépendre cette integrale de m + 1 constantes. L’explication serait 
méme facilitée par mes expressions: «convenablement choisis». 








*) Selon moi elle conduit 4 la réponse compléte de la question de Chasles, 
et montre ainsi 4 quelle réponse conduira toute autre formulation raisonnable, y 
compris celle de M. Study. 
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L’importance de la possibilité de trouver dans un systéme des 
valeurs rationnelles quelconques, non seulement du rapport - — qui 


ne joue ici aucune role particulitre — mais de met n, ne m’était du 
reste point inconnue. C’est, en effet, elle qui l’a rendu impossible a 
Halphen de remplacer l’expression au + By par une nouvelle 
expression composée d’un nombre fini de termes qui soit applicable a 
tous les systemes possibles et 4 toutes les conditions indépendantes du 
systéme. , 

Il me reste encore d’appuyer & des renvois littéraires la remarque 
dans ma note & la p. 462 (du t. XXXVII), ce que demande M. Study 
avec quelque raison. I] trouvera sans doute le plus facilement l’inter- 
prétation en question dans la démonstration de l’hypothése de Chasles 
due aux MM. Schubert et Hurwitz*), Peut-étre une remarque 
dans ma note, qui ne se réfere qu’aux démonstrations antérieures a 
la théorie d’ Halphen, I’a-t-elle porté & ne la chercher pas la, Cepen- 
dant cé renvoi ne justifie pas encore ma supposition que «la méme 
interprétation se soit présentée & tous ceux qui se sont occupés de la 
théorie des caractéristiques». 

Avant d’y suppléer je rappellerai que l'interprétation dont il s’agit 
du théoreme de Chasles se trouve a la p. 66 du tome XXVII des Annalen, 
et que M. Study n’en exécute pas l’application & une démonstration 
géométrique du théoreme qui ferait pendant & sa démonstration analytique. 
Si je ne me trompe pas, cette démonstration suivrait & peu prés la 
marche suivante. En regardant les coniques seulement comme lieux 
de leurs points, on trouve dans un systeme_ap coniques qui satisfont 
& une nouvelle condition, a étant un nombre entier qui ne dépend que 
de celle-ci (formule de M. de Jonquiéres). Ce nombre comprend 
un certain nombre de fois, 6, toutes les 4 coniques infiniment applaties 
du systéme dont les sommets ne satisfont pas 4 la nouvelle condition, 
6 étant un nombre entier (> 0) qui ne dépend que de la nouvelle con- 
dition, Le nombre 4 étant égal 4 24 — v on trouvera par soustraction 
un nombre au + By de coniques. 

Si cette transcription ne repose pas sur un malentendu de ma 
part, l’interprétation contient la seule explication que je connaisse du 
rapport des formules de Chasles et de M.de Jonquiéres. En 1865 
j'ai donné dans l’introduction de ma thése doctorale**) cette méme raison 
pour abandonner la théorie de Jonquiéres, Cette introduction 
manque toutefois dans la traduction en frangais de la thése qui a été 
inséré dans les Nouvelles Annales de 1866, parce que le rédacteur de 








*) Schubert, Abzihlende Geometrie p. 286—87, 


**) Nyt Bidrag til Liren om Systemer af Keglesnit, der ere underkastede 
4 Betingelser. 
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ce journal la regardait comme superflue, les formules, dont je faisais 
usage ensuite: 4 = 24 — vy et celle qui y correspond par le principe 
de dualité, étant déji connues par les travaux de Chasles. De mon 
cdté, je crois qu'il avait tort, parce que l’explication dont je viens de 
parler était encore nouvelle; mais elle ne pouvait tarder & se présenter i 
ceux qui suivaient la polémique de Chasles et de M. de Jonquiéres. 
De méme qu'elle est le point de départ de ma détermination des 
caractéristiques u et »v de systemes de coniques, et plus tard de courbes 
cubiques et quartiques, elle l’est sans doute aussi de celles des MM. 
Schubert et Maillard. 

Dans ces circonstances je ne voulais revenir 4 cette interprétation 
avant de pouvoir y fonder une véritable démonstration du théoréme 
de Chasles. Ce qui m’a empéché de le faire, c’est, si ma mémoire 
ne me trompe pas, que je ne savais pas comment m’assurer que les 
degrés de multiplicité des différentes coniques applaties dans le nombre A 
sont toujours proportionnels & ceux dont elles se présentent dans le 
nombre qu’il faut soustraire de aw pour avoir le nombre cherché. La 
théorie d Halphen m’a montré que ce scrupule était bien fondé, 
la pro- portionalité n’ayant plus lieu lorsque les sommets de la conique 
applatie se confondent. 

Ces remarques montreront que |’opinion que j’ai énoncée sur I’inter- 
prétation en question est de trés ancienne date. Sans avoir cette opinion 
je n’aurais pas négligé de trouver une occasion de faire connaitre aussi 
hors de ma patrie une explication du rapport des théories de Chasles 
et de Jonquiéres qui aurait eu sa valeur méme sans conduire 4 une 
démonstration de l’hypothése de Chasles, C'est une explication de 
la méme nature du rapport des théories de Chasles et dHalphen 
que j'ai trouvé utile de donner dans ma lettre & M. Klein suppléée 
par le présent article. *) 


Copenhague, le 1. octobre 1892. 





*) Nachdem in der zwischen den Herren Study und Zeuthen schwebenden 
Streitfrage beide Autoren ihre Ansicht erneut ausfiihrlich dargelegt haben, kann 
die Redaction der mathematischen Annaien von ihrem Standpuncte aus die 
Discussion um so mehr als abgeschlossen ansehen, als die beiderseitigen An- 
sichten in sachlicher Hinsicht nicht mehr so sehr differiren, — hat doch Hr. Study 
die Correctheit siimmtlicher Entwickelungen von Halphen ausdriicklich zuge- 
standen und andererseits Hr. Zeuthen wiederholt Study’s eigenen Standpunct 
als einen mdglichen anerkannt. 


D. Red. 
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Ueber lineare Systeme in der Ebene und im Raum und tiber 
deren Jacobi’sche Curve beziehungsweise Jacobi'sche Flache. 


Von 


Kari DoruLEMANN in Miinchen. 


I. Abschnitt. 


Ueber lineare Curvensysteme. 


I. 
Allgemeine Formulirung. 


1) Sind C, = 0, C,=0, ...C,—0 die Gleichungen von v im 

allgemeinen gleichartigen Curven n'** Ordnung, so soll 

4,0, + 4,0, + -+++ 4,0, =0 
ein lineares (v—1)-fach unendliches Curvensystem heissen, entsprechend 
den v willkirlichen, homogenen Parametern_A,, 4, ... Ay. 

Wir nehmen ferner an, diese Mannigfaltigkeit von Curven besitze 
einen Punkt, der fiir jede der Curven C,...C, ein k-facher. Dann 
ist er es tiberhaupt fiir jede Curve des Systems und ein solcher Punkt 
soll dann ein k-facher Grundpunkt des Curvensystems heissen. 

Wird der Coordinatenanfang des rechtwinkligen Coordinatensystems 
in diesen k-fachen Grundpunkt verlegt, so wird die Gleichung irgend 
einer beliebigen Curve des Systems sein: 


Up Unga +--+ +, = 0 


wobei 
tm =Aa® +APar ty +---+ AP sy’, 
Uap = Aah 4 Aaty +--+ Atay, 
te = ALM ae 4 APM yhty 4 4 Ae ye, 
Die A sind dann lineare Zusammensetzungen aus den Parametern 4 
und den zusammengehdrigen Coefficienten der Gleichungen C, ...C,. 
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Fiihren wir jetzt ein neues schiefes Coordinatensystem ein, dessen 
X’-Axe mit der X-Axe einen Winkel « bildet und dessen Y’-Axe mit 
der Y-Axe zusammenfillt, so sind die Transformationsformeln: 

L= LZ cosa, 
y=2 sina+y’. 
Wir wollen jetzt versuchen, den Winkel « so zu bestimmen, dass in 
der transformirten Gleichung die Glieder 
at, gibty’ abr’ 
verschwinden. Wie man leicht tibersieht, liefert dieses die Gleichungen: 


eos*« + Al cos**a-sin « + -»+ A? sinta —=0, 
= k— ° 0) - 2 
A® cos* « +2 AS cos* a - sin a ao cs +k A sin? a— 0), 
sil ail ‘ k(k—1 2 
A’ cos** a 4+- 3A!) cos*~* a - sin @ ++ os oe ) Ay sin*"a¢=0, 


A?” cos*~ o +- ‘€ ‘) AS), cos’ asin a +--+. + (4° sin*"a— 0. 


es eee 


Es sei zunichst »y << k. Setzen wir tg «a= 2, so geht das obige 
System von Gleichungen iiber in: 


Dabei ist (°) ies E@&—1)---(&—*+1) aor Binomialcoefficient. 


AY + AM g 4}... +s = 0, 


? 


AY) + 2A) 2 +---+kApe' =0 


a+ (°F!) ate +. : + (2) aeet mo. 


Ist das zu Grunde gelegte Curvensystem von der Vielfachheit v, so 
dass man v + 1 homogene Parameter zur Verfiigung hat, so kann 
man aus diesen (y+ 1) Gleichungen diese (v-++-1) Parameter eliminiren, 
und erhilt in der Resultante eine Gleichung zur Bestimmung von z. 
Beschranken wir uns, der grésseren Bequemlichkeit wegen, auf den 
Fall des Netzes, so ist z. B. 


Af? = Aydy + Agee + A, Ay 
wo die a die Coefficienten von C,, die « die von C,, die A die von 


C; sind. Die erste Verticalreihe der in diesem Falle 3-reihigen Elimi- 
nationsdeterminante wird dann: 


ay + ae+ aye t-- staat 
a, + 2a,2 + 3a,2° + ---+ kaye? 


a, + 3a,2 + Gaye? +--+ + FEA) ay at3 
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Die zweite Verticalreihe lautet ebenso in den a, die dritte in den .A. 
Diese Determinante lisst sich aber noch bedeutend reduciren. Multi- 
plicirt man die 2. Horizontalreihe mit z und subtrahirt sie von der mit 
& multiplicirten 1. Horizontalreihe, so fallt in dieser das Glied mit 
2* weg. Ebenso kann man dann mit Benutzung der 3. Horizontalreihe 
aus der 2. das Glied mit z*—' entfernen und endlich durch Zusammen- 
ziehen der ersten und zweiten Horizontalreihe aus der ersten das Glied 
mit z*~!, sodass man schliesslich erhilt: 








*e= y -F aoe Q,2+---+as2*, 
GEM ay + b—2) a6 +++ + FE? aie. 
a, + 2a,2 +... + =E=» a,2*—. 


Die andern beiden Verticalreihen sind ebenso zu bilden in den a@ bez. A. 
Ganz ebenso lisst sich auch im allgemeinen Falle jedes Glied solange 
reduciren, bis z*-” die héchste vorkommende Potenz ist. Der Grad 
der Gleichung in bezug auf ¢ wird also (v-+-1) (k—v). Da dann 
aber, der Ableitung entsprechend, der Term u;,, der =O gesetzt die 
k Tangenten der betreffenden Curve im k-fachen Grundpunkte vor- 
stellt, erst mit dem Gliede 
g’ kl yt ob "ye 

beginnt, so ist y’ = 0 eine (v-++-1)-fache Tangente derjenigen Curve 
des Systems, die zu dem betreffenden Werthe von z insofern gehdrt, 
als dadurch eben die Werthe der 4 gegeben sind, also folgt: 

,,in einem linearen, v-fach unendlichen Curvensystem 
mit k-fachem Grundpunkte gibt e3im Allgemeinen (v-+-1) 
(k—v) Individuen, fiir welche (v-+-1) der Tangenten zusam- 
menfallen. (v << k — 1)“. 

Nimmt man dagegen in den vorigen Gleichungen «@ als eine vor- 
gegebene Grésse, so kann man aus den (v-+-1) Gleichungen ebensoviele 
Gréssen bestimmen oder die Verhiiltnisse von »+ 2 Parametern 
A, ..+ Anza, also: 

» in einem linearen N=v--1-fach unendlichen Curven- 
system giebt es im Allgemeinen immer noch eine Curve, 
welche die Higenschaft hat, dass in eine vorgegebene Gerade 
durch den k-fachen Grundpunkt N — v + 1 Tangenten des 
k-fachen Punktes fallen.“ 

2) Wire vy =k, so wiirde der ganze Term « verschwinden, die 
Curve hitte einen (k-+-1)-fachen Punkt, u miisste dann auch fiir das 
urspriingliche Coordinatensystem verschwinden oder die Gleichungen 
miissten, wie auch direct einzusehen, fiir ¢ = 0 befriedigt sein; diese 
v + 1 Gleichungen 
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—=0, A =—0 --- AM =O 
sind also erst zu befriedigen, wenn v + 2 homogene Parameter zur 
Verfiigung stehen, vorausgesetzt allerdings, dass zwischen den Coef- 
ficienten der C,, C,... keine Relationen bestehen. 

Es folgt also: 

»,1n einem linearen, v-fach unendlichen, Curvensystem 
mit k-fachem Grundpunkt ist im Allgemeinen keine Curve 
mit (k-+-v)-fachem Punkte vorhanden, so lange v << k; ist 
dagegen v=k--1, so giebt es eine Curve (und fiir y >k-+-1 
ein System), welche im Grundpunkt einen (k + 1)-fachen 
Punkt hat.“ 

So giebt es z. B. in einem Netze von Curven mit einfachem Grund- 
punkte im allgemeinen Falle eine Curve mit einem Doppelpunkt in 
diesem Grundpunkte. 

3) Anders wird die Sache, wenn das lineare System nicht mehr 
allgemein ist, wenn also z. B. die Curven des Systems im k-fachen 
Punkte simmtlich eine Gerade beriihren. Der speciellste Fall ist hier 
der, wo die siimmtlichen & Tangenten im k-fachen Grundpunkte fiir 
alle Curven des Systems gemeinsam sind, dann ist leicht einzusehen, 
dass eine Curve mit (k-+ 1)-fachem Punkt im Grundpunkt vorliegt, 
sobald nur die Relation 


Ay tag te ss tA =0 
erfiillt ist, d. h. 


», Hat ein lineares, v-fach unendliches Curvensystem mit 
einem k-fachen Grundpunkt die Tangenten in diesem gemein, 
so giebt es in diesem v-fach unendlichen System ein (vy — 1)- 
fach unendliches System, das im k-fachen Grundpunkte einen 
(k-+-1)-fachen Grundpunkt besitzt.“ 

4) Eine andere Singularitat, welche gewissen Curven eines solchen 
linearen Systems immer zukommt, ist die, dass fiir einen Ast einer 
Curve im Grundpunkte eine Anzahl Nachbarpunkte auf einer Geraden 
liegen. Wir wollen annehmen, es ligen wu Nachbarpunkte auf einer 
solehen Geraden durch den Grundpunkt. 

Da dann wegen des k-fachen Punktes noch k — 1 weitere Schnitt- 
punkte in den Grundpunkt fallen, so hat diese Gerade im Ganzen 
# +k — 1 Punkte mit der Curve gemein; ist y = gz ihre Gleichung, 
so muss man also haben: 


A+ APe+ +++ Ade =0, 
A+ APe+ +++ Abe = =0, 


Ay) + AY" 9 +. Ee + AY. ” iat im @. 











Lineare Systeme von Curven und Flichen. 549 


Diese (u—1) Gleichungen sind zu befriedigen; wenn in die A 
# — 1 homogene Parameter A, ... 4,1 eingehen, das System also aus 
u — 2 Curven zusammengesetzt ist. Man erhiilt dann eine Determi- 
nante als Gleichung zur Bestimmung von @ und fiir jeden Werth von 
@ ein zugehériges System der 4. Der Grad der Gleichung in @ 
aber wird 

ee 7 Se Seer b+ p— 2 ae SHO re. 

Da nun. nach 2) im allgemeinen in dem System keine Curve mit 
(k-+-1)-fachem Punkte vorhanden ist, da ferner den durch @ bestimmten 
Richtungen im Allgemeinen auch keine Aeste zugehéren kénnen, die 
sich beriihren, so folgt, dass die w aufeinanderfolgenden Punkte auf 
einem Zweige der betreffenden Curve liegen, also: 


in einem linearen N= —2-fach unendlichen Curven- 
system mit k-fachem Grundpunkt giebt es 


(N41) @k+N) _ (w—1)(@k+u—2) 
» 2 





Curven, welche auf einem Aste des k-fachen Punktes in 
dessen Nachbarschaft N+-2—w aufeinanderfolgende Punkte 
auf einer Geraden besitzen.“ 


5) Nimmt man dagegen die Grésse @ von vornherein als fest an, 
so kann man aus den vorigen w — 1 Gleichungen u homogene Para- 
meter bestimmen, das Curvensystem muss also von der Mannigfaltig- 
keit # — 1 sein, also: 

,1n einem linearen, N= — 1-fach unendlichen Curven- 
system mit k-fachem Punkte giébt es stets eine Curve, welche 
auf einer durch den Grundpunkt gehenden beliebigen Ge- 


raden in dessen Nihe N-+1—vy aufeinanderfolgende Punkte 
trifft.“ 


Il. 
Das Biischel. 


6) Hat man speciell ein Biischel mit einem k-fachen Grundpunkt 
und sind ; 


Cy = tet tpt ss +t, 
Cy = e+ wna to + 
die Gleichungen der beiden erzeugenden Curven, wobei 
um =a ct a, wry+---+ ay", 
We = Oya + ay ae-ty +--+ + ay*, 
Ups = by att! + by aky +--+ + Oey, 
Wei Byatt? + Bowty +--+ + Brpry*t? us. w. 


Mathematische Annalen. XLI. 36 
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so erhailt man zunichst zur Bestimmung der 2(k—1) Richtungen, in 
denen Curven mit Spitzen beriihren, die Gleichung 


kay+(k—1)a,2+- st apie ka,+(k—1)e, z+. ‘ -+ Op 2*-1 


0, 
a, +2a,2 +---+hae a,4+2a,2 +---+hoaj,2t 


welche fiir z= # direct 2(/— 1) Gerade durch den Coordinatenanfang 
liefert. 

Naturgemiiss erhilt man diese Richtungen auch aus der Discrimi- 
nante der linearen Form u,-—+ Aw,. Da der Grad dieser Gleichung 
tibrigens stets ein gerader ist, so folgt: 

», Die Curven eines Biischels mit k-fachem Grundpunkt, 
fiir welche 2 der k Tangenten zusammenfallen, treten immer 
paarweise auf.“ 

Die Bedingungen dafiir ferner, dass eine Gerade y = @x einen 
Ast einer Curve in 3 aufeinanderfolgenden Punkten schneide, sind 


Ay Ay Ayo (Aya, +A, a,)O+ +--+ (Aya, +A,a, Jot =O, 
Ay by +A, By + (A, 6, +A, By ote ++ (A, Digit Ay Ber ott! =0. 


Wire in dem Biischel ein Individuum mit (k-+1)-fachem Punkte im 
Grundpunkt enthalten, so miissten fiir eine Tangente in ihm auch 
diese Bedingungen erfiillt sein. Dann miisste es aber Werthe 4,’ 4,’ 
geben, sodass 


(1) 


A, ay + a,'a, = 0 Aya, + A,’ a, = 0 
wire; also waren die @ proportional zu den « und die simmtlichen Curven 
des Biischels (bis auf eine) hiitten im k-fachen Punkt die niimlichen 
k Tangenten; dieser Fall soll aber erst im Folgenden erledigt werden. 
Im Allgemeinen sind also die Gleichungen 1) bloss fiir einen 


Wendepunkt erfiillt und es ergiebt sich aus ihnen durch Elimination 
der 4 die Gleichung: 


a +ae+---+ae GO +ae+t---+ a0 = 
bo Fhe ts tbe Bot Bie +--+ Baye | 


also eine Gleichung vom Grade 2k-+ 1, Da dieser Grad ungerade, 


so hat sie mindestens eine reelle Wurzel und es folgt also (als specieller 
Fall von 4) 


0 


yin einem Biischel von Curven »'*" Ordnung mit k- 
fachem Grundpunkt (k <<» — 2) und verschiedenen Tan- 
genten in ihm giebt es (2k + 1) Individuen, welche noch 
einen Wendepunkt im Grundpunkte besitzen. Line dieser 
Curven ist immer reell,“ 





—_ro (oe 
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Ich habe diesen Satz gelegentlich in meiner Inauguraldissertation *) 
erwihnt. Fiir den einfachsten Fall des Kegelschnittbiischels sind die 
3 Individuen der genannten Art die 3 Geraden, die durch einen Grund- 
punkt nach den 3 iibrigen gehen, je in Verbindung mit der Ver- 
bindungslinie der andern beiden Grundpunkte. 

7) Haben die beiden Curven C, und C, gemeinschaftliche Tangenten 
im k-fachen Grundpunkt, so kann man schreiben: 


Cy Met Magi tess ta, 
C, = We + Wey Fs + Wn 
und C,— C,=0 ist dann die Curve mit (k-+-1)-fachem Punkte im 
Grundpunkte, Dies ist der Satz, den Cremona: Einleitung in eine 
geometrische Theorie der ebenen Curven Nr. 48 geometrisch klar legt. 
Es folgt aber auch umgekehrt uach dem Vorigen: 


»Wenn in einem Biischel mit k-fachem Grundpunkte 
eine Curve mit (k-+1)-fachem Punkte in diesem Grundpunkte 
enthalten ist, so haben die andern Curven des Biischels 
die k Tangenten im k-fachen Grundpunkt gemein.*‘ 


Die Bedingungsgleichungen fiir einen Wendepunkt werden in 
diesem Falle 


o 


(Ay + a2) (@ + ae +°+++ a0) =0 


und 


Ay by Ae By (Ay Oy ALB) Q + + (Ay Dig + Ap Bays) Att = 0. 
{st nun 4, + 4, von Null verschieden, so kann man aus diesen beiden 
Gleichungen @ eliminiren und erhilt so & Werthe fiir das Verhiiltniss 
A,:4,. Diesen entsprechen Curven mit~Wendepunkten. Man sieht 
also: 

»,Haben die Curven eines Biischels in einem k-fachen 
Grundpunkt siimmtlich (mit Ausnahme einer einzigen) die 
k Tangenten gemein, so treten an Stelle der (2k + 1) mit 
einem Wendepunkt versehenen Individuen des allgemeinen 
Falles einmal & Individuen von der gleichen Kigenschaft, 
und ausserdem die / + 1 Aeste der einen Curve, die im 
Grundpunkt einen (k-+-1)-fachen Punkt besitzt.“ 
8) Endlich kann noch der Fall eintreten, dass von den / Tangenten 
im Grundpunkt bloss einige, etwa /, fest sind. Dann hat man 


C, = t+ eet Up eb tay 

nae ee ae C, —_ Uk, * Ox_k, + OO, 1 + > + On 
*) Ueber die Flichen, die sich durch eindeutig aufeinander bezogene Strahl- 
biindel erzeugen lassen, Miinchen, Theodor Ackermann 1889, pag. 34, Fiir k=1 


hat, wie ich spiiter fand, S. Kantor (Wiener Sitz. Ber, 1879, II, p. 707) den Satz 
geometrisch bewiesen, 


86* 
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wobei 
Uy, = Ayah + Apoety +.--+ Apyd, 
Uk—k, = a, ath +a, gaily + eee a ay-x,y*-", 
Opp, = Hy DEM + or, wE-Mr-hY es - oy _py*®®, 
Die & Tangenten fiir irgend eine Biischeleurve sind dann: 
un, = 0 
und 
A, U2, + 4, c%-%, = 0. 


Es ist dann klar, dass man 4, und A, noch so bestimmen kann, 
dass eine weitere Tangente des k-fachen Punktes mit einer der kh, 
festen Tangenten zusammenfiallt, also: 


» in einem Biischel mit k-fachem Grundpunkte, von 
denen k Tangenten k, fest sind, (k,<k) giebt es k, Indi- 
viduen, welche die Eigenschaft haben, dass fiir sie je eine 
der k, Tangenten 2 Aeste beriihrt.“ 


Die Bedingungen fiir einen Wendepunkt endlich werden 


A, + Ajo +--+ + Aigh =0, 
Ay Ay Anh) + (Aya, AQ a) Hs + +H (Ay en, + Ay ei, ™ = O, 
Ay by + 4oBo + (Ay; + 4.By)@ ees (Ayden +4, Bis) ot? = 0, 


Der Factor vom Grade k, giebt k, Werthe von g, denen aus der 
2. Gleichung ebensoviele Werthe fiir 4, : 4, entsprechen. Ferner kann 
man aus den beiden Gleichungen, die 4 enthalten, diese eliminiren 
und erhilt dadurch eine Gleichung vom Grade 2k + 1—k, in @, 
also folgt: 
» sind im k-fachen Grundpunkte eines Biischels k, Tan- 
genten fest, (k,<k—1) so giebt es noch 2k+1—A&, 
Curven mit Wendepunkt in diesem Grundpunkt; an Stelle 
der iibrigen treten die k, Curven, welche je eine der k, 
festen Tangenten als Spitzentangente enthalten.‘‘ 

Cremona beweist (1. c. Nr. 47) nur den Satz: Unter allen Curven 
eines Curvenbiischels, die sich in einem Punkte a beriihren, giebt es 
eine, fiir welche a ein Wendepunkt und eine, fiir welche dieser Punkt 
ein Doppelpunkt ist. 

Anmerkung 1. Hat man ein Biischel von Curven n'e" Ordnung 
mit (n—1)-fachem Punkt, so liefern die Bedingungsgleichungen fiir 
einen Wendepunkt die 2% — 1 Geraden, die in Verbindung mit einer 
Curve von der Ordnung » — 1 Theile des Biischels ausmachen. Diese 
Geraden gehen natiirlich durch die nicht in den Grundpunkt fallenden 
Schnittpunkte von C, und C,. 

Anmerkung 2. Man kann direct die Gleichungen zweier Curven 
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anschreiben, welche die Eigenschaft haben, dass in ihrem Biischel 
eine Curve mit (k-+-4)-fachem Punkte auftritt. In der That, ist 


Cy = Ua + tag ee Mapa + aga be fb tas 
Cy = Up Uap > Mapa + Ona + +++ + On, 
so ist 
C, — C, = Unga — @epa t+ > + tr — @, = 0 
diese Curve mit (k-+-A)-fachem Punkte. 


9) Es liegt hier die Frage nahe nach dem Orte, den tiberhaupt 
die Wendepunkte der Curven eines Biischels erfiillen. Denken wir 


uns homogene Coordinaten eingefiihrt, also 7 = “, y= a gesetzt, 
3 3 
so werden die Wendepunkte einer beliebigen Curve des Biischels 
f+49=0 

ausgeschnitten durch ihre Hesse’sche Curve 

| fit 4G fie t4P2 fis + 1915) 

h= fy + AGy fre + APr2 fos + AG23| = 0 
ifs Ags fee + 492 fos + Ass) 


oe. a 


02,02,” 


wobei 


dies giebt 
Ay, = (G1 P22 P33) + VP Zhi P22 Pas + AAS fo2 P33 + (Air foofss) = 9- 


Dabei sind (1; Po2933) und (fi: /o2/s3) die Hesse’schen Determinanten 
von g und f, wahrend 

















fir fie fs ‘Pir Pio Pig Pir Pio Vis 
Z(fi1 P22 P33) = | Par Por Pos|+) for feo fey | + | Por Por Pas 
P31 Ps2 Pas P31 P32 P33 for foe fs 


und 2 (fi; fo2 Pag) eine analoge Summe bedeutet. Durch Elimination 
von A erhiilt man fiir den gesuchten Ort: 


W = f° (G11 P22 P33) — 279-2 (fi: Pro Pas) + £9? + 2 (fis fo2 Pas) 
— 9*.(fi1 foe fos) = O- 


Es ist nicht schwierig, die Singularitiiten dieser Ortscurve in ver- 
schiedenen Biischelgrundpunkten zu untersuchen, Man findet: 
,, Der Ort W der Wendepunkte der Curven eines Biischels 
nt Ordnung ist eine Curve von der Ordnung 6n — 6. 
Ein einfacher Grundpunkt des Biischels ist ein 3-facher 
fiir die Curve W, dagegen ist ein k-facher Grundpunkt 
des Biischels ein 6% — 4-facher fiir die Curve W. 
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Die Curven des Biischels, welche in einem Grundpunkte 
einen Wendepunkt besitzen, beriihren mit diesen Aesten 
die Curve W. 

Die 3(n—1)? Doppelpunkte des Biischels sind auch 
Doppelpunkte der Curve W und zwar sind die Tangenten 
an die Curve des Biischels und die an W im Doppelpunkte 
die gleichen.“‘ 

Das einfachste Beispiel bietet das Kegelschnittbiischel. Hier besteht 
W aus den 3 Geradenpaaren, die im Biischel enthalten sind.*) 


Ill. 
Das Netz. 


10) Sind 3 Curven C,, C,, C, zur Bildung des Systems gegeben, 
so ist der Fall ausgezeichnet (vergl. 2) wo die Curven des Netzes einen 
einfachen Grundpunkt haben. Ist unter dieser Voraussetzung 


C, = (a)% + ayy) + (Oy z® + b,xy + by?) +-->, 

C, = (ax + a, y) + (Bz? + B xy + By’) +---, 

C, = (Aypa+Ayy) + (Boxv?+ By xy+B,y’) +--- 
und bestimmt man 4,, 4,, 4, aus den Gleichungen: 


1) aA, + aA, + A,A,; = 0, 

2) a4, + a,4, + A, A, =O 
also 

A, 2A, 2 Ag = (a@A,— Age,) : (a, Ay — ay A;) : (Aye, — ay a,) 
so erhilt man die Curve mit Doppelpunkt, die im Netze enthalten 
ist. Cremona 1. c. (Nr. 92), Soll es mehr als eine solche Curve geben, 
so miissen die Verhiiltnisse 4, : 4,: 4, unbestimmt werden, 1) und 2) 
die nimliche Gleichung vorstellen und es ist 
y= QM; % = E%; A, = QA). 
Dann haben aber die 3 Curven C,C,C, die nimliche Tangente 

im Coordinatenanfang und man erhilt alle Curven des Netzes mit 
Doppelpunkt, wenn man 4, + A, + 4, = 0 annimmt, also: 

»,Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafiir, 
dass in einem Netze mit einfachem Grundpunkte ein Biischel 
von Curven mit einem Doppelpunkt im Grundpunkt vor- 
handen sei, ist die, dass die sammtlichen tibrigen Curven 
des Netzes in dem Grundpunkte die Tangente gemein haben.“ 


*) Aus einem Referat im ,,Jahrbuch der Fortschritte‘‘ ersehe ich, dass Herr 
K. Bobek in einer béhmischen Abhandlung (Casopis XI) Ordnung und Classe 
(6(m—2) (4m—3)) dieser Curve bestimmt hat. 





a ao ee ale 
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11) Ist ein Grundpunkt des Netzes ein k-facher, also mit variabeln 
Tangenten, also 
O,= ay 2h a, atty fon fp any Byatt byaty fob dagiyt pen, 
Cy age ay aty fon cyt Byatt Baty tomb Bury on, 
C, = Ay a+ A, at ty + + Ary +B, at! B, aky +--+ Big yrt+-., 
so geben nach dem Friihern die Wurzeln der Gleichung 

iw iie dor m+ ae+---+ ae | 
by + * + bpp By + By@ +++ + Bape 
Co Ot s+ cree? = rg t+ me+-++ + rope | ; 
| Ay + Ave + +++ + Avot pe: 
B+ Boot-:++ Big | 
Cot Craot-+-+ Cise? 
Richtungen der Art, dass es zu jeder eine Curve giebt, welche 4 auf- 
einanderfolgende Pankte, also eine Undulation, auf ihr besitzt. 

»Die Anzahl der Curven mit Undelation, die in einem 
Netze mit k-fachem Grundpunkte enthalten sind, betrigt 
also 3(k + 1).“ 

Ist k gerade, so ist eine dieser Curven immer reell. 

Die Anzahl der Curven ferner, fiir welche 3 der k Tangenten 
zusammenfallen, wird nach 1) = 3(k — 2). 

Es giebt ferner immer noch eine Curve des Netzes, welche eine 
beliebig vorgegebene Gerade durch den Grundpunkt zur Spitzen- oder 
Wendetangente hat. 

Sind die & Tangenten im Grundpunkte gemeinsam, so giebt es in 
dem Netze ein Biischel von Curven mit (+ 1)-fachem Punkte. Es 
folgt dann: 

»Die 3(k-+ 1) Curven mit Undulation gehen dann iiber in 
die k Curven, welche die k festen Tangenten des Grundpunktes 
als Undulationstangenten haben und in die 2(k + 1)+1 
= 2k-+3 Curven mit Wendepunkten, welche in dem er- 
wihnten Biischel mit (& + 1)-fachem Punkte enthalten sind. 


IV. 
Die Jacobi’sche Curve eines Netzes. 


12) Fir ein Netz ist charakteristisch seine Jacobi’sche Curve, die 
gegeben durch 





| aC, 0G, 4G, | 
Oxy, 0, OX, | 
OC, OC, 0G, | 
J= | Ox, OX, Ons | = 0. 
| OCs 6c, OC, | 


| Oa, Oi, Ox, | 
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Es ist bekannt, dass dieselbe in einem k-fachen Grundpunkte des 
Netzes selbst einen (34 — 1)-fachen Punkt hat. Fir k=—1 hat J 
einen Doppelpunkt und die Curve des Netzes, welche in dem Grund- 
punkt einen Doppelpunkt hat, beriihrt in ihm die Jacobi’sche mit ihren 
beiden Aesten. Wahlt man einen beliebigen Punkt auf J, so geht 
durch ihn ein Biischel von Curven des Netzes und nach der Definition 
von J ist auch eine Curve im Netze vorhanden, die in dem Punkte 
einen Doppelpunkt hat. Daraus folgt dann nach 7 bereits, dass die 
iibrigen Curven des Biischels sich beriihren miissen, was einer andern 
Definition der Jacobi’schen Curve entspricht. Es fragt sich jetzt aber, 
wenn man den Punkt auf der J in den k-fachen Grundpunkt riicken 
lasst, welche Singularitit weist die zugehérige Curve des Netzes auf. 

Um diess zu untersuchen, wenden wir auf das Netz die bereits in 
1) angefiihrte Transformation an. Setzen wir in der transformirten 
Gleichung die Coefficienten von 


, 


ak, gy’ bly’ gb 
je = Null, so giebt diess folgende Bedingungsgleichungen: 


A® cost a+ Af cos'—a-sine+----+ A” sint a=—0, 
A” cos*-!a-+-2 A! cost? @ - sina -----+ kA® sink «& = 0, 


AN cos*Ha+ Af? cost a-sina+---+ Af), sin « = 0. 


Diess liefert durch Elimination von 4, 4,4, fiir tga = 


lag + ayet---+ gy & Gt aet---+ a a 
a, + 2a,¢+---+ha, #&* a +2a,e+---+hoy, 2 
bot betes + Dayett B+ Bete ++ Bust}! , 
Ay+ Aytess+ Ap ais 
A, +2A,¢+---+kA, 2&1 
B+ Byaete- + Byte 








Der Coefficient von z2°* wird hier die verschwindende Determinante 


ak ay A; 
k ak k ay k A; 
Det Buss Brrr 


? 








so dass also diese Gleichung 34 — 1 Richtungen durch den i-fachen 
Grundpunkt liefert. — Fiihren wir homogene Coordinaten ein, so kommt 
in der Gleichung der Jacobi’schen 2, erst von der Potenz 3n—34+1 
an vor und der Factor dieses Gliedes giebt die (34 — 1) Tangen- 
ten der J. Es ist nun leicht, den Coefficienten von 2,°*-! zu 
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bestimmen. Derselbe wird bis auf einen Zahlenfactor die Deter- 
minante: 


a a, by 
@ a By 


Aa & 








Denken wir uns jetzt, wir hitten das homogene Coordinatensystem 
so orientirt, dass eine der durch die obige Gleichung definirten Rich- 
tungen @ die Axe «=O wird, so wird es eine Curve des Netzes 
geben, fiir welche 


Nehmen wir diese etwa als Curve C,, wihrend C, und C, noch 
beliebig gewahlt werden kénnen, so wird in der Jacobi’schen Curve 
der Coefficient von 2,54! Null, d.h. 2, = 0 ist auch eine Tangente 
der Jacobi’schen Curve. Also ist dargethan, dass die durch die vorige 
Gleichyng gegebenen Richtungen die Tangenten der Jacobi’schen 
Curve sind. 

Die Singularitéit der betreffenden Curve des Netzes ist aber die, 
dass fiir’s erste 2 der k Tangenten des k-fachen Punktes zusammen- 
fallen, ferner liegen auf dieser Tangente im Ganzen k + 2 Punkte 
im Grundpunkt vereinigt, so dass, da k — 2 Schnittpunkte durch die 
andern Aeste absorbirt werden, fiir beide Aeste zusammen 4 consecutive 


Punkte tibrig bleiben; diess entspricht aber einer Selbstberiihrung der 
Curve, also folgt: 


»,Die 3k —1 Curven des Netzes, welche den Durch- 
giingen der Jacobi’schen Curve durch einen k-fachen Grund- 
punkt entsprechen, haben in diesem Punkte eine Selbst- 
beriihrung und sind zugleich die einzigen Curven, welche 
diese Singularitét im Grundpunkte besitzen.‘ 


13) Eine héhere Singularitiit wird die Jacobi’sche Curve zeigen, 
wenn das Netz von der besondern Art ist, dass die Curven desselben 
die k Tangenten im k-fachen Grundpunkt gemein haben. 

Sind die erzeugenden Curven 


C, = Ga, + Lar +.--,, 

C, = Ga," + Ma," * +. -., 

= Gar + Nat... 
wo das G in den a, L, M, N, beziehungsweise in b, 8, B geschrieben, 
so verschwindet in der Jacobi’schen Determinante wieder der Coeffi- 


cient von z,5"-**—-!, was die héchste Potenz von a, ist, soferne der- 
selbe die Determinante 
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| ae dG 














|@G aG 
Ox, OX, G 
eG 0G | 
ro OX. G | 


und die iibrige Determinante lisst sich schreiben: 





ae gj0-F-AL (Ea 2, oti... | 
(n—k—1) (L—N) e"—*-2 eee 
| o(M — ze ... 
PM Deeriy.. IMM yo... wail 


| 
| 
er -nniigel eve | 
. , ON a 

le is os 4" 46 a kA... | 
(n—k) Ga,”—*—1! + vol k—1) Nx,"-*-2... 


Die héchste Potenz von x,, welche in der Gleichung vorkémmt, 
wird die (8n — 3k — 3)", woraus zuniichst folgt, dass ein solcher 
Grundpunkt fiir die Jacobi’sche Curve ein (3k)-facher Punkt ist. — 

Berechnet man ferner in dem homogenen Factor vom Grade 5k, 
der die 3k Tangenten der Jacobi’schen vorstellt, den Coefficienten von 
x,3*, so wird derselbe 


may [(bo — By) (8, — By) — (By — By) (6, — B,)). 

Denken wir uns nun das Coordinatensystem so gewihlt, dass 
eine der k& festen Tangenten in die Axe x, = 0 fiallt, so ist fiir diese 
Darstellung a, = 0 zu setzen und man erkennt aus dem Verschwinden 
des obigen Coefficienten, dass auch die Jacobi’sche die Gerade x, = 0 
beriihrt, k& Zweige der Jacobi’schen fallen also zusammen mit den 
kK festen Tangenten im Grundpunkte. Offenbar miissen die diesen 
Durchgiingen der J entsprechenden Curven des Netzes die sein, welche 
nach 11) im k-fachen Grundpunkte eine Undulation haben. 

Es fragt sich noch, zu welchen besondern Curven des Netzes die 
andern 2k Durchgiinge der J Veranlassung geben? 

Das Biischel von Curven mit (k-+ 1)-fachem Punkte, das im 
Netze enthalten ist, ist gegeben durch 


[Cay by + Ay By + Ay By) a4 + (a,b, + 4.8, + 45B,) ata, +--+ 
+ (A, ass + A, Biss a A, By 41) x,t | a, -+- oo= 0, 


A, + A, + Ay = 0. 


Sollen von den (k-+ 1) Tangenten 2 etwa in die Axe 2, = 0 
fallen, so muss man haben 


wobei 
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Ay bo + A, By + A, B, — 0, 


4,b, + 4,8; + 4,B, = 0 
also iiberhaupt 














r 3 1 
by By B, =0 
b, B, B, 
oder 
0 1 0 
bo —B, B, B,— By = (b, — B,) (By — By) — (65> —By) (B, —b,) =0. 
b,—B, B, B,— b, 





Wenn also dieser Ausdruck verschwindet, so ist 2, =O eine 
Riickkehrtangente, dann ist aber nach dem Obigen x, = 0 eine 
Tangente der J, also zeigt sich: 


»Miir ein Netz mit k-fachem Grundpunkt und i festen 
Tangenten hat die Jacobi’sche Curve im Grundpunkt noch 
einen 3k-fachen Punkt, Sie beriithrt die & festen Tangenten 
und die diesen Durchgiingen entsprechenden Curven des 
Netzes sind diejenigen, welche (allein im Netze) dort eine 
Undulation haben, Die 2k andern Durchgiinge der Jacobi’- 
schen entsprechen den 2k Individuen des Biischels mit 
(k-+1)-fachem Punkte, fiir welche 2 der (k + 1) Tangenten 
zusammenfallen.“ 

14) Ein besonderes Netz entsteht, wenn kK =n —1 d.h. wenn 
die Curven einen (» — 1)-fachen Grundpunkt haben, Ist dann wieder 


C, = Ex, + Bb, 
0, = Fx, + M, 
C, = Ga, + N, 


so hat die Jacobi'sche einen 3n — 4-fachen Punkt in diesem Grund- 
punkte. Irgend eine Gerade durch den Grundpunkt 


Le = OX 
gehért dem Netz an, wenn 
(Ay dg + Ag tty + Ag Ag) + (Ay ay + Aye + A34y) + °° 
+ (Ay Gn—1 Ag On—1 + 43-An-1) Q™ = 0, 
(Ay by A Ag Bo + A3.By) + (A, d, + A.B, +4, Bye +--- 
+ (AyDn + AaB + Ay By) o" = 0. 
Aus diesen beiden Gleichungen kann man bei beliebig vorgegebenen 
eo im Allgemeinen die Verhiiltnisse 4,:4,: 4, bestimmen, erhilt also 


noch eine Curve (n — 1)'* Ordnung mit (m — 2)-fachem Punkt im 
Grundpunkte. 
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ys gehért also jede Gerade durch den Grundpunkt 
dem Netze an, was auch geometrisch klar ist.‘ 


Tritt hier der Fall ein, dass auch noch die (m — 1) Tangenten 
fest sind, so erhilt man zuniichst fiir 
4, +4,+4,=0 
ein Biischel von Curven m'*" Ordg., deren jede aus » Geraden durch 


den Grundpunkt besteht. 
Ferner wird die Jacobi’sche 


OL —N) o(L —N) 0 
Or, OX, | 
o(M—N) o(M— N) | 
& Pacts, Eco @ i uw 
a, Oi, | = 0, 


oder G =O und 


a(L—N) a(M—N) _ aL—N) , a&M—N))_ o> 








Ox, OM, 02s Oa, 


»Die Jacobi’sche Curve zerfiallt also in die » —1 festen 
Tangenten im Grundpunkt und in 2(m— 1) andere Gerade. 
Diese letzteren sind, wie leicht zu erkennen, die Doppel- 
strahlen der 2(m — 1) aus je (n —1) Strahlen bestehenden 
Curven n'* Ordnung des eben erwihnten Biischels.‘ 


II. Abschnitt. 
Lineare Flichensysteme. 
I. 

Das Flachenbiischel. 


1) Zwei Flachen n'* Ordnung C, und C, haben den Coordinaten- 
anfang als einfachen Punkt. Ihre Gleichungen sind 


Cy = (4, H+ Gy, gy) Hy"—* (B44 1? + 2049 Hq +++) Be" ++, 
Cy (oy yy Wy F Ory Hy) y"—*  (Byy My? + 2 By. Hy yp +++) Hy ++ - 
Bildet man aus beiden Flaichen das Biischel 
A, OC, + A.C, = (Ayu, + Ay W,) Hy! + (Ay My + A, Ww.) BF ++, 


so bilden die Tangentialebenen an dessen Flichen ein Ebenenbiischel. 
Nimmt man irgend eine Gerade durch den Coordinatenanfang, etwa 
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Lo = 02%, 

Ly = 03%, 
so giebt es eine Fliche im Biischel, welche sie beriihrt und zwar be- 
stimmt sich 4, : 4, aus der Gleichung: 


A, (a, + 2 Q2 + 4505) + Ag (ee, + & OQ. + &3 05) = 0. 
Dagegen wird es im Allgemeinen keine Fliche im Biischel geben, 
welche auf dieser Geraden im Coordinatenanfange 3 unendlich be- 
nachbarte Punkte besitzt; soll diess der Fall sein, so miissen vielmehr 
gleichzeitig die Gleichungen erfiillt sein: 


Ayu, + 4,0, =—0 und Ayu, +A,0,=—0. 
Daraus ergiebt sich die Kegelflaiche 
U,W, — W,u, = 0, 
welche durch u,=—0, w,—=0 d. h. durch die Tangente im Punkte 
der Basiscurve des Biischels hindurchgeht, also: 
»Die durch einen Punkt der Basiscurve eines Flichen- 
biischels hindurchgehenden Inflexionstangenten, d. h. die 
Geraden, welche mit den zugehdrigen Flichen 3 Nachbar- 
punkte in diesem Punkte gemein haben, bilden einen Kegel 
3'* Ordnung, der auch durch die Tangente an die Basis- 
curve hindurchgeht.“ 
Da alle Tangentialebenen durch die Tangente an die Basiscurve 
gehen miissen, so sieht man, dass der Ebenenbiischel durch diese 
Tangente die je zusammengehdérigen Paare von Inflexionstangenten 


~ 


ausschneidet. ; 

Die 4 Tangentialebenen, welche durch die Tangente an den Kegel 
3’ Ordnung gehen, liefern die 4 Flichen des Biischels, die in dem 
Punkte der Basiscurve parabolisch gekriimmt sind. Die Werthe 
des Parameterverhiltnisses ergeben sich (aus dem Ausdruck fiir das 
Kriimmungsmaass): 


0 Aya, + A, oy A, 2 -+ Ay a, A, a, + Aya, 
Ay yp Aga, 2 (AyD AL By) 2(AyDyot Ay Bye) 2 (44 Dy3+ 42Bi5) —0 
Ay Aap dg, 2(Ayda A.B) 2(Ay dy9+ 42 Bo2) 2 (Ay bo5-+ Ay Ba5) ; 
AAs Agcy 2(Ay ds: A, Bs1)  2(Ay bes Ay Bos) 2 (A, 35+ 45 B55) 
»Durech einen Punkt der Basiscurve eines Fliachen- 


biischels gehen im Allgemeinen (und héchstens) 4 Flichen, 
die in ihm parabolisch gekriimmt sind.“ 


Im einfachsten Fall, fiir Flichen 2‘ Ordnung, enthalt der obige 
Kegel 3'* Ordnung die auf den Flichen des Biischels gelegenen Geraden, 
die gleichzeitig durch den Punkt der Basiscurve gehen. Der niimliche 
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Kegel projicirt aus dem Punkte die Basiscurve des Biischels. Die 
4 parabolisch gekriimmten Fliichen sind in diesem Falle fiir jeden 
Punkt der Basiscurve identisch mit den 4 im Biischel enthaltenen 
Kegeln. 

Anmerkung. Auch hier liegt wieder die Frage nahe nach dem 
Orte, den die parabolischen Curven der Flichen eines Biischels 
f + 4m = 0 tiberhaupt erfiillen. Ordnet man die Gleichung der 
Hesse’schen nach 4, so erhailt man durch Elimination fiir diesen Ort 
die Gleichung: 


P* - (fifoolssfu) — 9°f - 2(fff 9) + PPASfey) — of = (fee) 
+ £4(G11 P22 P33 Ps) = 9, 
wo die Bedeutung der Summen ganz abnlich wie in der Ebene. 
Man sieht: 
»Der Ort der parabolischen Curven der Fliichen eines 
Biischels f+ 4p =O ist eine Fliche von der Ordnung 
8(m— 1). Die Basiscurve ist eine 4-fache Curve fiir die- 
selbe und in jedem Punkte derselben beriihren sie diejenigen 
4 Flichen, welche in diesem Punkte parabolisch gekriimmt 
sind.“ — 
2) Ist der Coordinatenanfang fiir die beiden erzeugenden Flichen 
des Biischels und somiit fiir alle ein k-facher Knoten, so dass 


Cy = ay *  Unpr o*t + tn, 
Cy = Wp th * + Wey a," +--+ + w,, 
so erhilt man ebenso wie vorhin den Kegel 
UpWep1 — Weta = 0, 
der durch die Schnittgerade von «=O und w; = 0 hindurchgeht. 
»,Die Geraden durch einen k-fachen Grundpunkt eines 
Flichenbiischels, welche mit den ihnen entsprechenden 
Flichen im Grundpunkt k + 2 Nachbarpuukte gemein 
haben, bilden einen Kegel von der Ordnung 2k + 1, der 
auch die Geraden enthilt, durch die simmtliche Tangenten- 
kegel im Grundpunkt hindurchgehen.“ 
Auf diesem Kegel liegen dann noch in endlicher Anzahl Gerade, 


die kK + 3 Punkte mit den entsprechenden Flichen des Biischels ge- 
mein haben. — 


Fiir das specielle Biischel, dessen Fliichen im k-fachen Grund- 
punkte den gleichen Tangentenkegel besitzen, sodass 
Cy = eet Hb tay! tee tee, 
Cy = aye" + Wea + + Wn, 





~~ ~~ Se * 


ES TEE SE lL 
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existirt eine Fliche im Biischel, nimlich C, — C,—=0, welche einen 
k-+ 1-fachen Knoten im Anfang hat. Der obige Kegel zerfilit in 
den festen Tangentenkegel und in den Tangentenkegel w41—wi41 = 0 
an diese ausgezeichnete Fliche. — 


Il. 
Das allgemeine lineare Flachensystem. 


3) Verwenden wir der Einfachheit wegen im Folgenden ein recht- 
winkliges Coordinatensystem (x, = %, 2, = Yy, %—= #8, %,=1). Sind 
v Flachen n'‘* Ordnung gegeben, je mit verschiedenen Tangenten- 
kegeln k'e' Ordnung im Anfang, so soll 2A4;C; = 0 ein (vy — 1)-fach 
unendliches, lineares Flichensystem heissen. Eine allgemeine Fliche 
des Systems beginnt mit dem Term k'* Ordnung: 
a) ak ak—t. (a) y+ al) 2) 7a st (a ght ai yt—tg te... a) 2), 
der Term (k + 1)t Ordnung enthiilt die Coefficienten bf) 6). ...o{44? 
u. s. f. endlich der Term von der Ordnung k + w die Coefficienten 
1 7 ee | wins Diese Coefficienten sind dann lineare Zusammen- 
setzungen aus den entsprechenden Coefficienten von C,,... C,. Ziehen 
wir nun in der X Y-Ebene eine Gerade 0A, welche mit der X-Axe 
den Winkel « einschliesst; in der durch OA und die Z-Axe be- 
stimmten Ebene werde ferner eine Gerade gezogen, die mit OA den 
Winkel £ bildet. Diese Gerade sei eine X’-Axe, wihrend die Y’- 
und Z'-Axe des neuen, schiefwinkligen Coordinatensystems mit der 
Y- bezw. Z-Axe zusammenfallen moégen. ~Dann sind die Transfor- 
mationsformeln 
x= x cosa .cos B, 
y=2' sina .cosp+y’, 
g=a2’ sinB+ 2’, 

und es ist ferner 


y . J =<sine: ~ 
om 1S a; + tg bB=sin a; - 


-tg B = cos a. 

Fiihren wir jetzt die Transformation auf diess neue System durch 
und berechnen die Coefficienten von «w’*, #’*1 ... w’*t", so werden 
diese, wie leicht zu sehen, wenn noch der erste mit cos‘ 6, der zweite 
mit cos*+18... u.s, f. dividirt wird: 


‘= ° 2 k— om? ‘ (k) . eink 
aw costa + al cos*-!a-sina-+- al?) cos*-2a@-sin?a  -- +++ a/*)- sink « 


- +aMcosta-. tg B+ a2) cost? a-sinatg B+ ----- al. sin'— « . tgp 


+ a?) cos*—* a - tgB 4e-+t: 
ay -tgt B, 








4 
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60 cos*+! «+ 69 - cost «-sina + b)-costa-sin?a +... 6+) -sin*+a 
+ bi" -cost atg B +b? - cost1a-sinatg B+ ---+b!*.sintatgp 
+ by’ -cos*—1a- tg? B +: 
bh? -tgt B. 
Die letzte Gleichung enthilt die 7)... 240. Diess sind w+ 1 Aus- 
driicke. Nehmen wir an, dass vy = w + 1, so kénnen wir sie = Null 


setzen und die w+ 1 homogenen Parameter eliminiren. Entfernt 
mar noch @ unter Benutzung der Transformationsgleichungen, so giebt 
die Determinante einen Kegel von der Ordnung @ENART#) | Eine 
Erzeugende dieses Kegels hat offenbar mit der zu ihr gehérigen Fliche 
des Systems k-+ u-+ 1 consecutive Punkte im Grundpunkt gemein, 
daher das Theorem: 


»ln einem linearen, w-fach unendlichen Flachensystem 
mit k-fachem Grundpunkt bilden die Geraden, die mit 
einer Fliche des Systems k-+ u-+ 1 Nachbarpunkte im 
Grundpunkt gemein haben, eine Kegelfliche von der Ordnung 
FN CET H) cc 

2 


Fir w= 1 erhailt man das Bischel und den schon erwihnten 
Kegel von der Ordnung 2k + 1. 


4) Bilden wir auch noch die Coefficienten von x’*-'y’ und w’*-*z’ 
in der transformirten Gleichung: Diese werden nach Division mit 
cos*— B; 


a)-cos*—ta-+-20)-cos*—*a-sin a+-3a®)-cos*a-sin’a = +------kai*)-sint-la 
+ al)-cos*—a- tg B+-2a)-cos*~%a-sin*atgB+----+-(k—1)a-sin* a. tg B 
+ a-cos*a-tg?B  +-----+-(k—2)a)-sin*Sa-tg"B 
+3 
| er 
al-cos*—'a-+- q@)-cos*—*a-sina-+- a)-cos*-Sa-sin?a  --+--+ a#).sin*—la 


+2a2).cos*—a- tg B--2a(3)-cos*—%a-sina tgB 4-----+-2a-sin*—? a - tg B 





+3a-cos*%a-tg?B = -+-+---+-3a-sin*—* a - tg? B 
+3 
ka®. tg*-1 B. 


Setzen wir jetzt die Ausdriicke (1), (3) und (4) je — Null und 
nehmen wir an, wir hiatten es mit einem Netze von Flichen zu thun, 
also mit dem System 4,C, + 4,C, + 4,C,;—=0, so kénnen wir aus 





~—SelUCUC OOrlC rh CUh 


‘a tgp 


a-te*B 
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diesen 3 Gleichungen 4,, 4,, 4, eliminiren und erhalten eine Deter- 
minante, deren erste Verticalreihe aus folgenden Gliedern besteht: 


a) ak + at) ak-Ly 4. ql?) gk-2 y? + ..-4 al) yt 
+ aMat—-1z +a) atys + --- + aby tz 
fal?) at-8 2? +... + ayt-* 2? 





ai et 

ald) gt! + 2atak-sy + Sal?) aks y? +- —" + katt) yk 
4 aat-2g 4 QaMaktyst ... + (blah y*2? 
q + al®) ak —3 g2 + cata + (k—2) a® yt 2? 


aft), ett 
aDgk-At. gi@%yt—Byt qSgtsy? +... 4+ giyt—t 


+-2a2)ct*24+2aat—yet ...+2aHytte 
+3a ate? 4 .-- +3 ah yt 2? 





+ ka® gt! 


Die 2. Verticalreihe wiirde ebenso lauten in a, die dritte in A, 
wenn also vorausgesetzt wird, dass C, die a, C, die a, C, die A als 
Coefficienten enthiilt. — Aus diesem Kegel scheidet aber noch die 
Ebene «= 0 aus. Denn das von « freie Glied ergiebt sich als eine 
Determinante, deren erste Verticalreihe: 


alt) yt + a yk—tg +... + git gt 
ka yt! + (k—1) aly*2 + ---+ alt) ett 
al®) yk! Za yr22 + ----+-ka® zt ist. 


Entsprechend in den @ und A lauten die 2. und 3, Verticalreihe. 
Multiplicirt man aber hier die 2. Horizontalreihe mit y und subtrahirt 
sie von der mit k multiplicirten ersten, so wird die oberste Horizontal- 
reihe bis auf den Factor zg der 3. gleich, also verschwindet die Deter- 
minante. Es folgt also: 

yin einem Netze von Fliichen mit k-fachem Grund- 
punkte giebt es noch einfach unendlich viele Flichen, deren 
Tangentenkegel im Grundpunkte eine Doppelerzeugende 
haben. Der Ort dieser Doppelerzeugenden ist ein Kegel 
von der Ordnung 3(k — 1).“ 


Mathematische Annalen, XII, 37 
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Speciell erhalt man fiir k = 2: 

»ln einem Netze von Flichen, die im Grundpunkt simmt- 
lich einen conischen Knoten haben, sind noch einfach un- 
endlich viele Flachen, die einen biplanaren Knoten besitzen. 
Die Axen dieser Knoten erfiillen einen Kegel von der 6' 
Ordnung.“ 

5) Setzen wir jetzt ein 3-fach unendliches Flichensystem 
AO, +++ +4,C,=0 
voraus, also ein sogenanntes Fichengebiisch und vergleichen die Aus- 
driicke (1), (2), (3) und (4) mit Null, so liefert die Eliminations- 


determinante einen Kegel von der Ordnung 44 — 1; aus dem gleichen ° 


Grunde wie vorhin sondert sich aber auch hier wieder der Factor a 
ab, so dass ein Kegel von der Ordnung 4k — 2 iibrig bleibt. 
Die Erzeugenden derselben haben nun folgende Eigenschaft: 


1) Sie sind Doppelerzeugende der Tangentenkegel der zugehérigen 
Flaichen des Gebiisches; 


2) Sie haben mit dieser Fliche iiberdies k +- 2 Nachbarpunkte im 
Grundpunkt gemein. 


II. 
Die Jacobi’sche Fliche von 4 Flichen. 
6) Hat man 4 Fliichen 
Cy = (a, XG, Ly Ay Ly) Hy"~* + (B,,y? + 20,94, 2,4 +-+)a" +--+ 
Cy (0X My Hy) Hy" + (By 2? ++ 2B, %,7_4--+) 4"? -+--- 
C, = (A,x, + A, 4, + A,r) 0"! + (By, 4? + 2B, 2, 2, ++-)a"=+-+ 
C= (A,X, + Ay, Ay) xy" + (By, 2)? 4+ 2By9%, Za +++) a"? +--- 
die durch den Anfang einfach hindurchgehen, so ist in dem Gebiisch 


eine Fliche vorhanden, die einen Knoten im Anfang besitzt, in dem 


sich die Verhiiltnisse 4,:A,:A,:4, aus den Gleichungen bestimmen 
lassen: 


A, a, + Aa, + 4,4, + 4A, = 0, 

Ay, + Aya, + A, A, + AA, = 0, 

A, a; + A, a, + A,A, + 4A, = 0. 
Die Jacobi’sche Fliche des Gebiisches ist dann bekanntlich 
| a0, 9 a, a 








Oxy Oa, Oa, Ox, 
| OC, 


OC, 2 ah 


0%, O%, O2s OX, 
OC, OC, OC, 00, 
Ox, 0%, Ons Ox, 
a, a a a0, 











0%, Ot, Oi Oa, 
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und sie kann z. B. definirt werden als der Ort der Knoten die auf 
Flichen des Gebiisches noch vorhanden. Haben die 4 Flichen in 
einem Punkte einen k-fachen Knoten mit verschiedenen Tangenten- 
kegeln, so ist bekannt, dass die Jacobi’sche Fiche in diesem Grund- 
punkt noch einen 44—2-fachen Knoten besitzt. 

Nehmen wir zuniichst den einfachsten Fall, wo die 4 Flichen 
einen einfachen Punkt im Coordinatenanfang besitzeu. Dann kann 
man, ohne der Allgemeinheit Schaden zu thun, annehmen, dass 


Cy =a. ae + (by, 0)? 20.4%, > + ar +---, 
C, =X, . xy" + (Bi)? 2B i.%, 4,4 - + ar +f---, 
C, = a, . 4,"-1 + (By @? +2 By 4,2 + ++ -)arFt--s, 


Cy = (X, +a, +25 )a + (By &P 4-2 Bye y+ ++ -)ae?+--- 
und die Fliche des Gebiisches mit einem Knoten im Anfang ist 
C,—¢C,-OG,—Q= (By — by, — By By) @? + oor t 4 ++ 
Bildet man aber fiir die obigen Gleichungen die Jacobi’sche Deter- 
minante, so zeigt ein Blick auf dieselbe, dass 2, erst von der Potenz 
4n —6 an vorkommt und dass der bei x,4"—® stehende Factor derselbe 
ist wie der von x,"~* in der letzten Gleichung C,— C, — C, — C, = 0, 
also: 
»,Die Jacobi’sche Fliche eines Gebiisches hat in einem 
einfachen Grundpunkt der erzeugenden Flachen einen ge- 
wohnlichen Knoten, und der Tangentenkegel in ihm ist 


derselbe wie fiir die Fliche des Gebiisches, die in dem 
Grundpunkte einen Knoten hat.“ 

Es fragt sich aber weiter, welche Singularitiit haben im allge- 
meinen Falle, d. h. bei einem k-fachen Grundpunkt, die Flichen des 
Gebiisches, wenn der Knoten in den k-fachen Grundpunkt riickt? 

Denken wir uns die Gleichungen der 4 gegebenen Flichen in der 
Form wie in 4) geschrieben, nur homogen, und schreiben wir von der 
Jacobi’schen Determinante nur die Glieder an, welche in die héchste 
Potenz von 2, multiplicirt sind, so werden die Glieder der ersten 
Horizontalreihe: 

kaz,t-*a"—* + (k+ 1)b, x,* a," eee 
a? «ar + bo a Far, 
0,1) gL mk ge kge e et, 
(n— k)ay xFa2-*! + (n—k—1)b,.% 2, ar-*-. 
Die 2., 3. und 4. Horizontalreihe lauten ebenso in den a, A, A. Dann 
tibersieht man, dass x, erst von der Potenz x,‘*—**-* an vorkommt 


und es wird tiberdies der Factor der bei der Potenz x,**-* steht, bis 
auf einen Zahlencoefficient die Determinante 


37* 
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a a, a, b,© 

a = ay) a, Bp, 

A. AM AM Bio 
A,” A,” A,” B, 


| 
| 


Denken wir uns jetzt eine der Erzeugenden des in 5) gefundenen 
Kegels als Axe 2, = 0, 2, = 0 gewiihlt, so muss fiir diese Wahl des 
Coordinatensystems eine Fiche im Gebiisch existiren, fiir welche 

a =0, aM =—0, aM—0, b,0 —0. 
Es ist dann, da die obige Determinante verschwindet, x, = 0, 


x2, = 0 auch eine Erzeugende des Tangentenkegels der Jacobi’schen 
Fliche und es folgt also: 


»,Der Tangentenkegel der Jacobi’schen Fliche in einem 
k-fachen Grundpunkt der 4 erzeugenden Fliichen ist von 
der Ordnung 4k — 2 und hat folgende Kigenschaft: Jeder 
seiner Erzeugenden entspricht eine Fliche des Gebiisches, 
fiir deren Tangentenkegel im k-fachen Grundpunkt diese 
Erzeugende eine Doppelgerade und diese Erzeugende hat 
ferner mit der zugehérigen Fliiche des Systems k + 2 Nach- 
barpunkte im Grundpunkt gemein. Die auf diese Weise be- 
stimmten Flichen des Systems sind die einzigen, welche diese 
Singularitit in dem Grundpunkt besitzen.“ 

Fiir k = 2 zerfallt natiirlich der Tangentenkegel in ein Ebenen- 
paar und der Tangentenkegel der Jacobi’schen Fliche in einem conischen 
Grundpunkt wird also erfiillt von den Axen aller biplanaren Knoten, 
die im Gebiisch enthalten sind und die gleichzeitig 4 Punkte mit der 
zugehérigen Fliche im Grundpunkt gemein haben. 

7) Die Falle k = n —2 und k = n — 1 geben zu folgender Be- 
merkung Veranlassung. Fiir k = m — 2 enthiilt die allgemeine Fliche 
des Gebiisches 3 Terme, die bezw. vom Grade n — 2, n — 1 und n 
in 2, 2%, %, sind, Setzt man 2, = @,2, uud 7 —@,%7,, wo Q, und Q, 
beliebig vorgegebene Zahlen sind, so kann man die Parameter immer 
noch so bestimmen, dass die Flichengleichung durch diese Substitution 
erfiillt wird, also folgt: 


»In einem Flichengebiisch mit (n—2)-fachem Grund- 
punkt giebt es immer noch eine Fiche (im allgemeinen 
Fall) welche eine beliebige Gerade durch den Grundpunkt 
ganz enthilt.“ 

Ferner folgt fiir k = — 1 auf ganz ihnliche Weise: 

»in einem Flichengebiisch mit (n—1)-fachem Grund- 
punkt giebt es noch ein Biischel von Flichen, welche eine 
beliebige Gerade durch den Grundpunkt ganz enthalten, 
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Unter diesen befinden sich zwei, welche auf dieser Geraden 
noch einen gewéhnlichen Knoten besitzen, entsprechend den 
2 iibrigen Schnittpunkten der Geraden mit der Jacobi’schen 
Flache.“ 

8) Die Singularitaét der Jacobi’schen Fliche in einem Grundpunkte 
erhéht sich, wenn die simmtlichen Flichen (mit Ausnahme der eines 
Biischels) in dem k-fachen Grundpunkt den niimlichen Tangentenkegel 
besitzen. Setzt man unter dieser Voraussetzung in der Jacobi’schen 
Determinante die a, A, A gleich den a, so kémmt erst 2,4"~4*-4 in 
der Gleichung vor und der Factor von x,‘* wird bis auf einen Zahlen- 
coefficient: 

BO —b, BO-b Bo—bo 
a, «|B —b BO, B,Y—d" |- 
BO-b Bod Bo—do 


Denken wir uns das Coordinatensystem so gewihlt, dass die Axe 
x,=0, %y=O0 auf dem festen Kegel ke" Ordnung liegt, so ist a) =—0 
zu setzen. Dann verschwindet auch der vorige Factor, d. h. die gleiche 
Linie gehért auch dem Tangentenkegel der Jacobi’schen Fliiche an. 
Ferner ist in diesem Falle in dem Gebiische ein Netz von Flachen 
enthalten (fiir 4,-+-4,-+-4,-+4,=0), die einen (k-++-1)-fachen Knoten 
im Grundpunkt besitzen. Nach 4) giebt es dann in diesem Netz einen 
Kegel von der Ordnung 3k, dessen Erzeugende fiir die Tangentenkegel 
der zugehérigen Flichen Doppelgerade sind. Stellen wir uns vor, 
dass die Axe 2, = 0, 2, = 0 des Coordinatensystems auf diesem Kegel 
liegend angenommen wiire, so miisste es ein System der A,, A,, ,, A, 
geben, derart, dass ‘ 


A +4, +4,+4,=0, 

BA, + BMA, + Bids + BMA, = 0, 
boy + Bil Ay + Bid, + BMA, = 0, 
BOA, + BY, + BMA, + BA, = 0. 


Of BO po (0)__ B (0) 
By 0 0 0 0 0 
BO—B, =BMO—d,OB, Y—d |= 0; 
1BO—b,% Bwo—b® ByoO—), 


Daraus 


also ist x, =O, 2,0 dann auch Erzeugende des Tangentenkegels 
der Jacobi’schen Fliche. Also: 

»Fiir ein Gebiisch von Flichen mit k-fachem Grund- 

punkt und gleichem Tangentenkegel in ihm hat die Jacobi’sche 

Flache in diesem Grundpunkte einen 4k-fachen Punkt. Ihr 

Tangentenkegel zerfallt in den festen Tangentenkegel und 

in einen Kegel von der Ordnung 3k. Der letztere ergiebt 











570 K. Dorntemann. Lineare Systeme von Curven und Flichen. 


sich aus dem, in dem Gebiisch enthaltenen, Netz von 
Flaichen mit (k+-1)-fachem Knoten als der Ort der Doppel- 
geraden von Tangentenkegeln von Flichen des Netzes.“ 
Ist endlich hier k — n — 1, also 
C, = Gas + H, 
C,= Gas + ZI, 
C; = Gas" + K, 
C= Ga! +L, 
so zerfallt die Jacobi’sche Fliche in G = 0 und in 
ai—H) @ad—-H) adq—H)\ 








Oxy Ome Oa, 
@K—-H) aK-H) &K-H)|_ 
Ox, OX, Ox, 
|aa—#) ab—H) a—#)| 
| Qa, Ox, OX; 


,, Fiir einen (n—1)-fachen Grundpunkt eines Gebiisches 
mit festem Tangentenkegel zerfallt die Jacobi’sche Fliche 
in diesen festen Kegel und in einen Kegel von der Ord- 
nung 3(m—1), welch’ letzterer wie folgt, entsteht. In dem 
Gebiisch ist ein Netz von Kegeln n' Ordnung enthalten; 
in diesem giebt es noch einfach unendlich viele, welche 
eine Doppelerzeugende besitzen, Der Kegel ist der Ort 
dieser Doppelerzeugenden.“ 


Minchen, Februar 1892. 
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Ueber die Reduction eines Problems der Dynamik auf 
hyperelliptische Integrale. 


Von 


Paut SrAckeEt in Halle. 


1, Ist ein materieller Punkt gezwungen, sich auf einer Rotations- 


‘fliche zu bewegen, deren Gleichung durch Einfiihrung geeigneter 


rechtwinkliger Coordinaten x, y, ¢ auf die Form 


(1) f(#?+y", 2) =0 

gebracht sei, und existirt fiir die Bewegung eine Kriftefunction U, 
welche in den Parallelkreisen constant ist, so lisst sich nach Jacobi 
(Journal fiir die reine und angewandte Mathematik Bd. 24, 8.5—27 (1842)) 
die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung in folgender 
Weise auf Quadraturen zuriickfiihren. Driickt man x? + y? = r? und 
z durch eine Hilfsveriinderliche « so aus, dass die Gleichung (1) 
identisch erfillt ist, wobei U in eine Function von w allein tibergeht, 
so ist die Lage des bewegten Punktes zur Zeit ¢ bestimmt, wenn man 
als Functionen der Zeit ausser w den Winkel ® kennt, den die Meridian- 
ebene des bewegten Punktes mit der wz-Ebene bildet, und dies leisten, 
falls die Masse des Punktes gleich Eins gesetzt wird, die Gleichungen: 


— dr 
=o Ba 
(2) a — af (SE) du, 


(3) t—t,— f p<] (an) + Gs) ay, 
Uo 


in denen die Anfangswerthe den Index Null erhalten haben, wihrend 
« und B willktirliche Constanten von leicht angebbarer mechanischer 
Bedeutung bezeichnen. 

Als einfachste Beispiele solcher Bewegungen, deren allgemeine 
Theorie ich in Abschnitt IV bis VI meiner Inauguraldissertation (Ueber 
die Bewegung eines Punktes auf einer Fliche, Berlin 1885) behandelt 
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habe, bieten sich diejenigen dar, bei denen die auftretenden Integrale 
hyperelliptische sind. Dabei macht es einen wesentlichen Unterschied, 
ob die betrachtete Bewegung nur bei besonderer Wahl der Anfangs- 
bedingungen solche Integrale ergiebt, oder ob dies stattfindet, wie 
auch die Anfangsbedingungen gewihlt sein mégen. Nur dieser Fall 
soll hier betrachtet werden, und der Ausspruch, die Jacobi’sche Be- 
wegung auf einer Rotationsfliche ergebe hyperelliptische Integrale, soll 
gleichbedeutend sein mit dem, dass die Integrale (2) und (3) bei will- 
kiirlichen Werthen von @ und # hyperelliptische sind. 

Im Folgenden wird die Frage, wie beschaffen eine Rotationsfliche 
sein muss, damit bei geeigneter Wahl der Kriiftefunction die zugehdrige 
Jacobi’sche Bewegung hyperelliptische Integrale ergiebt, zuerst all- 
gemein, dann unter besonderen Annahmen iiber die Fliche, iiber die 
Kriiftefunction und iiber die Natur der hyperelliptischen Integrale be- 
handelt werden. Fiir den Specialfall, dass die Rotationsfliche alge- 
braisch, die Kriftefunction eine rationale Function von r? und 2, die 
Integrale (2) und (3) elliptische sind, liegt bereits eine Untersuchung 
von Herrn G. Kobb vor (Sur le mouvement d’un point matériel sur 
une surface de révolution, Acta Mathematica, Bd. X, 8. 89—108 (1887)), 
deren Resultate jedoch der Berichtigung bediirftig sind, worauf zuriick- 
zukommen spiater Gelegenheit sein wird. 

2. Um zu untersuchen, ob die Integrale (2) und (3) hyperelliptische 
sind, erweist es sich als zweckmissig, statt der Grésse r ihr Quadrat 
einzufiihren. Wird demgemiiss r? = y en so ergiebt sich: 


aL) 
or (4.) + (in) 
(3°) t - fV “2r(U+6) —a du. 


Dass dieses Integral ila ist, heisst nichts anderes, als dass 
die Gleichung besteht: 


(4) (45) + 4r ($2) = nw (200+ 6) —&’), 


in welcher das Zeichen {, wie stets im Folgenden, eine rationale 
Function des beigeschriebenen Arguments bedeutet. Wa diese Glei- 
chung bei willkiirlichem « und £ gelten soll, und da U, r und ¢g nur 
von «, nicht von « und # abhingen, so folgt aus (4): 


6) 0-— Gee (2x (U+ B) — a) — RW), 





. OR ..- : . , 
und weil auch Fae eine rationale Function von u ist, so muss: 


(6) 21(U+ 8) — a? = R, (u) 
sein. Wird diese Gleichung partiell nach £ differentiirt, so kommt: 
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(7) ry Oe = Ru), 

so dass in Folge von (6) auch: 

(8) U = ®;(u) 

sein muss, wahrend man aus (4), (6) und (7) erschliesst, dass: 
(9) ot = Rt, (u), 

mithin 

(10) e= | /I(u) du 


ist. Da aber, wie leicht einzusehen, umgekehrt, sobald die Gleichungen 
(7), (10) und (8) fiir r, 2 und U bestehen, die Integrale (2) und (3) 
hyperelliptische sind, so ist das Ergebniss gewonnen: 
Satz 1. Damit die Jacobi’sche Bewegung auf einer 
Rotationsfliiche hyperelliptische Integrale ergiebt, ist es 
_ nothwendig und hinreichend, dass es mdglich ist, die Glei- 
chung der Rotationsfliche 


f (a? -+-y%, 2) =0 


identisch durch 
atyr=R,(u), 2 = J VR, (u) du 
zu befriedigen, und dass beim Kinsetzen dieser Ausdriicke 
in die Kriftefunction U(x?+ y?, 2) 
U = ®,(w) 


erhalten wird. 
3. Ist die Rotationsfliiche algebraisch, 80 ist 2 vermége 
f(a? + y’, #2) =0 


eine algebraische Function von r, also, wenn 7? = {,(w) ist, auch 


von wu, mithin: 
2 f Vw au 


algebraisch ausfiihrbar, und daher, wie man aus einem bekannten 
Theorem von Abel sofort erkennt, ¢ abgesehen von der Integrations- 
constanten gleich der Quadratwurzel aus einer rationalen Function von w. 
Da aber die Wahl des Anfangspunktes m der Rotationsaxe willkiirlich 
ist, so ist man berechtigt zu sagen: 
SatzIl. Alle algebraischen Rotationsflichen, bei denen 
eine Jacobi’sche Bewegung auf hyperelliptische Integrale 
fiihrt, werden erhalten, wenn man: 


a? 4 y? == Ny (wu), 2? = Re(w) 
setzt, oder, was dasselbe ist, wenn zwischen 2? -+- y? und 2? 
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irgend eine algebraische Gleichung vom Geschlechte Null 
besteht. Es ergeben sich jedesmal dann hyperelliptische 
Integrale, wenn die Kriftefunction U so gewahlt wird, dass 
sie dabei in eine rationale Function von wu iibergeht. 

4, Als zweite besondere Annahme werde die eingefiihrt, dass die 


Kriftefunction U algebraisch ist, dass also eine algebraische Gleichung 
der Form: 


(11) Q(U, x+y’, 2)=0 

besteht. Werden hierin fiir 2? -+ y*? und U ihre Ausdriicke aus (7) 
und (8) eingesetzt, so ergiebt sich eine Gleichung: 

(12) a(u, 2) =0, 

welche jedenfalls wieder algebraisch ist. Kommt z in @(u, 2) nicht 
vor, so darf @(w, 2) auch w nicht enthalten, es muss also durch Ein- 
setzen der Ausdriicke fiir 2* + y? und U die Gleichung Q = 0 identisch 
erfiillt werden. In diesem Falle liisst sich aus der Existenz einer solchen 


Relation zwischen U, x? + y?, 2 nichts erschliessen, es ist daher, wie 
in dem allgemeinen Falle: 


2ty?=—R,(u), 2 =| Vx, (u)du, U=®,(u). 


Wenn dagegen 2 in (uw, 2) wirklich enthalten ist, so wird ¢ dureh 
@==0 als algebraische Function von w definirt, und dann ergiebt 
die beim Beweise von Satz I] angewandte Schlussweise, dass: 
a? + y= Rw), s* = Tee(w) 
ist. 
Als Beispiel fiir die erste Méglichkeit, dass m = 0 identisch 
besteht, kann die Bewegung eines materiellen Punktes auf einer 
Rotationsfliiche dienen, wenn keine wirkenden Krifte vorhanden sind, 
mithin die Kriftefunction constant ist. Aus dem Vorhergehenden 
ergiebt sich dann die Richtigkeit folgenden Satzes: 
Satz III. Alle Rotationsfliichen, welche die Eigenschaft 
haben, dass die Ermittelung ihrer geodditischen Linien auf 
hyperelliptische Integrale fihrt, werden erhalten, wenn man: 


setzt; alle algebraischen Rotationsflichen derselben Beschaffen- 
heit ergeben sich vermége: 
att y=, (u), 2 = Tea(u). 
Die zweite Méglichkeit, dass @(u, 2) die Grésse z wirklich enthilt, 
wird erlautert durch die Bewegung eines schweren Punktes auf einer 
Rotationsfliche, deren Axe verticale Richtung hat. Auf diese Be- 





an ft fee 
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wegung bezieht sich eine Abhandlung von Herrn Staude (Ueber die 
Bewegung eines schweren Punktes auf einer Rotationsfliche, Acta 
Mathematica Bd. XI, 8S. 303—332 (1888)), der auch einige auf hyper- 
elliptische Integrale fiihrende Fille dieser Bewegung erwihnt. Die 
Frage, wann iiberhaupt hyperelliptische Integrale auftreten , lisst sich 
auf Grund der hier entwickelten Siitze leicht beantworten. Es ist: 
U=gz= ®,(v) 
folglich : — 
o = 5 Ms(u) = HW), 
und daher gilt der Satz: 


Satz IV. Alle Rotationsflichen bei denen die Jacobi’sche 
Bewegung eines schweren Punktes auf hyperelliptische Integrale 
fiihrt, sind algebraisch. Sie werden erhalten, wenn: 


a? + y= 2y(u), 2 = Ry (w) 


D gesetzt wird, oder, was dasselbe ist, wenn zwischen 2? + y? 
und g eine algebraische Gleichung vom Geschlechte Null 
besteht. 


5. Drittens soll iiber das Geschlecht der hyperelliptischen Inte- 
grale (2) und (3) eine besondere Annahme gemacht werden, nimlich 
die, dass das Geschlecht dieser beiden Integrale, welches augenschein- 
lich immer dasselbe ist, eine bestimmte Zabl @ nicht tiberschreite. Ist 
dies der Fall, so muss sich der oben in (4) mit (uw) bezeichnete 
Ausdruck auf die Form: 


(13) R(u) = Hu) . E(w) 

bringen lassen, wo G(w) eine ganze Function von w hdchstens vom 

Grade 29 + 2 bezeichnet, die nur einfache Linearfactoren besitzt. 
Um zu ermitteln, wann dies geschieht, werde gesetzt: 

(4) &tpy—_R(M— COZ, T= RW) — eeew 

und zwar sollen G, bis G, ganze Functionen von wu beziehungsweise 

von dem Grade x, bis x, bezeichnen, und es sollen, was unbeschadet 

der Allgemeinheit angenommen werden darf, je G).G, und G,, G, 

und G).G,, G@, und G, keinen gemeinschaftlichen Theiler mit einan- 

der haben. Hieraus ergiebt sich: 





a, (GAG) — Gye, SY + 16,4600) 
(15) R(w) = aGs ( 
G.Gy +6 G4,4,—1 &G,G, 


Die ganze Function von w: 


(16) r (u) = G, G, + BG,G,G, — + &G,G, 
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hat mit den anderen in §t(u) auftretenden ganzen Functionen von u 
keinen gemeinschaftlichen Theiler, denn ein solcher Theiler miisste 
von @ und § unabhiingig sein, wire also in G,G,, G,G,G,, G,G, 
gleichzeitig enthalten, wahrend nach den Voraussetzungen iiber die 
Functionen G, bis G, kein gemeinschaftlicher Theiler dieser drei Aus- 


driicke vorhanden ist. Aber auch mit se) hat [(u) keinen gemein- 


schaftlichen Theiler. Denn wenn fiir einen Werth u, von wu gleich- 


zeitig [(w) und ao verschwiinden, so wiirden auch die Ausdriicke: 


d(G, G,) dT (u) 
T(w) - “So _ ¢,g, 
und: 
d (G,G,G,) 
du 








Pr (w) - — 44,4, 


fiir « =u, verschwinden miissen, folglich wiire u, unabhiingig von a 
und von f, also auch der gemeinsame Theiler von [(w) und seiner 
Ableitung. Das ist aber unméglich, denn [(u) hat keinen von « 
und 6 unabhingigen Theiler. 

Hieraus folgt, dass in: 


(13) MR (w) —= R*(w) E(w) 
[(u) ganz als Bestandtheil von G(u) eintritt: 
(13’) R(w) =e R?(w) F(w) F (ew); 


ist also & der Grad von [(u), so darf [(w) héchstens vom Grade 
20+ 2—k sein. Da weiter a und # willkiirliche Constauten sind, 
so darf der Grad keines der drei Producte G,G,, G,G,G,, GG, die 
Grenze 20 + 2 iibersteigen, mithin muss 


(17) x, + %*, 520+ 2, x + %, + *,< 2042, x, + %,<2e+42 
sein. Hiermit aber ist folgender Satz gewonnen: 
Satz V. Damit das Geschlecht der Integrale (2) und 
(3) die Zahl @ nicht tiberschreite, miissen G,, G,, G,, Gs, 
G, ganze Functionen von u sein, welche den Bedingungen 
(17) geniigen. Ist dann [(u) vom Grade k, so muss: 





2G Ru) T (w) — (4.55 — Ga, 2) 

(18) N, (w) Se mrs GG G, rT a 
sein, hierbei ist R(u) eine beliebige rationale Function vou 
wu und [(w) eine beliebige ganze Function vom Grade 
20+2—k. 


Hat man die Functionen G, bis G,, F(w), R(w) in dieser Weise 
angenommen, so wird die zugehérige Rotationsfliiche durch 
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(19) tye Gh, ga fa wau 


dargestellt. Diese Fliche wird im allgemeinen transcendent sein; sie 
wird algebraisch, wenn sich aus (19) 


2? = Re(u) 


ergiebt, Die allgemeinste Form der in Gleichung (18) auftretenden 
Functionen anzugeben, welche bewirkt, dass die Fliche algebraisch 
wird, scheint erhebliche Schwierigkeiten zu haben. 

Zum Schluss sollen die gewonnenen Resultate auf einige Special- 
fille angewandt werden. 

6. Wird fiir @ der specielle Werth 1 angenommen, so dass die 


Integrale (2) und (3) elliptische werden, so gilt Satz I[, wenn man 
hinzufiigt, dass in: 


R(w) = RK? (uw) . E(u) 
G(u) héchstens vom Grade 4 ist. 

Herr Kobb nimmt (a. a. O. 8.91) zu den Voraussetzungen des 
Satzes If noch die weitere hinzu, dass die Kriftefunction U eine 
rationale Function von «? + y? und ¢ ist, und bedient sich, um zu 
ermitteln, wann elliptische Integrale erhalten werden, einer anderen 
Untersuchungsmethode als im Vorhergehenden angewandt wurde. Er 
erhilt das Resultat, dass z selbst eine rationale Function von w sein 


muss, Freilich ist sein Verfahren nur in diesem besonderen Falle 
brauchbar. Es wird von ihm 


te 2 
2Utp)—e —* 


~ 


gesetzt, und diese Gleichung combinirt mit (1) und 


3 af a 
oC 4 Oy OF oT m0, 


or? dz 
Durch Elimination von r und x. ergiebt sich hieraus eine algebraische 


Gleichung zwischen § und z, deren Geschlecht gleich Kins sein muss, 
wenn das Integral: 
t—t =] &dz 


% 


ein elliptisches sein soll. Aus dieser Bedingung wird durch eine 
langere algebraisch-functionentheoretische Untersuchung erschlossen, 
dass (a. a. O. 8. 107) 


att yt =, (u), 2 = 9, (u) 
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sein muss, wo {t,(w) und §t,(w) wieder der Bedingung zu gentigen 
haben, dass G(w) héchstens vom vierten Grade ist. 

Dieses Resultat ist jedoch nur mit einer Einschrinkung bewiesen, 
die hinzuzufiigen Herr Kobb unterlassen hat. Damit die Seite 93 an- 
gewandte Schlussweise richtig ist, darf die Rotationsfliche kein Cylinder 
sein, und dieser Ausnahmefall erfordert eine besondere Untersuchung. 
Man iiberzeugt sich leicht, dass fiir den Cylinder der Satz von Herrn Kobb 
nicht gilt. Ist niimlich x constant, so werden ¢—¢, und #— 4, 
proportional dem Integral 

dz. 
VU+y’ 
U ist eine rationale Function von z, y eine willkiirliche Constante. 
Soll dieses Integral elliptisch sein, so ist nothwendig nach Satz II: 


a? = Ne(u), U(e) = R,(w). 
Dass es aber Fiille giebt, in denen erst das Quadrat von z eine rationale 


Function von w ist, zeigt folgendes einfache Beispiel. Ist U = 2°, so 
erhalt man 





= OS. 
Very’ 
ein Integral, welches fiir: 
2? = ts, U=u 


in ein elliptisches Integral, namlich 


f du 
2 Vulw+y) ’ 


iibergeht, was durch eine Substitution 


z= R,(u) 

niemals zu erreichen ist. 
7, Der zweite Specialfall sei der schon oben herangezogene, dass 

keine wirkenden Krifte vorhanden sind, so dass U — 0 zu setzen ist. 

Mithin wird: 

G, = 1, G, = 0, G,=1, 





und es ist: 
, 1 
(16/) T(u) = 6G,— > eG, 
2G) Re(u) Fw) — (Gy oh 4, SS ) 
(18') Rt, (u) = ——__——. ee | 2 


~ 4G,Ge 
Nimmt man noch g = 1 an, so ergiebt sich folgender Satz: 


Satz VI. Alle Rotationsfliichen, bei denen die Ermitteiung 
der geoditischen Linien auf elliptische Integrale fiihrt, erhiilt 
man, indem man setzt; 
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pL yt ee F(t) 2 Gy) Ru) F (1) — (492-4, RY 
+ ow)? 7G.G U; 


dabei sind G,(w) und G, (w) beliebige ganze Functionen von 
wu héchstens vom Grade 4, [(w) vom Grade 4—k, wenn 
k den Grad von BG, — >a G, bedeutet; endlich ist R(w) 
eine ganz willkiirliche rationale Function von wu. 


Die Flaichen, welche man vermége dieses Satzes erhilt, sind im 
allgemeinen transcendent. Ein einfaches Beispiel einer transcendenten 
Rotationsfliche, bei welcher die Ermittelung der geoditischen Linien 
nur elliptische Integrale erfordert, ist die Fliche: 


a? + y? =u? c= fi Fut du= > (ufitwt log(u+yY1 +w)); 


denn es ergiebt sich: 
o 1 2+ 
(2”) o—a maf tpt" au, 


(3”) t—t, = fur fora, 
Uy 


In dem Theorem von Herrn Kobb (a. a. O. 8. 107): 

»» Toutes les surfaces de révolution, qui ont la propriété, 
que les coordonnées d’une ligne géodésique peuvent étre 
exprimées par des fonctions elliptiques d’un paramétre, sont 
nécessairement de la forme: 

v? == R,(w), 2== M,(w)“ 
ist daher hinter ,,surfaces“ algébriques zu ergiinzen. 
8. Endlich mége der wiederholt erwihnte Fall der Bewegung 
eines schweren Punktes auf einer Rotationsfliche auf Grund der in 5 
gewonnenen Siitze noch einmal erértert werden. Da: 








U= gz, 


also: 
, 1 G, (u) 
me) Pl BOCA) 
ist, so folgt aus Satz V das bemerkenswerthe Theorem: 
SatzVII. Soll die Jacobi’ sche Bewegung eines schweren 
Punktes auf einer Rotationsfliiche auf hyperelliptische Inte- 
grale fiihren, deren Geschlecht g ist, so muss nothwendig 


2 Gy (u) Gy (uw) ae Gu) 
ety Ge” Go(u) Gu) 
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sein, wo G, bis G, ganze Functionen von w sind, deren 
Grad die Zahl 2e + 2 nicht iibersteigt. 

Fiir g@ = 1 ist die Endlichkeit der Anzahl der zugehérigen alge- 
braischen Flichen bereits von Herrn Kobb (a. a. O. 8. 108), allerdings 
ohne Beweis, behauptet worden. Dort heisst es: 

L’intégration peut étre effectuée par des fonctions elliptiques, 
si la surface est déterminée par une de ces cing équations..., 
ce sont les seuls cas possibles. 

Diese fiinf Flichen von Herrn Kobb ergeben sich, wenn Gy, G,, G, 
gleich Eins und G,, G, gleich folgenden Ausdriicken gesetzt werden: 


t=2°+y=G,(u) z= G(u) 
(1) 4au u 2+ y’=4az, 
(2) mu? u vy? =m? 2, 
(3) a’ —wv u xv? +-y*? =a? — 2, 
(4) 3a?u(u—1)* 3au 9a(au?+ y?) = 2(¢—3a)’, 
(5) aku a(u? + > u) (02+ y?)?+ ; a? (a?+y*)—a*z, 


Eine genaue Priifung zeigt indess, dass ‘das Verzeichniss von 
Herrn Kobb unvollstindig ist, denn auch die Annahme: 


3 
ve ‘ 2 1 .\ 
(6) aw+tatut +a? u? (2?-+-y?—as—= a’) = az, 


welche in den fiinf vorhergehenden nicht enthalten ist, fiihrt auf 
elliptische Integrale. 

Fiigt man zu diesen 6 Flichen noch die Ebene und den Kreis- 
cylinder hinzu, welche auf Kreisfunctionen fiihren, so liisst sich ohne 
Schwierigkeit zeigen, dass diese acht F lichen die einzigen sind, welche, 
falls r und z ganze Functionen von u sein sollen, Integrale vom Ge- 
schlecht @ <1 liefern. Wie es sich verhilt, wenn r und ¢ auch ge- 
brochene Functionen sein diirfen, bleibe dahingestellt; jedenfalls folgt 
aus Satz VII, dass die Anzahl der Flichen, welche elliptische Integrale 
ergeben, eine endliche ist.*) 


Wittenberg, im April 1892. 

*) In seiner vor Kurzem erschienenen Dissertation, ,,Beitriige zur Unter- 
suchung der Bewegung eines schweren Punktes auf einer Rotationsfliiche“ (Halle a. 8, 
1892) hat Herr E, Koebke die Falle (4) und (5) des Herrn Kobb eingehend 
discutirt. (Zusatz October 1892.) St. 











Sur une extension de la formule de Stirling. 


Par 
Cu. Hermite a Paris. 


I. Je me propose de montrer que l’intégrale de Raabe, 


o 


1 
fis l(a) dx =aloga —a-+ log f2z, 


donne une méthode facile pour obtenir l’expression de la quantité 
log [T(a+&) [(a+1—8)], 


en supposant € compris entre zéro et l’unité, lorsque a est un grand 
nombre. Nous retrouverons ainsi, par une nouvelle voie, dans les cas 


particuliers de § = 0 et § = > les séries: 


log [ (a) =(a ~ 5)loga —a + log 2a >) > 


2n(2n—1)a**—! ’ 








— 1)* (92-1 __ B 
log  (a-+4)— a log a — a+ log 22+ >< = fh. NB, 


2n (2n—1) (2a)? 
découvertes par Stirling et par Gauss, ou B,, B,,... désignent les 
_ - 2 P . 
nombres de Bernoulli, —, 35>» ete. avec leurs termes complémentaires. 
Je remarquerai en premier lieu qu’on tire aisément de la formule 





& — (a—1e| F oe 


cette expression nouvelle de l’intégrale de Raabe, & savoir; 


a+1 0 


foarte fF —(-a)¢ 25] F 
a —_ 
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Nous concluons aussi de la méme relation: 


log [T (a+ &) [(a+1—6§)] 


0 
(a+) x (at+i—§)2 gx 
-{{F +s _. (2a -- Ne] =. 
e*—1 x 
—o 


Cela étant, il suffit de retrancher membre & membre, avec l’égalité, 








e* — x 


2(alog a—a-+ log/Za)— f [7S —(2a—1) e— a) - 


x 


pour parvenir 4 ce résultat: 


log [T (a+ §) F(a+1—£)] — 2(a log a — a + logy2z) 


0 
_ (‘petted 27 ce" dax 
e*~—1 x x 
5 


On voit que l’intégrale du second membre ne contient la quantité a 
que dans l’exponentielle e**; c’est cette circonstance qui permet de la 
développer suivant les puissances descendantes de a. Mais avant de 
nous occuper de ce développement, nous remarquons qu’on obtient sur 
le champ la valeur asymptotique pour a infini de 


log [F(a-+ 8) F(a+1—8)]. 


F (2) = o<. toa 2] 1 


e*—1 vj x’ 





Soit pour abréger: 








’ ° e 

lexpression — 

eq <—6¢ 

est nulle pour x infini, en supposant € moindre que l’unité comme 
: s . 1—6 6 & 

nous l’avons admis; elle est égale pour = 0 a - —S8 5 F , et reste 


toujours finie lorsque la variable croit de —oo a zéro. Si nous 
représentons par M sa plus grande valeur absolue, et par # un 
nombre compris entre — 1 et + 1, on peut done écrire: 


0 
fro dw, 





a 


ce qui nous donne: 


S log |f (a+ &) [(a+ 1—&)] = aloga—a-+ log Y2a + ae 
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Soit § = = la fonction 


2e2 =a) 
re = (28 -:)s 


est alors toujours négative, son maximum absolu correspond & « = 0 





1 ae 
et a pour valeur zy? nous obtenons donc en désignant par ¢ un nombre 
positif, inférieur & l’unité: 
log F (a+ 
og Tlat+ 5 


En faisant ensuite § = 0, on trouve 
F(e) = (S++ —2)t, 


expression toujours positive, dont le maximum + est encore donné pour 


x = (.- Cela étant on conclut de légalité [(a+-1) = af (a) 
retin (o— thee — 0 + EE 


é étant positif et moindre que l’unité. 
J’arrive maintenant a l'étude de la fonction F(x), et je chercherai 


d’abord les coefficients de son développement suivant les puissances 
croissantes de la variable. Employons a cet effet l’égalité 








& . 
24a 


fe 4 ~ n 
mr =E+ DS)S(8) er 
(m = 1,2,3,...)> 


ou S,(§) est un polynéme de degré n+ 1, qui représente pour & 
entier la somme, 1"! + 2-414... + (€—1)"#1, 
satisfait 4 la condition, 


S,(1— &) = (—1)*#"'8, (), 





Ce polynome 





on a done: 
Cid —§)x = 
ee ae §+ > It", (8) 5 
Joignons 4 ces deux relations la suivante: 
9 Prekome 
ss 2S +2 >(-1)- 1B, —* a aill 
4 Se i" a* * ~~“ " Sure 2n 
en observant que: 
eb® + eft Da &=—1 eli—S)e __ 2 
fuk. ef —1 e” —1 4 Fu%* 


on trouve aisément: 
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2n—1 


> — = Zt >) [2m San (8) + 1)" ce at 


eF* + eft 2 





1.2...2 ” 
(n = 1, 2,3...) 
et par suite: 
2 n—2 
F(a) = 2S) (2m S2na(€) + (— 1)" Bil ae 
Ce développement sil était permis de lemployer dans toute |’étendne 
des valeurs de la variable, donnerait |’expression suivante: 


0 
20 Sp,_1(€) +(—1)""B 
} 2n—1 
F(a) e*dz= > ae ——_——— , 
n(2n —1)a*” 
- @ 
mais il n’a lieu qu’en supposant le module de «& inférieur 4 2z, la 
série que nous venons d’obtenir est divergente, il est done nécessaire 
de la limiter 4 un nombre fini de termes et de donner J’expression du 
reste. Nous traiterons ce point important au moyen de la formule 


qu’on tire du théoréme de M' Mittag-Leffler, et qui subsiste pour toutes 
les valeurs de la variable: 


an pr lemtnat 
F(@)— >= + 4m?x? 
(m = 1, 2,3,...). 
Elle s’obtient encore par une autre méthode que j’indiquerai 4 cause 
de sa simplicité, en cherchant au moyen du théoréme de Fourier, le 
développement trigonométrique de F(z), considérée par rapport a &. 


Envisagons & cet effet la quantité, ¢&*-+ e—°*, et posons entre 
les limites — 1 et + 1, de &, 


ee + eta >) An cos mz. 
(m = 0, i, a ee ~ 


Sans mettre dans le second membre les sinus qui changent de signe 
avec €, on aura sous la condition de réduire l’intégrale 4 moitié pour 
m=O, 


+1 
Am a | (eb=-+e-$*) cos maf dé. 
=2 


Cela étant je remplace e*-+ e—** par 2 cos ifa, ce qui permet 
d’écrire: 
(&*+e—') cos mat = 2 cos ifx cos mag 
= cos (iz-++-ma)€ + cos (ta—ma)é. 


La valeur cherchée s’obtient immédiatement au moyen de cette trans- 
formation, on trouve ainsi: 





f: 
1 
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A 4iaz cos mx sin tx 
m a? + mx? ? 


m 20(e*—e—*) 
=(—i? aa 





et par conséquent: 
fe pe te = (—1)"2a cos mag — 
@—e* <«£ x? + mn? 
(m= 1,2,3,...). 
L’expression de F(x) découle de ce résultat en posant = 2— — 1 de 
—_— e “7 x a 

sorte que § a pour limites zéro et l’unité, et changeant x en >; voici 
maintenant la conséquences & en tirer. 

Développons suivant les puissances croissantes de la variable la 

‘ 1 : , 

2n-2 ds ; 

fraction af imtge OD aura pour le coefficient de 2?"-? dans I’(2) 


la série 





4 cos 4% & cos 62& 
ny" (cos 2 2& +- 9?” + ~ gaa + is +) ’ 
dou Pégalité suivante: 
2m 8,4 (&) + (—1)"" B, 2 cos cos 4a & 
2 ; - . 2. -+2n iii (22)2" (cos 2u§ > a + +): 


On voit qu’en supposant » un grand nombre, le second membre se 


eae . “ ° , ° 2 cos 2” , 
réduit sensiblement a l’expression fort simple, £08 2"6 | De la résulte 
») 








la divergence du développement suivant les puissances descendantes 


de @ par le quel nous avons représenté l’integrale J F(a) e*dz, il 
—@ 

s'agit donc d’obtenir une série limitée 4 un nombre fini de termes avec 

expression du reste, c’est l'objet des considérations qui vont suivre. 


Remplagons dans l’intégrale la fonction F(x) par son développement 
4 cos 2ma& 
w+ 4m?x?? 


0 
cos 2m & e** 
> 4] - 6 y dz. 
a + 4m?a 
—o 


2mnZx . 
En changeant 2 en ———, elle prend une autre forme et devient : 


“a cos 2mné "sas ii 
22) m(a?+a*) c 


La sommation s’effectue mm au moyen de la formule, 


trigonometrique on a la suite, 
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- + log (1—2 cos 2m& e?** +- e**7) = Ps 2 cos 2mm & ema 
0 
et l’on obtient pour lintégrale f F(x) e*dz qui contient en exponentielle 


—@ 


la quantité a, l’expression suivante, 


0 
1 ‘a log (1—2 cos 2g e'*™* + f**) | 
a ~ eta? as dz, 


oe 
ou cette constante entre sous forme rationnelle. Employons maintenant 
Videntité, 
- B: ci, - (—1)*-'a°** (— 1)" a"* 
ate 5 a2" a’™—! (¢?+1.2) ’ 


la partie entire donnera le développement suivant les puissances” 
descendantes de a, limité 4 un nombre fini de termes, et les coef- 
ficients de cette série, les polynomes en § que nous avons précédem- 
ment obtenus, s’exprimeront par la formule: 
n—1 B 8 . 
— ail = fe 2n—1 log (1—2cos 2ake*** +-e!** dx, 
— @& 


Nous trouvons en méme temps que le reste, en s’arrétant au terme en 
jaca» eSt représenté par l’intégrale, 
0 
(— 1)" {= a®” log (1—2 cos 2a § e?** + e***) te 
x a"—l (a? + a2) ? 


e 
—@D 


c'est le résultat au quel je voulais parvenir, je vais y ajouter quelques 
remarques. 

La quantité 1 — 2 cos 2~€ e*** +- e*** est inférieure & |’unité pour 
toutes les valeurs négatives de x, c’est & dire dans !’étendue de l’intégrale, 


‘ 1 
lorsqu’on a 2 cos 27— > 1, et par conséquent § < =; elle est, au 
contraire supérieure & l’unité si le cosinus est négatif, ce qui suppose & 

. 1 3 ° ° 
compris entre ~ et 7- Mais en dehors de ces deux intervalles elle 
peut prendre des valeurs plus grandes ou moindres que cette limite, 
et son logarithme passer du positif au négatif. C’est seulement dans 
les cas ou le signe de log (1 — a cos 27€ e®**-+ e'**) ne change pas 
qu’on parvient pour le reste 4 cette expression simple, ou « désigne 
un nombre positif, plus petit que l’unité: 

0 


(—1)* : fs a" log (1—2 cos 2% § e?**+4 an) a 


5 4 qt 





—@ 
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Le développement que nous avons donné du logarithme de 
r(a+s)T(a+1—8), 
posséde alors exactement les mémes propriétés et a le méme caractére 


analytique que la série de Stirling, un terme de rang quelconque 
étant une limite supérieure du reste, lors qu’on s’arréte au terme précé- 


dent. Tel est le cas de la formule de Gauss ou la valeur & = pi est 


2 
comprise entre 4 et 4; on a alors, 
2 2\ 1 
F (2) “43 es Per =) z 
ce? —e * 
de sorte que les coefficients résultent de |’expression connue: 
1 a" 1 
7 se 24 - 1) (2?e-1 — 1) B, - << 
e*#—e * 
= (» == 1, 2, 3,...) 


J’étais parvenu aux résultats qu’on vient de voir lorsque j’ai remarqué 
quiils pouvaient se tirer d’une relation donnée par M° Stieltjes, dans 
son mémoire, sur le développement de log T(x) (Journal de Mathé- 
matiques de M* Jordan, T. V, p. 425). L’éminent géométre établit 
cette proposition générale, d’un grand intérét, qu’en désignant par f(x) 
une fonction uniforme et continue dans le demi-plan, & droite de |’axe 


des ordonnées, on a: 
+a 


fame Jf rem 


En supposant ensuite: 


e 1 T(e+é) [ (24+1—6) 1 
(2) = 3 hog Gy OT oe 
il obtient Végalité, 
1 T(a+é Fa@+1—8) 
2 log —— — 
1) 1 - adu log ef™™ + e244 _ 2 cos2aé 
please f wee 8[ “Caren 
© 0 


et il suffit de la joindre a la relation 
ad 1 
oe (a) — (0 3) ipa —o-bloey 28+ 5 [sper le (am) 


pour arriver & l’expression dont j’ai fait usage et que j’ai déduite de 
oatiealian: toutes différentes. Je saisis encore l’occasion de rappeler 
& propos de ce beau et important travail qu’en posant: 
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log T (a) =(a-— +) log a —a-+lg/Y2x+ J(a) 


Yauteur parvient 4 la formule suivante, 


A ba 


2(5 y 1 

a se x) ax 

Jo) — D | arate @tatina’ 
° 
(n = 0, 1,2,3,...) 


en se fondant sur un résultat fort remarquable découvert précédemment 
par M Bourguet @ savoir: 


, % dx sin 2n272x 
F(a) Bi. “=” 


0 


(w= 1, 2,3,...). 
L’expression de M' Stieltjes peut s’établir facilement et se généraliser 
eu considérant l’équation 
‘ log (T(a+&) F(a+1—é&)| —aloga —a-+ log Y2a + J(a) 


ou l’on a: 
Ms 
Jie) = 4 f Feeds. 


Voici d’abord un développement en série de l’intégrale qui s’obtient 
en mettant la fonction F(x) sous cette forme: 
F(a) = 21@=D —alé + tH] 
x? (i — e*) 
et employant l’identité, 
1 mx 


ae Oe oe ode Oe oe : =: 
—e 


1—é 


De la résulte en effet, d'une part une somme finie qui s’obtient 
explicitement, 


0 
ZF 2 then 1) sh aks on efa-+m) dz, 


(m=0, 1,2,...,%—1) 
et un terme complémentaire, 


0 
fro elet)2 dy = 2J(a+n) 





q 
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qui s’annule pour » infini. Cela étant, soit afin d’abréger a+m=— a, 
au moyen de la relation 


a? gd® 


2) 6k 





a ee, 
x 


ou g est une constante, on trouve aisément, 


0 
pea 


—@ 








0 
P (al) ae (a+§)e _ (af+i—f)x 
—" 2ae " e ——ee de— 2? 


—@ 


= 2a log 





~ + log $7 + log G++, —2. 


Nous parvenons done en posant: 


1 1 1 1 
p(a) —alog 241 4 tog 2414 2 tog 82 1, 


a cette expression qui renferme comme cas particulier pour § = 0, la 
série de Gudermann, a savoir, 


J(a) =>) 9(a+n) 
(mn =O, 1,2,...). 


On en déduit ensuite une autre formule, au a de l’égalité suivante, 
quil est aisé de vérifier, 


i—€ 
- «(2e—1)dax " 2(2a—1)dax 
oo) =; fi epaleti-ay ta) wraeti—a 


Nous avons en effet: 











oGe—)ée_ +E a@+1—§  «¢ 
lat a" log “ — (a+ 1) log — a+i — 26, 
1—§ 
2a—1)d eas 
CRs = a log stint — (a-+1)log “ — 2(1—8) 


et en ajoutant membre & membre, on trouve bien aprés réduction, la 
quantité: 





2a log 1 + tog SH! 4 tg StL — 





cest a dire 2 (a). 
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Soit en particulier § = 0, il vient alors 


a(2a—1)da 
J(a)= D3 2 Werth (a-Fn-i—a) ° 


(n = 0, 1, 2,...) 





écrivons ensuite: 
1 
3 


J a(2e—1)dx (2a—1) dx 
(a+n+2)(a+n+i—a) J @tn+a)(a+n+1—2) 


+f; _ a&(2ae—1)dx 
, (a+n+2)(a+n-+1— 2) 


et remarquons qu’en changeant x en 1 — z, on a: 





2 
1 


2 
w(2e—i)dx _ (1— a) (1—2a)dzx 
(a+n)(a+n+1—2) .J (a+n)(a+n+i—2) ’ 
1 0 


2 
on sera ainsi amené a la nea de M Stieltjes: 


‘a — 2x ) de 
(a 10-3 fori )° 


Posons enfin 
, x(2a2—1) 
\\0) — 2 exataetetiaa 
(wn = 0, 1, 2,...) 


la fonction uniforme definie ” cette série, _— d’écrire: 


J(a) = ; fre da + t fr) dz, 


Et dans cette expression, celle des deux intégrales dont la limite 
supérieure est plus grande que > a pour coupure toute la portion 


négative de l’axe des abcisses, tandis que pour l'autre les coupures sont 
des segments non contigus de cet axe, de longueur 2, ayant leur 
milieu aux distances, —1, —2, —3,..., de l’origine. 











Ueber das Doppelverhiltniss von vier Punkten einer Geraden. 
Von 


E. Buscue in Bergedorf bei Hamburg. 


Es mége als bekannt vorausgesetzt werden, dass man die Punkte 
eines p-dimensionalen ebenen Raumes durch je p reelle Coordinaten 
eindeutig in folgender Weise bezeichnen kann: Sind 2;, y;,... die 
Coordinaten des Punktes P;, so durchliuft der Punkt mit den Coordi- 
naten | 

H+ (#,—2,)ty, Y1 + (Y2— ta» - +» 
die Gerade P, P,, wenn ¢, alle reellen Werthe annimmt, der Punkt 
mit den Coordinaten 


@, + (X.—%)t, + (@,—%)ts, yy, +2 — Me + (Ys —W)by, --- 
die Ebene P,P, P,, wenn ¢, und ¢, unabhingig von einander alle 


reellen Werthe annehmen, u. s. w., endlich der Punkt mit den Coordi- 
naten 


Hy (%_— 4) by + +++ + (Xp—%X)ty, 

Ys + (Y2— be +ee+ + (Y—%) tp, i 
den (p—1)-dimensionalen ebenen Raum P, P,...P,, wenn t,,... tp 
unabhiingig von einander alle reellen Werthe annehmen. Dabei wird 
vorausgesetzt, dass die Punkte P,, P,... P, nicht alle zu demselben 
(p—2)-dimensionalen ebenen Raum gehiéren. 

Die Coordinaten aller Punkte eines p-dimensionalen ebenen Raumes 
sind eindeutig bestimmt, wenn p+ 2 Punkte des Raumes gegeben 
sind, von denen keine p + 1 in demselben (p— 1)-dimensionalen ebenen 
Raume liegen, und wenn deren Coordinaten so angenommen werden, 
dass keine der p + 2 Determinanten (p-+1)'" Grades 

_ | Yi, ve | 

ie eee 

i= + | 
| Va-1» Ya-1y +. 1 | 
| Fatt, Potty --- 1} 


: | Lp+e, Ypt2, ++ 1| 
verschwindet. 
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Insbesondere ist also ein derartiger Raum von einer Dimension 
durch 3 in einer Geraden liegende Punkte bestimmt, die mit 3 von 
einander verschiedenen Zahlen bezeichnet sind. Aus den Coordinaten 
von 4 Punkten einer solechen geraden Punktreihe liisst sich bekannt- 
lich ein Ausdruck bilden, der von den Coordinaten insofern unabhingig 
ist, als er unverindert bleibt, wenn man dieselben 4 Punkte mit 4 
neuen Coordinaten bezeichnet, von denen 3 beliebig gewihlt werden 
kénnen, wenn sie nur verschieden von einander sind. Dieser Ausdruck 
ist das Doppelverhiltniss der 4 Punkte 

ty — x Xy — 2, 
(1 4,5,2)— 2a ane: 
Fiihrt man niimlich auf der Geraden statt der Coordinaten x die Coordi- 
naten y ein, so muss zwischen den Coordinaten x und y desselben 
Punktes eine eindeutige Beziehung, also eine Gleichung von der Form 
= S222 
vy+o 
bestehen, wo «d — By von Null verschieden ist, und durch wirkliche 
Ausrechnung zeigt man hiernach leicht, dass 


Y—% . W—3 
| PiPrPsPe) = et at 
ist. 

Irgend eine Gerade eines p-dimensionalen ebenen Raumes ist im 
Allgemeinen der Traiger von p Punktreihen der eben beschriebenen 
Art, die den p Coordinaten der auf der Geraden liegenden Punkte 
entsprechen. Bildet man fiir 4 Punkte P,, P,, P,;, P, der Geraden das 
Doppelverhiiltniss ihrer #-Coordinaten oder ihrer y-Coordinaten u. s. w., 
so ist der Werth aller dieser Doppelverhiltnisse derselbe und man kann 
also wieder von dem Doppelverhiltniss (P, P, P, P,) der 4 Punkte 
reden und es definiren durch einen der Ausdriicke 


ee . ee Ee ae 


Uy— Hy’ Ly— My Ys— Ye” Ys—Yo 


Mindestens einer dieser Ausdrticke hat nicht die Form a da héchstens 


p—1 Coordinaten fiir alle Punkte der Geraden einen constanten 
Werth haben kénnen. 

Ich will nun zeigen, wie man durch alleinige Benutzung von 
ebenen Riumen zu 3 gegebenen Punkten einer Geraden den 4. Punkt 
so bestimmen kann, dass das Doppelverhiiltniss der 4 Punkte einen 
gegebenen rationalen Werth besitzt. 

Ist zuniichst der Werth des Doppelverhiltnisses eine negative ganze 
Zahl —n, so ist das folgende Verfahren anzuwenden, das eine Ver- 
allgemeinerung der Construction des 4'" harmonischen Punktes mittelst 
des vollstaindigen Vierecks ist: 





~ 


a toatrn Gen oo a ae 
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Durch den gegebenen Punkt Q, einer Geraden g,, auf der auch 
die Punkte P, und P, gegeben sind, lege man einen n-dimensionalen 
ebenen Raum, der die Gerade g, nicht enthdlt. In diesem Raume 
nehme man n+ 1 Punkte P(i—3,4,...n-+ 3) so an, dass keine 
n-+- 2 der Punkte P zu demselben n-dimensionalen ebenen Raume ge- 
hiren*). Nun verbinde man den Punkt P, mit P; durch die Gerade 
gi, den Punkt P, mit P,, Py, ... Pit, Pits... Pays durch den 
n-dimensionalen ebenen Raum o;. Dann wird g; von e; in einem Punkte 
Q: getroffen, und dien + 1 Punkte Q; bestimmen einen n-dimensionalen 
ebenen Raum, der g, in dem Punkte Q’ so schneidet, dass das Doppel- 
verhiltniss (P, P,Q, Q’) = — n ist. 

Beweis. Es ist klar, dass die Construction**) immer ausfiihrbar 
ist, dass also die Schnittpunkte Q,; und Q’ wirklich existiren. Das 
folgt sofort daraus, dass die » + 3 Punkte P alle demselben (n+ 1)- 
dimensionalen ebenen Raume angehéren; P, bestimmt niimlich mit 
den Punkten P; einen (n-+1)-dimensionalen ebenen Raum, in dem 
auch @%, also auch die Gerade P,@,, also auch P, liegt. 

Werden als Coordinaten der »-+ 3 Punkte P je n+ 1 Zahlen 
“, Y,... angenommen, so dass die Determinanten (x-+-2)'" Grades 


yy Yi» +e 1] 


| 
1%, Yo, «+e 1 


(r) = | Lyr—1y Yr-1y) --- 1 
| Sept, Yrtty» e+e 1 


| @n48) Yn4s, ++. 1 


fiir r= 1,2,...,2-+ 3 siimmtlich von Null verschieden sind, so sind 
dadurch die Coordinaten aller iibrigen Punkte des (n+ 1)-dimensionalen 
ebenen Raumes eindeutig bestimmt, und der Beweis fiir die Richtigkeit 
der Construction wird gefiihrt, indem man die Coordinaten der Punkte 
Qo, Q und Q’ und darauf das Doppelverhiiltniss (P, P,Q. Q’) wirklich 
ausrechnet. Der Gedankengang hierbei ist derselbe, wie bei der Con- 
struction eines Mébius’schen Netzes. (Vergl. Mébius, Barycentrischer 
Calcul, Capitel 6). 


*) Es darf also auch keiner der Punkte P; mit Q, zusammenfallen, da dieser 


Punkt mit P, und P, und beliebigen m — 1 der Punkte P; in demselben n-dimen- 
sionalen ebenen Raum liegt. 


**) Ich nenne das angegebene Verfahren eine Construction, weil die ganze 
in Wirklichkeit selbstverstiindlich rein algebraische Untersuchung 


in die Sprache 
der Geometrie eingekleidet ist, 
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Weil Q, auf der Geraden P, P, liegt, so muss, wenn mit &,, 7, ... 
die Coordinaten von Q, bezeichnet werden, 


&, = &, + (%,—%)t,, 
No = Y, + (Yo—) be 
u. Ss. W. 


sein, und weil Q, in dem durch die P; bestimmten n-dimensionalen 
ebenen Raume liegt, ist auch 


E, = 2, + (1% —23) ty + (%, — 3) ts + +++ + (Gn43—2s)tazs, 
No = Y3 + (Ys—Ys) by + (Ys —Ys)bs ++ > + (Ynts— Ys) tats, 


u. Ss. W. 


So ergeben sich durch Gleichsetzen der beiden Werthe von &, von 
YH, u. Ss. W. die n+ 1 Gleichungen 
(x —2p)t, + (%, — 23) ty + (x; — @5)t, » spehee 2 (Tn aie as) tn43 = %,— 2s, 
(Y1— Yo) to + (Ys — Ys) by + (Ys —Ys)bs He (Yat s— Ys) brs = Yi — Ys, 
u. S. We, 
aus denen 
fe net aed QQ) 
. <i 
folgt*), wenn man die urspriinglich auftretenden Determinanten 
(n+ 1)'*" Grades in bekannter Weise in Determinanten (n+ 2)" Grades 
verwandelt und diese mit Hiilfe der hinzugefiigten Reihen vereinfacht. 
Es ist also 
E in a (1) a, + (2) a» . 
. — (1) + (2) 
Da ferner 


— (1) + (2)aty — (8) + + + (43) ay42 = 0 
—@Q) +@ —@) +:--+@+3)  =0 


als Entwicklungen von Determinanten mit je 2 identischen Colonnen, 
so ist auch 


und 


aie > (- 1 @a,; 

sere ? 

wo der Buchstabe i, wie immer, die Werthe 3, 4,...-—+- 3 annimmt. 
Die beiden Ausdriicke fiir §, sollen kurz als der erste und zweite von 
einander unterschieden werden. Fiir y,,.,. findet man analoge Aus- 
driicke, die aus den fiir & gefundenen entstehen, wenn die x durch 
die y u. s, w. ersetzt werden. 


*) Man kann offenbar iiber die fast vollstiindig willkiirlichen Grissen «, . 
so verfiigen, dass — (1) + (2)20, wenn man einen unendlich grossen Werth von 


t, vermeiden will; dasselbe gilt in dem Folgenden yon — (1) + (—1)'(). 





da 


er 


—, 
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Die Coordinaten von Q; werden aus &, y,,... dadurch abgeleitet, 
dass die Indices 2 und ¢ vertauscht werden, also ist 





g = Mate Oa, — Ont Kom 
. —(1) + (—1)'@ (2) + S(-v'® 
(k= 3,4,...¢—l1i+t1,...n+ 3). 

Der Punkt Q’ liegt auf der Verbindungslinie von P, und P, und 
in dem durch die Q; bestimmten -dimensionalen ebenen Raum. Seine 
erste Coordinate ist demnach 

1 TM $e I OE 


— (0+ ey SH 1 

wo sich die mit einem Strich versehenen Determinanten von den ent- 
sprechenden ungestrichelten dadurch unterscheiden, dass an die Stelle 
von 2, yi... die &;, 4... gesetzt werden, wiihrend die Zeilen 2,, y, ...1 
und 2,¥Y,...1 unverindert bleiben. Setzt man in (7) fiir die vor- 
kommenden &, 7,..., also fiir &,,,..-3 §:—1, mi-ay-- +3 Signy Meqay-- +3 
Ents) Ynts,--- ihre ersten Ausdriicke ein und formt die letzten » Zeilen 
mit Hiilfe der ersten Zeile um, so ergiebt sich 


iy T(—1'@) dee ade 
= _ « (4 k=: 4,...4—1 1 a 3 . 
(2) Ty— (1I)-+(- 1)* ‘(k)] (2) ( Dy, a yo+ . n+ )s 


da nach Heraussetzen der den Elementen der letzten » Zeilen nach der 
Umformung gemeinsamen Factoren die Determinante (i) tibrig bleibt. 

Dieser Werth von (7) wird in den zweiten Ausdruck fiir §’ ein- 
gesetzt, darauf der Zihler und Nenner mit TH—(1) + (— 1)‘(2)] multi- 
plicirt und durch TT(—1)*(¢) dividirt, So folgt 


pM +(- ONE, | 
SEM+C vo) 


Setzt man fiir die & ihre ersten Ausdriicke ein, so heben sich die 
Factoren der & gegen die Nenner der & fort und man bekommt 


ure 


ping oe (1) — (1) + S(— Oa, 
—n.(1)— (1) + 5-10 
oder mit Riicksicht auf die schon benutzten Entwicklungen von identisch 
verschwindenden Determinanten 
as (1) ay + (2) ap - 
m(1) + (2) 


Setzt man noch, was offenbar erlaubt ist, x, als von x, verschieden 
voraus, so ist also 
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—MatOea_,. “ate, 
—() +) eG) +eQ) 

AMO ——Datea_, y+ ae 

= — . ~~ we 


~—()+@) = n(1) + (2) 
bois (ay — a) (2) . (ap — 2) (2) = 
(a@_g—a)(1) © — (ag — a4) (1) 











—n, w.z.b. w. 


Um fiir ein beliebiges rationales Doppelverhiltniss = zu 3 gegebenen 
Punkten A, B, C den vierten D zu bestimmen, construire man, wenn 


m 3° . . . 
= positiv ist, zuerst in der angegebenen Weise den Punkt EF so, dass 


(ABCE)=—m 
wird, und dann den Punkt D so, dass 
(BAED)=—n 


ist. Dann folgt aus der Definition des Doppelverhiiltnisses, dass 
(ABCD) =™. 
n 
Wenn der gegebene Bruch negativ ist, gleich — = , 80 construire 
man zuerst D’ so, dass 
(ABCD) =~, 


und darauf den vierten mit D’ conjugirten harmonischen Punkt D zu 
A, B, D’, so ist 


(ABCD) = —~. 

















Zur Theorie der vollstiindigen Lésungen der Differential- 
gleichungen 1. 0. zwischen zwei Variabeln. 
(Auszug aus einem Briefe an A. Mayer.) 
Vou 


M. HamBurcer in Berlin. 


Die Lectiire Ihrer merkwiirdigen Notiz im 37’ Bande der Math. 
Ann., betreffs der vollstiindigen Lésungen der Differentialgleichungen 
erster Ordnung zwischen zwei Variablen, hat mich zu einer weiteren 
Verfolgung der Frage angeregt. Dahei bemerkte ich, dass man die 
Werthe der Integrationsconstante c als Functionen von x, welche 
eine gegebene vollstindige Lésung wiederum in eine vollstiindige 
Lésung derselben Differentialgleichung iiberfiihren, ohne eine neue 
Integration ermitteln kann, dass also die Lésung Ihrer Gleichung (7) 
durch bloss algebraische Operationen aus einer vollstiindigen Lésung 
= gegebenen Differentialgleichung sich ableiten lisst. Gestatten Sie 

» geehrter Herr, dieses Ergebniss, das Sie vielleicht interessirt, 
- einigen Worten darzulegen. 

Sei 

F(x, y, y’) =0 

die Differentialgleichung vom n' Grade in y’. In Factoren nach y 
zerlegt, laute sie 
(y’ — v,) (y’ — v.)..- (y’ — Yn) = 9, Y.-- dn Funet. v. vu. y. 
Das Integral von 

y’ —Y,=O0 sei uy, = const., 
dann kann die allgemeine Integralgleichung von 7’ =O in der Form 
dargestellt werden 
ia (u, — ¢) (U,— Cc)... (tn —c) =f (a, y, c) = 9. 

el 
(tl, — €) (tty — €)..- (Un — €) =A, y, ©) 

(vom »—1' Grade inc), so ist f, (%, ¥, y) =9, wo y auch eine will- 
kiirliche Constante bedeutet, offenbar ebenfalls eine Integralgleichung 
von / =. Eliminirt man nun y aus den beiden Gleichungen 

A(@,¥,7)=9, um—e=0, 

Mathematische Annalen, XLI, 39 
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so erhilt man eine Gleichung zwischen c, y und xz. Jeder durch diese 
Gleichung definirte Werth von ¢ als Function von x fiihrt das Integral 
u, —c¢ =O der Gleichung f= 0 in eine ebenfalls vollstindige Integral- 
gleichung derselben Gleichung mit der willkiirlichen Constanten y iiber. 

Denn fiihrt man statt der Variablen y die Variable u, ein durch 
die Substitution y= g(a, u,), so erhilt man /, (x, p(x, wm), 7) = 0 
als Integralgleichung von f=0, und indem man nach wu, auflist, 
u,=y4(",y). Hieraus erhellt, dass das Integral u, = c¢ durch die 
Substitution ¢ = 4(x, y) wiederum in eine Integralgleichung von f= 0 
mit der willkiirlichen Constante y tibergeht. ¢ = x(x, y) ist aber eine 
Auflésung von f, (x, y (x, ¢) 7) = 0 nach ¢ und f, (x, (x, c), ”) = 0) 
eben das Eliminationsresultat von y aus /,(7, y, 7) =0, u, —c = 0, 
womit die Behauptung erwiesen ist. 

Ich bemerke noch, dass wenn man F(x, y, y’) als Product der 
beiden Factoren schreibt F = (y’— y,) Pa-i(x,y, y'), wo F,-1 vom 
n— 1" Grade in y’ ist, durch die Substitution y= p(x, u,) die 
Gleichung F = 0 iibergeht in: 

0 U ’ 0 U 
ee. oe -P, r(z, Q, oe ic est) wn Gi 
Die Gleichung F,_, = 0 ist Ihre Gleichung (7) vom n— 1'" Grade 
in Beziehung auf S$, wenn man beachtet, dass fiir y-=q y’ = <t 
F,-1(2, Y; y’) _ Any) cet ee 
ist, und ¢ fiir u, gesetzt wird. 

Was nun die Frage betrifft, wie man aus einer gegebenen voll- 
stiindigen Lisung y= q(x,c) nach dem Vorhergehenden zu den 
anderen vollstiindigen Lésungen derselben Gleichung JI’(z, y, y’) = 0 
gelangen kann, so setze ich, um die Aufgabe zu priicisiren, voraus, 
dass die Coefficienten der verschiedenen Potenzen von y’ iiberall ein- 
deutige, z. B. rationale, Functionen von 2 und y sind. Ist nun F=0 
reductibel, so dass F’ in Factoren von niedrigerem als m'" Grade in 
y’ mit ebenfalls eindeutigen Coefficienten zerlegt werden kann, so 
muss, indem man die irreductibeln Factoren einzeln gleich Null setzt, 
nachgesehen werden, fiir welche dieser Gleichungen y = p(x, c) die 
vollstindige Lésung ist. Die ebenfalls vollstindigen Lésungen, die 
man aus ihm ohne weitere Integration, wie ich zeigen werde, erhalten 
kann, gehdéren dann nur dieser besonderen Gleichung an. Zu den 
anderen vollstiindigen Lésungen kann man nur durch neue Integration, 
nimlich der anderen Theilgleichungen, gelangen. Sollte eine solche 
Gleichung vom ersten Grade in y’ sein und y= g(a, c) die Lésung 
derselben, dann kann aus ihr auf bloss algebraischem Wege keine 
neue vollstindige Lésung von F’ = 0 erhalten werden, 





=~ Hh ~~ we 


~ 
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Wir nehmen nunmebr an, /' =O sei im obigen Sinne irreductibel 
in Bezug auf y’ und y = (a, c) eine gegebene vollstindige Lisung. 
Nach ¢ aufgelést laute sie u, = c. Durch Differentiation folgt 


ou +5 ae y’ = 0, 
es muss daher 


eine Wurzel - Gleichung F’ = 0, und da die Gleichung irreductibel 
ist, eine »-deutige Function von x,y sein. Die im Allgemeinen un- 
endlich vielen Zweige der Integralfunction wu, miissen daher die Eigen- 
schaft haben, dass die aus ihnen allen resultirenden Werthe fiir den 


° u u : ° 
Quotienten ou ot nur » verschiedene Functionen von «# und y 


darstellen. Wihlt man nun » solche Zweige von u,, die » ver- 
schiedene Zweige jenes Quotienten liefern, und bezeichnet sie mit 
Uy) Ua, +++ Uny 8O ist 
(uw. — c) (Us — Cc)... (tn —c) =f (a, y, c) =90 
die Gleichung, die wir nach dem Obigen zur Herstellung der anderen 
vollstindigen Lésungen gebrauchen, in denen ¢ durch Functionen von 
x ersetzt wird. 
Sei z. B. die Clairaut’sche Gleichung 
y=yaty”? 
gegeben, deren vollstindiges Integral y = ee +c? ist, so erhalt man 
daraus 
Tr 
c= uu, = — +) a + 
Offenbar ist hier 


nen te z 
und ae. 
f(z, y,¢) =u, -c=— =- £4 +y-— ec. 


Aus den beiden Gleichungen 


is a - aaa 
~£4yfS4y—e, -£-f~Z4+y—r 
ist y zu eliminiren und man erhiilt 
=c+y, oder c—>—2—y. 


Im Cours du calcul intégral de M. Serret t. II, p. 397, ferner 
findet man als Integral der Gleichung 
39* 











600 M, Hameuncer. Vollstiindige Liésungen. 


y? He+ 2)y—+2yy-F =0, 
uy, = Vi6y + 4a? + at — cV1 4 ae — log(e+ V1 +2) =e 


angegeben. Die Verificirung zeigt, dass das Vorzeichen von /1-- x? 
ausserhalb und innerhalb des Logarithmus gleich zu wihlen ist. Die 
unendlich vielen Zweige der logarithmischen Function liefern alle den- 


selben Zweig der Function oe oe. Verschiedene Zweige dieses 





Quotienten erhilt man nur, indem man die Vorzeichen von / 16y+4a--2! 


und /1-+ 2? einmal gleich, das andere Mal verschieden wihlt. Es 
ist demnach hier y aus 





u—= YViby+ 4a?+ 21 — «V1 + a — log(a@+ V1 + 2) =<, 
tly = — Viby + 4a? + ot — wl + 2 — log(e@ + V1 + 2) =p 


zu eliminiren und man erhiilt 


c= — y — 2xyYl1 + 2? — 2log(x# + Y1 + 2). — 














Ueber die Reducibilitéit complexer Zahlensysteme. 
Von 


Greore Scuerrers in Leipzig. 


In meiner Abhandlung ,, Zuriickfiihrung complexer Zahlensysteme 
auf typische Formen‘*) hatte ich es bei Hinfiihrung des Begriffes der 
Reducibilitiit als unmittelbar einleuchtend bezeichnet, dass verschiedene 
Wege der Reduction immer zu demselben Endergebniss fiihren. Herr 
Prof. Hélder hatte die Freundlichkeit, mich auf das Irrige dieser 
Behauptung aufmerksam zu machen, sowie an einem einfachen Beispiele 
zu zeigen, dass der Satz (1), S. 318, factisch einer Einschriinkung be- 
darf. Ich bescheide mich nunmehr dabei, den Satz nur noch in dieser 
Form zu beweisen: 

Kin Zahlensystem mit Modul (mit einer Zahl ,, Eins“) kann nur 
auf eine Art in eine Reihe von lauter irreducibelen Systemen zerfallt 
werden. 

Es sei mir gestattet, den Beweis hierfiir unter Benutzung der in 
meiner friiheren Arbeit gegebenen Begriffsbestimmungen zu erbringen. 

Zuniichst gilt der Satz:**) 

I. Hat das Zahlensystem S den Modul ¢ und kann man m Zahlen 
E,) &~ ++ &m des Systems finden, fiir die 


(1) & = & + & + +++ Em 

(2) er-=—e, 8&8 = 0 fir i+) 

und — wenn u eine beliebige Zahl des Systems bedeutet — 
(3) WE; = EU (¢== 1,2... m) 


ist, so ist das System S reducibel auf m einzelne Systeme S,,8,... Sin 
mit den Moduln é,, &.. + &m-+ 


Wird nimlich we; = eu = u,; gesetzt, so ist wegen we = uw und 
nach (1): 


Uy tly fet ny 


d. h. jede Zahl des Systems kann in gewisser Weise als Summe von 


a : 
*) Siehe diese Annalen, Bd, XXXIX, 8, 293—390. 
**) Hiervon ist Satz (2), S. 319 der friiheren Abhandlung, ein Specialfall, 
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m Zahlen u,, ¢,... Um geschrieben werden. Sei i eine bestimmte der 
Zahlen 1,2....m und seien u, v, w... Zahlen des Systems S. Als- 
dann bilden wir in der soeben angegebenen Weise ihre Theile u;, v;, w;... 
und fassen sie zusammen als das System S;. Die in S; enthaltenen Zahlen 
bilden dann wirklich fiir sich ein complexes Zahlensystem, da erstens, 
wenn u +- v = w ist, auch we; + ve; = we, dh. uj + vo; = w,, und 
zweitens, wenn “«.v=w ist, auch nach (3) und (2) u,v; = w; ist. 
Ist nun i + j, so ist nach (2) und (3) 
U,V; = UE; . VE UY. G8; =O, 

also das Product zweier Zahlen verschiedener Theilsysteme S,, S,...S,, 
gleich Null. Endlich ist ¢,«, = we; = we? = we, = u,, somit « der 
Modul des Systems S;. Hiermit ist Satz I bewiesen. 

Il. Ist das System S mit Modul « reducibel auf m Systeme 
S,,8,...Sm mit den bez. Moduln &,, & ..-. &m, 80 gelten die Formeln 
(1), (2), (3). 

Dieser Satz bedarf keines Beweises, ebenso der folgende: *) 

Ill. Ist das System S mit Modul u reducibel, so hat jedes Theil- 
system einen Modul. 

Mithin ergiebt sich: 

IV. Zu jeder Zerlegung des Moduls « eines Systems in m Zahlen 
&) & +++ &m von der Beschaffenheit (1), (2), (3) gehdrt eine Zerfillung 
des Systems S, und umgekehrt erhilt man so alle Zerlegungen von S. 

Es handelt sich also nur noch um diese Zerlegungen des Moduls «. 
Wir schicken den selbstverstiindlichen Satz voraus: 

V. Alle Zahlen eines Systems S mit Modul ¢, die mit jeder Zahl 
des Systems commutativ sind, bilden fiir sich ein System S’ mit dem 
Modul «. 

Dieses System S’ ist als commutatives System ein Nichtquaternion- 
system. Ein solches aber hat nach meinen Untersuchungen folgende 
Eigenschaften**): Es enthailt etwa r + s Hinheiten ¢, ...¢,, 9... ms, 
fiir deren Producte die Regeln gelten: 

1) jedes e,e, driickt sich durch die vor e; und e& kommenden Ein- 
heiten allein linear aus. 

2) Jedem e; gehdrt (da das System insbesondere commutativ ist) 
ein bestimmtes », derart zu, dass y,.¢; = 4. = ¢ ist, wahrend alle 
anderen » mit e; multiplicirt Null ergeben. 

3) Es ist yn? — 9, yinj =O fiir i+). 

4) Es ist der Modul «=», + 9, +-+--+ ms. 

Hieraus folgt nun ohne Mihe wie 8. 327 der genannten Abhand- 
lung: Eine Zahl von S’, deren Quadrat ihr selbst gleich ist, ist nur 


*) Er ergiebt sich z, B. sofort aus Satz (4), 8. 320 der friiheren Abhandlung. 
**) Siehe § 3 der friiheren Abhandlung. 
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aus ,...% mit den Coefficienten 1 oder 0 linear ableitbar. Eine 
Zerlegung von « in der Form (1), (2), (3) ist mithin — da ¢,, &...& 
dem commutativen System S° angehéren miissen — nur so moglich, 
dass man setzt: 


(4) & = 1, tess + Gis Ns (¢—==> 1,2...m), 

wo also die a; gleich 1 oder 0 sind und ¢,+---+-&,—e=y9,-+-+-+%, 
sein soll. Aus der Forderung ¢;¢, = 0 fiir i+-j folgt sofort: Enthilt 
in (4) e die Einheit y, mit dem Coefficienten 1, so kommt y, in 
keiner andern der Zahlen ¢, ... &, in (4) wirklich vor. Daher ist die 
Zerlegung von «¢ gemiiss (1), (2), (3) nur so zu leisten, dass man 
&, & ++. &, Summen der y mit dem Coefficienten 1 gleich setzt, doch 
so, dass jedes 7 nur in einer dieser Summen auftritt. Ist m < s, die 
Zahl der », so wird deshalb eins der ¢; sicher eine Summe aus mehreren 
y sein, z B. e, =, + ,-+,. Dann aber ist das zu & gehdrige 
Theilsystem S; des Systems S noch reducibel auf Theilsysteme, in 
unserem Beispiel auf drei Theilsysteme mit den bez. Moduln y,, 92, m3, 
da 47 = i, nin; = 0 fir ij und fiir jede Zahl uw des Systems S, 
mithin auch des Systems S; das Product uy; = 4; u ist, weil die 7 dem 
in S enthaltenen commutativen System 8S’ angehéren. Die einzige 
Zerlegung des Systems S in lauter irreducibele Systeme besteht also 
darin, dass man das System S’ bildet, hierin die 4, ...%, aufsucht 
und nun die Theilsysteme aufstellt, die 4,, 4, ..., zu Moduln haben. 

Damit aber sind wir zu dem an die Spitze gestellten Satze gelangt. 

Herr Hélder erbringt dafiir, dass dieser Satz bei Fortlassung der 
Worte ,,mit Modul“ nicht mehr gilt, das Beispiel eines Systems in 
zwei Kinheiten, in dem alle Producte Null sind, Offenbar kann dies 
System auf unendlich vielen Weise in irréducibele Systeme zerfallt 
werden. 

Ich hebe aber ausdriicklich hervor, dass in meiner Abhandlung 
factisch nur von der exacten Form des Satzes der Reducibilitit Gebrauch 
gemacht wird. 

Diese Gelegenheit méchte ich benutzen, um noch einige Correcturen 
meiner friiheren Abhandlung anzugeben*). Zu den damals gebrachten 
Litteraturnachweisen seit 1867 ist noch hinzuzufiigen: 


*) S. 351 meiner Abhandlung habe ich in einer Fussnote meine Prioritit 
gegeniiber Herrn Rohr in Marburg in Bezug auf die Bestimmung der Systeme 
in 5 Einheiten gewabrt. Wie ich erfabre, hat man diese Anmerkung in einer 
mir durchaus fernliegenden Weise verstanden. Ich benutze daher diese Stelle, 
um ausdriicklich zu bemerken, dass es mir nie in den Sinn gekommen ist, damit 
die Selbststiindigkeit der Arbeit des Herrn Rohr irgendwie anzuzweifeln, was 
schon daraus hervorgeht, dass Herr Rohr den Fall k =8 nicht behandelt hat 
und eine ganz andere Methode benutzte. In meiner ersten Aufstellung aller 
Systeme in 5 Einheiten in den Leipziger Berichten 1889 hatte ich ein System an 
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Laguerre, Sur le calcul des systémes linéaires. Journal de l’Ecole . 


polyt., Cah. 42 (1867), S. 215—264. 

Die Ausfiillung dieser Liicke danke ich einem giitigen Hinweise von 
Herrn Prof. Klein. Ferner sind einige stérende Druckfehler zu 
corrigiren : 

S. 334, letzte Zeile ist das Wort ,,nach‘‘ zu streichen. 

S. 346, Z. 1 v. 0. ist 7, statt n* au lesen. 

S. 362, Z. 6 v. u. ist w’t statt w” das erste Mal zu lesen. 

S. 377, Z. 1 v. o. ist ¢, statt e, und Z. 8. v. o. ist zu lesen: 

Np y= 2Ip75 15°") 


falscher Stelle eingereiht. Dieser Fehler, der sich bei Herrn Rohr nicht findet, 
ist aber schon, ehe ich Herrn Rohr’s Ergebnisse erfahr, von mir erkannt und 
z. B. Herrn Study in Marburg mitgetheilt worden. 

*) In seiner soeben erschienenen inhaltreichen Abhandlung in diesen Annalen, 
Bd, XLI, 8. 83—156, nimmt Herr Molien einigemale Bezug auf meine Arbeiten. 
Obgleich ich mich mit mehreren Bemerkungen nicht einverstanden erkliren kann, 
sehe ich hier von einem niiheren Eingehen darauf ab, weil an anderer Stelle 
demniichst die Rede davon sein wird, 
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Vorwort des Herausgebers. 


Das im Jahre 1889 in zweiter Auflage erschienene Buch des 
Verfassers ,A Treatise on Differential Equations“, von welchem auch 
eine vom Unterzeichneten besorgte deutsche Uebersetzung erschienen 
ist*), behandelte die elementaren Methoden, welche fiir die Integration 
gewohnlicher und partieller Differentialgleichungen erster und zweiter 
Ordnung hauptsiichlich in Frage kommen. Dem elementaren Cha- 
rakter und dem praktischen Zwecke des Buches entsprechend, hatten 
indessen in demselben die Integrationsmethoden fiir die partiellen 
Differentialgleichungen nur eine sehr kurze und liickenhafte Behand- 
lung erfahren kénnen. Das vorliegende Werk fillt nun diese Liicke 
za einem gewissen Theile aus, indem es fiir einen begrenzten Theil 
des Gebietes der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welcher indessen mit der allgemeinen Theorie dieser Gleichungen in 
engster Beziehung steht, nimlich fiir die sogenannten Pfaff’schen 
Gleichungen, nach einander die Methoden darlegt, welche bisher fiir 


*) Unter dem Titel: Lehrbuch der Differentialgleichungen von Dr. A. R. 
Forsyth, Braunschweig 1889, Friedrich Vieweg & Sohn. 
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Vorwort des Herausgebers. lI 


die Integration solcher Gleichungen vorgeschlagen wurden. Wenn 
auch hierbei naturgemiiss die Vortheile und Nachtheile der einzelnen 
Methoden hervorgehoben werden und die Tragweite derselben einer 
Erérterung unterzogen wird, so ist das Buch doch nicht als eine 
historisch-kritische Studie im strengen Sinne des Wortes aufzufassen, 
vielmehr ist der Zweck des Buches, was bei einer Beurtheilung im 
Auge zu behalten ist, ein wesentlich praktischer, niimlich dem Stu- 
direnden, oder wer sich sonst in die Theorie des Pfaff’schen Problems 
einzuarbeiten wiinscht, einen Ueberblick iiber die fiir diesen schwie- 
rigen Gegenstand in Betracht kommenden Arbeiten zu geben und 
ihn zu befiihigen, vorkommende specielle Aufgaben zu lésen und even- 
tuell auf dem betrachteten Gebiete selbststiindig weiter zu arbeiten. 
In letzterer Beziehung diirfte insbesondere das Schlusskapitel, welches 
die Systeme von Pfaff’schen Gleichungen behandelt und auch einige 


-neue vom Verfasser herriihrende Untersuchungen enthiilt, geeignet 


sein anregend zu wirken, da hier in priiciser Form die Aufgaben 
angegeben werden, welche auf diesem bisher wenig bebauten Felde 
noch ihrer Lésung harren. 

Wiihrend ich meiner Uebersetzung des Treatise on Differential 
Equations einen Anhang beigegeben hatte, in welchem die Lésungen 
der im Buche auigefiihrten Uebungsaufgaben zusammengestellt waren, 
glaubte ich im vorliegenden Falle von einem solchen Anhange ab- 
sehen zu diirfen. Denn einerseits ist das Buch doch immerhin schon 
fiir Fortgeschrittenere bestimmt, welche eine Controle ihrer Rech- 
nungen nicht mehr so néthig haben wie Anfinger, andererseits wiirde 
auch schon eine blosse Skizzirung der Auflésung dieser schwierigen 
Aufgaben einen recht erheblichen Raum beansprucht haben, der viel- 
leicht nicht mehr im Verhiiltniss zu dem mit emem derartigen An- 
hange zu erzielenden Nutzen gestanden hiitte. 


Berlin, im October 1892. 


H. Maser. 
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Vorwort. 


Die allgemeine Flachentheorie hat seit ihrer Begriindung durch 
Monge und Gauss das Interesse der Mathematiker in besonderem 
Grade gefesselt. Diesem Interesse sind eine Reihe von zusammen- 
fassenden Darstellungen') entgegengekommen, die sich meist an die 
rein geometrische Behandlung von Gauss anschliessen, wahrend das 
neueste, besonders reichhaltige und eigenartige Werk von Darboux 
wesentlich auf kinematischer Grundlage aufgebaut ist. Wenn es trotz- 
dem nicht ganz leicht ist, die Fille von Formeln, Sitzen und Auf- 
gaben der Flachentheorie zn iibersehen, so scheint dies ein Zeichen 
dafiir zu sein, dass dem Erforderniss einer ebenso allgemeinen wie ein- 
fachen und einheitlichen Behandlung des Stoffes noch nicht hinreichend 
Rechnung getragen ist. Hiermit soll zugleich das Ziel bezeichnet 
sein, das sich die vorliegende kurze Bearbeitung der fundamentalen 
Formeln und ihrer wichtigsten Anwendungen gesteckt hat. Das 
Schriftchen diirfte geeignet sein zur Grundlage bei dem Studium aus- 
fiihrlicher Werke (wie besonders der anregenden Schrift von Bianchi 
und des Darboux’schen Werkes), in denen neben den analytischen 
auch die geometrischen Fragen eingehender behandelt sind, oder bei 
Vorlesungen, in welchen die analytische Entwicklung durch Vor- 
fiihrung der Modelle*) specieller Flichengattungen ergiinzt und be- 
lebt wird. 

Den dusseren Anlass zur Veréffentlichung gab eine vor vier Jahren 
von mir gehaltene Vorlesung iiber Flichentheorie. Die Ausarbeitung 
geschah im Verein mit Herrn Kommerell, in dessen Dissertation 
(Tiibingen 1890) schon einzelne Abschnitte in demselben Sinne be- 
handelt sind. Der besseren Uebersicht halber ist der Stoff in drei 
Theile gegliedert. Der erste Abschnitt (§ 1—6) gibt die Formeln 
zur Untersuchung einer gegebenen Fiche, der zweite (§ 7—12) die 


1) Vgl. S. VI. 
2) Mathematische Modelle im Verlag von L. Brill in Darmstadt. 
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Vorwort. 


Formeln zur Herleitung einer Fliiche aus gegebenen Eigenschaften, der 
dritte (§ 13—18) die Formeln zur Untersuchung der Flichencurven, 
Die Anwendungen hitten sich leicht vermehren lassen; doch schien 
auch hier zur leichteren Uebersicht eine Beschrinkung auf die wich- 
tigsten Gruppen von allgemeinen Aufgaben zweckmiisssig.. Zugleich ist 
durch zahlreiche Literaturangaben die Verbindung mit den Original. 


abhandlungen hergestellt. 


Nur an wenig Stellen war es nicht mdglich, 


einen Literaturnachweis zu erbringen; einzelne Hinweise verdanken wir 
dem Darboux’schen Werke. 


14. 
15. 
16. 
17. 


18. 


Tiibingen, August 1892. 


H. Stahl. 


Uebersicht der Anwendungen. 
Conforme Abbildung der Kugel auf die Ebene 


Kriterien dafiir, dass g =a ein System von Minimallinien, von geo- 
ditischen Linien, von geodiitisch Parallelen, von isometrischen Linien ist 
Strictionslinie eines Curvensystems 


+e ere ee § 3. 
ag see eta eae i a era eee ee § 6. 
Flichen, deren Hauptkriimmungsradien durch eine Gleichung verbenion 
a ae Gh eg eee aS & Se” ole bea eS ome . 
Differentialgleichung der Flachen von constantem Krtimmungsmaass . 5 
Differentialgleichung der Flichen von constanter mittlerer Kriimmung  § 9. 
Differentialgleichung der Flichen mit isometrischen Kriimmungslinien.  § 9. 
Flichen mit ebenen und sphiirischen Kriimmungslinien .... . § 9 u. 11. 
Flachen von gegebener sphiirischer Abbildung ........... § 11. 
Biegungsflichen einer gegebenen Fliche .............. § 9%. 

. Kriterien dafiir, dass eine Fliche Biegungsfliiche einer anderen ist . . § 18. 

. Dreifach orthogonale Flichensysteme. ............-4.-. § 10. 

. Conforme Abbildung des Raumes in sich. ............. § 10. 
Minimalflichen (allgemeine Eigenschaften, Gleichung der Fiche, 
specielle Flichen, Abbildung und Abwicklung, Bestimmung der Fliche 
so ye. oe ee ee ce SHE § 12. 
EE) A Leer hia 6 we aitleidl « Abe ole § 15. 
Totalkriimmung eines Flichenstiickes ............2.2.. § 16. 
Geoditische Linien auf Liouville’schen Flichen. .......... § 16. 
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EINLEITUNG. ig 


Auf der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
zu Halle war beschlossen worden, bei Gelegenheit der fiir den Herbst 
1892 in Niirnberg geplanten Zusammenkunft eine Ausstellung mathe- 
matischer und mathematisch-physikalischer Modelle, Apparate und 
Instrumente zu veranstalten. 


Schon einmal hat -—— im Jahre 1876 in London — eine solche 
Ausstellung in grésserem Umfange stattgefunden und reiche An- 
regung geboten. Gerade in den letzten Jahrzehnten nun ist diesen 
Giebieten wissenschaftlicher Bethiitigung ein erhéhtes Interesse zuge- 
wendet worden: Den praktischen Bediirfnissen entsprechend haben 
sich die Hilfsmittel, Instrumente und Methoden, numerischer wie 
graphischer Rechnung ganz wesentlich vervollkommnet und vermehrt. 
Der geometrische Unterricht verfiigt heute tiber reiche Sammlungen 
von Modellen riumlicher Gebilde, welche di@.Lagen- and Maass- 
verhiiltnisse derselben, sei es nach ihren totalen, sei es nach ihren 
differentiellen Beziehungen zur Anschauung bringen. Hier wie in 
den auf Mechanik und mathematische Physik beziiglichen Modellen 
und Apparaten kommen neben den Zwecken des Unterrichtes die 
der Forschung zum Ausdruck. Insbesondere fiir die Betrachtung 
physikalischer Vorgiinge haben die Hilfsmittel mechanischer Versinn- 
lichung in neuster Zeit eine besondere, principielle Bedeutung gewonnen, 
Und ebenso ist, seit man begonnen hat, die mannigfaltigen Gestalten 
algebraischer Gebilde systematisch zu discutiren, seit die Theorie 
der Flichenkriimmung direct anschauungsmiassige und sozusagen dem 
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Experimente zugiingliche Siatze geliefert, das Interesse fiir die gestalt- 
lichen Eigenschaften raumlicher Gebilde und fiir deren unmittelbare 
Realisirung gewachsen. 

So erschien es naturgemiiss, die Gelegenheit der diesjihrigen 
Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, die gleich- 
zeitig mit der Versammlung der Gesellschaft deutscher Naturforscher 
und Aerzte in Niirnberg tagen sollte, zu beniitzen, um ein zusammen- 
hiingendes Bild dieser Entwickelung vorzufiihren. 

Das Vorhaben, dessen Durchfiihrung vom Vorstande der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung dem Herausgeber dieses Katalogs iiber- 
tragen worden war, erfreute sich vom Anfange an der entgegen- 
kommenden Férderung von Seiten des kiniglich bayerischen 
Staatsministeriums des Innern fiir Kirchen- und Schul- 
angelegenheiten, wie des persénlichen Interesses Seiner Excellenz 
des Herrn Staatsministers yon Miiller. Durch die namhafte materielle 
Beihilfe von Seiten des genannten kgl. Staatsministeriums ebenso wie 
durch die weiteren Geldmittel, welche das Reichsamt des Innern, 
in liberaler Weise gewihrt hat, war das Unternehmen gesichert. 

Die Beteiligung an dem Vorhaben entsprach dem gliicklichen 
Beginne. Ein grosser Teil der mathematischen, physikalischen, me- 
chanisch-technischen und geoditischen Institute unserer wie ausser- 
deutscher Hochschulen hatte dic in den Instituten selbst hergestellten 
Modelle ebenso wie historisch wertvolle Objecte ihrer Sammiungen zur 
Verfiigung gestellt. Von Museen, privaten Sammlungen, von eiazelnen 
Gelehrten im In- und Auslande waren Anmeldungen eingetroffen. Es 
haben neben Deutschland Amerika, Frankreich, Italien, die Nieder- 
lande, Norwegen, Osterreich-Ungarn, Russland, die Schweiz sich be- 
teiligt und insbesondere bildete sich in Grossbritannien ein Comité, 
mit den Professoren Lord Kelvin, Greenhill, Henrici an der 
Spitze, um die Ausstellung mit den hervorragendsten Gegenstiinden 
aus Staats- wie aus Privatsammlungen zu beschicken, Wohl alle 
bedeutenderen mechanischen Werkstiitten, welche sich speciell mit 
der Herstellung mathematischer Apparate und Instrumente befassen, 
sowie die in Betracht kommenden Verlagsfirmen hatten ihre Beteili- 
gung zugesagt. 

Das Zusammenwirken zahlreicher Fachgenossen hat die Absicht 
durchfiihren lassen, einen ausfiihrlichen Katalog der Ausstellung 
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mit der genauen Beschreibung und zahlreichen Abbildungen der 
einzelnen Objecte vorzubereiten und demselben eine Reihe von Auf- 
siitzen zusammenfassenden Inhaltes voranzustellen. Allen die hier 
Teil genommen, weiss sich der Herausgeber des Kataloges zu be- 
sonderem Danke verpflichtet; er méchte im speciellen noch der 
wichtigen Beihilfe gedenken, welche die Herren Boltzmann in 
Miinchen und Mehmke in Darmstadt den auf mathematische Physik 
und auf Arithmetik beziiglichen Abteilungen gewidmet haben, 

Die Drucklegung des Kataloges musste innerhalb der letzten 
fiinf Wochen vor dem Termin der Ausstellung bewerkstelligt werden ; 
der Unterzeichnete spricht der Hof- und Universitats-Buchdruckerei 
von Dr. Wolf u. Sohn in Miinchen fiir ihr bereitwilliges Entgegen- 
kommen, Herrn stud. math. Daunderer fiir seine Unterstiitzung bei 
Correctur und Anfertigung der Register Dank and Anerkennung aus. 


In Niirnberg ‘selbst fand die geplante Ausstellung bereitwilligste 
Unterstiitzung und gastliche Aufnahme bei den Geschiiftsfiihrern der 
escllschaft Deutscher Naturforscher und Aerzte, den Herren Medi- 
cinalrat Dr. Merkel und Rector Fiichtbauer, wie bei dem 
einfiihrenden Comité der Abteilung fiir Mathematik und Astro- 
nomie der genannten Gesellschaft, den Herren Professor Rudel und 
Gymnasiallehrer Dr. Sievert. Herr Director von Kramer des 
hayerischen Gewerbemuseums stellte ebenso wie die Geschaftsleitung 
der Naturforscherversammlung zweckentsprechende Riiumlichkeiten 
in entgegenkommendster Weise zur Verfiigung. 

Das k. Staatsministerium des kéniglichen Hauses 
und des Auwssern hat durch seine wichtige Vermittelung und Be- 
fiirwortung bei den deutschen EKisenbahnverwaltungen den 
kostenfreien Riicktransport der Ausstellungsgegenstiinde erwirkt und 
weiter waren von Seiten der Generaldirection der Zéile und 
indireeten Steuern in dankenswertester Weise Vereinfachungen 
fiir die zollamtlichen Revisionen gewiihrt worden. 


So waren alle einleitenden Schritte und Vorbereitungen getroffen. 


Die gesundheitlichen Verhiltnisse in Deutschland veranlassten 
um 29. August die Absage ‘der Versammlung deutscher Natur- 
forscher und Aerzte und sie hatten auch am 1. September die 
Absage der Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
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im Gefolge. — So kann die Gegenleistung fiir das Entgegenkommen 
und die Beihilfe, welche von Seiten hoher Behérden Bayerns und 
des Reiches, von den Fachgenossen, den technischen Instituten, 
Werkstitten und Verlagshandlungen dem Unternehmen zu Teil 
geworden ist, zuniachst nicht in der wirklichen Durchfiihrung des- 
selben, die Anregung und Foérderung in weiten Kreisen geben 
sollte, zam Ausdruck gelangen und es muss sich der Unterzeich- 
nete darauf beschrinken, mit der Veréffentlichung dieses 
Kataloges Rechenschaft und Dank niederzulegen 

Im kommenden Jahre aber sei mit frischem Mute an die 
Durchfiihrung des Vorhabens gegangen! In Miinchen dem fiir die 
nichstjahrige Versammlung der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 
ausersehenen Ort, werden, wie bereits in dankenswerter Weise zu- 
gesichert ist, die ausgedehnten Riiume der technischen Hochschule 
zur Verfiigung stehen. Dem Umfange, den die Ausstellung bisher 
gewonnen, soll dann eine verliingerte Dauer derselben entsprechen. 
Es ist der 1.—30. September 1893 in Aussicht genommen, wiihrend 
die Tage der Mathematiker-Versammlung den fiir die Naturforscher- 
Versammlung in Niirnberg festzusetzenden unmittelbar voraus gehen 
werden. 

Der fir die diesjihrige Ausstellung fertig gestellte Katalog 
aber mag schon jetzt zur Ausgabe gelangen; nicht mit dem An- 
spruch, ein vollstindiges Bild der vielen hierhergehérigen Gebiete 
zu geben, sondern mit der Absicht, Plan und begonnene Durch- 
fiihrung des Unternehmens zu zeigen, und dabei auch die Liicken 
erkennen zu jassen, welche nunmehr noch auszufiillen sind. 

Mége Interesse und Mitwirkung Aller, die in diesem Jahre unser 
Vorhaben geférdert haben, uns dabei nicht fehlen, mégen insbeson- 
dere die Fachgenossen mit Rat und That den Zweck des ganzen 
Unternehmens durehfiihren helfen, ein vollstindiges Bild zu geben, 
all’ der mannigfachen Hilfsmittel, wie sie heute in Gestalt von Mo- 
dellen, Apparaten und Instrumenten dem Unterricht und der For- 
schung in der reinen und angewandten Mathematik dienen! 

Miinchen, im Oktober 1892. 


Walther Dyck. 
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Prospect. 





Au den Naturforscher-Versammlungen za Heidelberg (1890), zu 
Bremen (1891) und zu Halle (1892) ist die Deutsche Mathematiker- 
Vereinigung ins Leben gerufen worden und hat ihre feste Organisation 
gewonnen. 

Sie stellt sich die Aufgabe: in gemeinsamer zielbewusster Arbeit die 
Wissenschaft nach allen Richtungen zu fordern und auszubauen, ihre ver- 
schiedenen Teile und zerstreuten Organe in lebensvolle Verbindung und 
Wechselwirkung zu setzen, ihre Stellung im geistigen Leben des deutschen 
Volkes nach Gebiihr zu heben, ihren Vertretern und Jiingern Gelegenheit 
zu ungezwungenem collegialischem Verkehr und zum Austausch von Ideen, 
Erfahrungen und Wiinschen zu bieten. 

_ Als eines der wesentlichsten Hilfsmittel, die hiermit bezeichnete Auf- 
gabe zu erfiillen, soll neben den jihrlichen Zusammenkiinften die Heraus- 
gabe ausfiihrlicher Jahresberichte dienen, welche die Chronik der Vereini- 
gung und eingehenden Bericht tiber die Jahresversammlungen zu geben 
bestimmt sind, und in welchen vor allen Dingen ausfiihrliche Referate iiber 
gemeinsam interessierende Gebiete der Mathematik zur Verdffentlichung 
gelangen sollen. 

Der erste Jahresbericht der Vereinigung, den die unterzeich- 
nete Verlagsbuchhandlung hiermit der Oeffentlichkeit tibergibt, enthalt in 
seinem ersten Teile die Entstehungsgeschichte, wie sie durch den ersten 
von Heidelberg ergangenen Aufruf und die daran ankniipfenden zu Bremen 
gefassten Beschliisse bezeichnet ist. Dem Andenken der beiden verstorbenen 
Mitglieder Benno Klein und Paul Giinther sind Nekrologe von Freundes- 
hand gewidmet. Weiter gibt der Bericht kurze Ausziige tiber den Inhalt 
der auf der Jahresversammlung in Halle gehaltenen Vortriige. Es sind dies 
die folgenden Referate: L. Kronecker, Einleitung. — C. Neumann, 
Einfacher Beweis eines F. Neumann’schen Satzes (Briefliche Mitteilung). 
— R. Dedekind, Ueber Gleichungen mit rationalen Coefficienten (Brief- 


liche Mitteilung). — F. Klein, Ueber neuere englische Arbeiten zur 
Mechanik. — E. Papperitz, Ueber das System der rein mathematischen 
Wissenschaften. — M. Simon, Ueber das Parallelenaxiom. — S. Fin- 


sterwalder, Ueber die Bilder dioptrischer Systeme grésserer Oeffnung 
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und grésseren Gesichtsfeldes. — C. Rohn, Modelle der rationalen Raum- 
curven vierter Ordnung und ihrer Developpabeln. — H. Wiener, Ueber 
Grundlagen und Aufbau der Geometric. — H. Schubert, Mitteilungen 
aus der abzihlenden Geometrie p-dimensionaler Riume ersten und zwei- 
ten Grades. — V. Eberhard, Grundziige einer Gestaltenlehre der Poly- 
eder. —- L. Boltzmann, Ueber ein mechanisches Modell zur Versinn- 
lichung der Anwendung der Lagrange’schen Bewegungsgleichungen in der 
Warme- und Elektricititslehre. — K. Hensel, Ueber den Fundamentalsatz 
der Theorie der algebraischen Function einer Variabeln. — F. Miller, 
Ueber litterarische Unternehmungen, welche geeignet sind, das Studium 
der Mathematik zu-erleichtern. — W. Dyck, Gestaltliches iiber den 
Verlauf der Haupttangentencurven einer algebraischen Fliche. — D. Hil- 
bert, Ueber volle Invariantensysteme. — A. Schénflies, Ueber Con- 
figurationen, welche sich aus gegebenen Raumelementen durch blosses 
Schneiden und Verbinden ableiten lassen. — H. Minkowski, Ueber 
Geometrie der Zahlen. — F. Kétter, Ueber das Kowalevski’sche Rota- 
tionsproblem. — A. Piltz, Mitteilung iiber das Dreikérperproblem. — 
P. Stickel, Ueber bedingte Biegungen kiuinmer Flichen. — A. Wan- 
gerin, Ueber die Abwickelung von Rotationsflichen mit constantem negs- 
tiven Kriimmungsmass auf einander. — E. Wiltheiss, Ueber die Diffe- 
rentialgleichungen der hyperelliptischen Thetafunctionen. — G. Cantor, 
Ueber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre. — Den Hauptteil 
des ganzen Jahresberichtes bildet das Referat tiber die Fortschritte 
der projectiven Invariantentheorie im letzten Vierteljahrhun- 
dert von Herrn Franz Meyer in Clausthal, mit dessen wesentlich- 
stem Inhalt sich eine Reihe von Vortrigen auf der Hallenser Versammlung 
befasste, und das in seiner Ausfiihrung die wichtigste Absicht, welche der 
Veréffentlichung dieser Jaliresberichte zu grunde liegt, zum ersten Male ver- 
wirklicht. Wir geben eine Uebersicht tiber die Art der Durchfiihrung dieses 
Berichtes, indem wir die wesentlichsten Abschnitte desselben bezeichnen: 

Einleitung: Riickblick auf die iltere Periode von 1841—1867. — 


Uebergang zur neueren Periode von 1868 bis zur Gegenwart — Eintei- 
lung des Stoffes nach den beiden Hauptgesichtspunkten der Aequivalenz 
und der Formenverwandtschaft — Abgrenzung des Gebietes. Endliche, 


continuierliche und Galois’sche Substitutionsgruppen gegeniiber den dis- 
continuierlichen und unendlichen Gruppen der Zahlentheorie und Funktionen- 
theorie — die stufenweise Entwickelung des Invariantenbegriffes. 
I, Aequivalenz: 
A. Quadratische und bilineare Formen. 
B. Weitere Formen. 





II. Formenverwandtschaft: 

A. Endliehkeitsfragen. 

B. Irrationale Fragestellungen. 

C. Methodik: Symbolik und Invariantenprocesse — Symbolik 
und graphische Darstellung —- Unsymbolische Invarianten- 
processe — Verallgemeinerungen. 

D. Specielle Substitutionsgruppen und Formen. 

Der zweite Jahresbericht fiir 1892 ist in Vorbereitung. Er wird 
vor allem in ausfiihrlichen Nekrologen das Andenken von Leopold 
Kronecker und Heinrich Schréter ehren; er wird weiter Bericht zu 
geben haben iiber Pline des nichsten Jahres, welche im Wesentlichen 
eine Durchfiihrung der schon fiir die Niirmberger Versammlung getroffenen 
Vorbereitungen beabsichtigen. Das _bereitwillige Entgegenkommen der 
Herren Brill, Nother und F. Kotter, welche fiir die Niirnberger Ver- 
sammlung Referate tibernommen hatten, erméglicht es, die ausgefiihrten 
Berichte, und zwar ,,Ueber die Theorie der algebraischen Funktionen“ 
und ,Ueber einzelne Gebiete der Mechanik“ schon in diesem zweiten 
Jahresbericht zur Veréffentlichung zu bringen. 
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